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1 Bonhomme Michelin a 5 pneus
Soit ¥ ={0,1,#} et
L := {z#xoF# ... #axoplk > 1,21 = 1,Vi, x9; commence par 1 et x9; = (1+x2;_1) en binaire}.

M.q. L n’est pas hors-contexte.
On observe que tout mot de L contient un nombre impair de #.

Supposons que L est hors-contexte, soit p le nombre donné par le lemme du

bonhomme Michelin a 5 pneus. Considérons le mot
w = 1#10410P1070410P1071,

on a alors que w € L et |w| > p. D’apres le lemme, il existe u,v,z,y,z € ¥*

tels que w = wvzryz et
1. Juy| >0,
2. vyl < p,
3. w'iry'z € L,Vi.
Considérons toutes les décompositions possibles de w en u, v, x,y, z.

Cas 1 v ou y contiennent le troisieme #. Puisque |vzy| < p, on a |vzy|y = 1.
Ainsi, pour i = 0, w'zry'z = urz et luzz|y = 2, ce qui n’est pas impair
et donc uxz ¢ L.

Cas 2 v ou y contiennent le premier et deuxiéme #. (Si v ou y ne conte-

naient qu'un des deux, nous aurions une contradiction comme dans le



premier cas.) Ainsi, pour i = 0, uv’zy°2 = uxz et |uxrz|y = 1. Posons
uxrz = y1#ya, alors, puisque |vzy| < p on sait que y; est de la forme
ur0P~*10P0 # 1. Ainsi, uxz & L.

Cas 3 v ou y couvrent en partie x; ou zs (mais ne contiennent pas de #). Ainsi
3
pour i = 0, uv’zy’z = uxz et
1. si soit v ou soit y couvrent en partie z1(= 1), alors uzz commence
par #,

2. sinon, v ou y couvrent en partie zo, alors uzz commence par 1#1#

ou par 1#04#.
Dans les deux cas, on a uxz ¢ L.

Cas 4 v ou y sont tous les deux dans 3 ou dans x4. Ainsi, pour i = 0, wv’zy’z =

uxz. Posons uxz = y1 #ys#Ys#y4, on a alors deux cas possible:

1. si v ou y sont tous les deux dans 3, alors 3 # y3 et x4 = y4 et donc

ys = x4 = 1 + 23 # y3 (en binaire),
2. si v ou y sont tous les deux dans x4, alors z3 = y3 et x4 # y4 et donc
ys # x4 =14+ 23 = 1+ y3 (en binaire).

Dans les deux cas, on a uxz ¢ L.

Cas 5 v est contenu dans x3 et y est contenu dans x4. Ainsi, pour i = 0,
u'zy’z = urz. Posons uxz = y1#ys#ys#ya4, on a alors deux cas possi-
ble:

1. siy contient le premier 1 de x4, alors uxz = 1#10#10P10PT1—240r—b+110P1
avec a + b < p. Ainsi, y4 est plus petit que ys et n’est donc pas son

successeur.

2. sinon, alors uzrz = 1#10410P10PT1=2410P~210P1 avec a + b > 0 or
il faut que a = b =0 pour que ys + 1 = y4.

Dans les deux cas, on a uxz ¢ L.

Donc, dans tous les cas (on en a trouvé cing), le mot uzz ¢ L. Il nous faut

donc rejeter 'hypothese que le langage L soit hors-contexte.



