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Sommaire

L'objetif de e m�emoire est de onstruire, analyser et exp�erimenter plusieurs mod�eles

repr�esentant un entre d'appels t�el�ephoniques op�erant en mode mixte, 'est-�a-dire ave �a la

fois des appels entrants et sortants. Ces appels sortants permettent g�en�eralement aux agents

d'être oup�es lorsque le d�ebit des appels entrants est faible. Les propri�et�es reherh�ees pour

les mod�eles sont le r�ealisme et la rapidit�e d'�evaluation de leurs mesures de performane.

L'ensemble de es mod�eles se basent sur une analyse de donn�ees d'un entre d'appels de

Bell Canada. Notre but est de trouver un mod�ele r�ealiste pour e entre d'appels nous

permettant d'obtenir de bonnes mesures de fa�on eÆae.

Tout d'abord, notre analyse de donn�ees tente d'ajuster des lois ou des proessus a�n

d'obtenir une bonne repr�esentation du proessus d'arriv�ee d'appels, des dur�ees de servie des

appels entrants et sortants, et. Nous allons appliquer des m�ethodes d'ajustement onnues

et en proposer une nouvelle pour un proessus d'arriv�ee partiulier. L'ajustement de e

proessus se fait �a l'aide de la maximisation de sa fontion de vraisemblane. Nous allons

v�eri�er le r�ealisme de haque ajustement �a l'aide de di��erents tests statistiques.

Ensuite, nous onsid�erons la simulation pour estimer les mesures de performane d'un

mod�ele omplexe et pour �etudier la sensibilit�e du entre d'appels sous di��erents s�enarios

(modi�ation de la gestion).

Nous nous int�eressons aussi aux mod�eles de hâ�nes de Markov en temps ontinu (CMTC).

Nous faisons un r�esum�e des mod�eles existants dans la litt�erature et nous proposons des

extensions mieux adapt�ees au entre d'appels �etudi�e. Celles-i seront utilis�ees dans la pla-

ni�ation du nombre n�eessaire d'agents a�n de respeter une ertaine qualit�e de servie.

Mots-l�es : Analyse de donn�ees, �etude de sensibilit�e, mod�elisation, simulation, mod�eles

de CMTC, entre d'appels, environnement mixte.



Abstrat

The aim of this thesis is to onstrut, analyze and experiment several models of a all

enter operating in a blend environment, i.e., with a mixture of inbound and outbound traf-

�. The outbound traÆ is generally used to inrease the agent oupany. The properties

researhed in our models are realism and quikness to evaluate their performane measures.

We propose models based on a data analysis of a Bell all enter. Our goal is to �nd a

realisti model for this all enter that an be used to alulate meaningful performane

measures.

First, a data analysis tries to �t some probabilisti distributions and proesses to various

aspets of a all enter, suh that the arrival proess and the servie duration of outbound

and inbound alls. We apply some known adjustement methods and we propose a new

sheme for a partiular arrival proess. This method �nds the parameters that maximize a

likelihood funtion. We hek the quality of every adjustment with some statistial tests.

Next, we use a simulation model to obtain performane measures of a omplex model and

to study the sensitivity of the all enter performane with di�erent management poliies.

Lastly, we onsider some ontinuous-time Markov hain (CTMC) models. We study

the possibility of using models that are available in the literature. Sine they are not really

appliable to our all enter, we propose extensions of these models that are better adapted.

We want to use them to �nd out how a all enter should be sta�ed in order to obtain the

desired servie quality.

Key words : Data analysis, sensibility analysis, modeling, simulation, CTMC models,

all enter, blend environment.
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(a; b) Valeurs pour la r�egle (a; b) de qualit�e de servie. On d�e�nit ette r�egle

omme suit : a% des lients entrants doivent avoir un temps d'attente inf�erieur

�a b seondes:

Q Pourentage de lients entrants ayant attendu moins de 20 seondes dans la �le.

S

e;

Dur�ee de servie du lient entrant :

S

s;

Dur�ee de servie du lient sortant :

A

e;

Temps maximal d'attente aept�e par le lient entrant :

A

s;

Temps maximal d'attente aept�e par le lient sortant :
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H

0

Hypoth�ese nulle:

TTA Dur�ee totale de servie (\Total Time to Answer")

CMTC Châ�ne de Markov en temps ontinu:

EVM Estimateur de vraisemblane maximale:

EMM Estimateur par la m�ethode des moments:

I D�enote le groupe d'agents pouvant servir uniquement des appels

entrants (inbound):

B D�enote le groupe d'agents pouvant servir des appels entrants

et sortants (blend).
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Chapitre 1

Introdution

Les entres d'appels prennent, depuis un ertain temps, une importane apitale dans

toute grande entreprise moderne. Ils sont des outils eÆaes pour o�rir des servies et pour

ommuniquer ave les lients. On estime qu'aux

�

Etats-Unis, de 4 �a 7 millions de personnes,

selon les soures, travaillent dans environ 70000 entres d'appels qui g�en�erent des revenus

de plusieurs dizaines de milliards de dollars par ann�ee [15, 2, 49, 32℄. Vu l'importane des

sommes d'argent impliqu�ees, l'�etude de es entres d'appels a�n d'optimiser leur gestion est

amplement justi��ee.

1.1

�

Etude des entres d'appels en mode mixte

La plupart des entres d'appels se doivent de respeter une ertaine qualit�e de servie.

Le temps d'attente et les abandons de lients sont souvent les rit�eres qui omposent ette

qualit�e. Les rit�eres peuvent être d�e�nis par un organisme ext�erieur ou par l'entreprise

elle-même. Ainsi, le entre d'appels doit adapter sa gestion a�n de respeter la qualit�e de

servie requise. Le nombre d'agents travaillant dans le entre font partie de e qu'il faut

g�erer et onstituent l'une des prinipales soures de oûts dans un entre d'appels. En fait,

ils en repr�esentent �a peu pr�es les trois quarts [35℄. Une utilisation optimale de eux-i,

tout en respetant la qualit�e de servie, permet de g�en�erer un maximum de revenus, en

supposant bien sûr que l'augmentation de l'oupation d'un agent implique des revenus

suppl�ementaires. Une mani�ere toute simple d'augmenter elle-i est d'a�eter les agents

�a d'autres tâhes lorsque le tra� d'arriv�ee d'appels est bas. Ces tâhes peuvent être de
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r�epondre �a des ourriels, �a des \fax", �a des lients rejoints par le entre, et.

Dans e m�emoire, il est question des entres d'appels qui tentent d'augmenter ette

oupation en op�erant en mode mixte, i.e., ave �a la fois des appels entrants initi�es par les

lients et des appels sortants initi�es par le entre. Le entre n'a pas le ontrôle sur les appels

entrants, mais il g�ere les appels sortants �a l'aide d'un syst�eme de omposition automatique.

Ces appels sont g�en�eralement initi�es lorsque le tra� des appels entrants est trop faible pour

maintenir un taux d'oupation des agents aeptable. Le but de es appels peut être, par

exemple, de rappeler ertains lients qui ont laiss�e un message, faire du marketing, et.

Les politiques de gestion se omparent entre elles en �etudiant la \performane" qu'elles

prourent au entre d'appels. Les mesures de performane pourraient être le tra� d'appels

sortants servis, le taux d'oupation des agents ou le salaire vers�e aux pr�epos�es. Il est

important de noter que les politiques de gestion doivent être aeptables, i.e., elles doivent

respeter une ertaine qualit�e de servie �x�ee par le entre. L'objetif vis�e dans e entre

d'appels est d'utiliser une politique aeptable qui maximise sa performane. Le besoin

d'�evaluer les mesures arat�erisant la performane d'une politique nous fore �a onstruire

des mod�eles math�ematiques repr�esentant le entre d'appels. Tout d�ependant du niveau de

omplexit�e d�esir�e, nous pouvons faire l'�etude des entres d'appels �a l'aide de mod�eles de

hâ�nes de Markov en temps ontinu (CMTC) [10, 11, 13, 12℄, de la simulation [14, 37, 49℄,

de la programmation dynamique stohastique [1, 9, 10, 23℄ et de l'exploitation de donn�ees

(\data-mining"). Dans e m�emoire, nous nous onentrerons exlusivement sur les deux

premi�eres m�ethodes.

Les mod�eles de CMTC auront l'avantage de fournir rapidement des approximations de

la performane d'une politique de gestion. Ces mesures de performane seront trouv�ees

�a l'aide de formules analytiques ou de aluls num�eriques. Cependant, les CMTC ont le

d�esavantage d'utiliser des hypoth�eses fortes. D'un autre ôt�e, la simulation permet de traiter

des mod�eles math�ematiques plus omplexes et d'�eliminer plusieurs hypoth�eses fortes faites

ave les CMTC. L'estimation des mesures de performane sera possible en simulant, sur

plusieurs jours, le mod�ele onstruit. La simulation permettra de trouver assez rapidement

des mesures pr�eises sous forme d'intervalles de on�ane.

Le but de e m�emoire est de onstruire des mod�eles math�ematiques repr�esentant le

mieux possible un entre d'appels en mode mixte. Ces mod�eles seront utiles pour estimer
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des mesures de performane dont la qualit�e de servie et le tra� d'appels sortants servis.

Les mesures obtenues nous permettront d'�evaluer le r�ealisme de haun des mod�eles. Nous

allons onsid�erer qu'un mod�ele est r�ealiste s'il pr�esente des mesures d'int�erêt semblables �a

elles que l'on retrouve dans la r�ealit�e. Plus la di��erene sera petite entre elles-i, plus le

mod�ele sera jug�e r�ealiste. La vitesse de alul, la pr�eision et le r�ealisme des mesures de

performane seront les rit�eres retenus pour omparer nos mod�eles. Par la suite, es mod�eles

seront utilis�es pour �etudier le omportement du entre sous di��erents s�enarios ou politiques

de gestion.

1.2 Desription du mod�ele g�en�eral

Le mod�ele g�en�eral que nous allons pr�esenter tente de repr�esenter les omportements

observ�es dans un entre d'appels de type mixte. La �gure 1.1 donne une repr�esentation

graphique du mod�ele.
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Figure 1.1 { Diagramme du mod�ele g�en�eral d'un entre d'appels en mode mixte

Le entre d'appels op�ere dans un environnement inertain. Les appels entrants arrivent

de mani�ere al�eatoire. Le tra� observ�e pour les arriv�ees d'appels entrants peut d�ependre de

la journ�ee (lundi, mardi, ...), de la temp�erature, de l'heure, et. Chaque lient doit entrer
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dans la �le d'attente �a apait�e in�nie de type FIFO (\First In First Out"). Si la �le est vide

et qu'il y a au moins un agent inoup�e alors le lient d�ebute imm�ediatement son servie

ave un des agents libres. Si e n'est pas le as, alors le lient doit attendre qu'un serveur se

lib�ere. Son servie d�ebutera d�es qu'il sera le lient ayant attendu le plus longtemps et qu'il

y aura au moins un agent inoup�e. Il peut y avoir des abandons, 'est-�a-dire qu'un lient

se d�eourage et d�eide de quitter sans reevoir son servie. Le temps maximal d'attente

aept�e d'un lient est d�e�ni par la dur�ee entre l'instant o�u le lient d�ebute son attente

dans la �le et l'instant o�u il quitte. Cette dur�ee est al�eatoire.

Les appels sortants sont initi�es par un syst�eme de omposition automatique. Le nombre

d'appels sortants �a omposer en parall�ele se base sur di��erents fateurs. Par exemple, il

peut d�ependre du nombre d'agents libres ou de la distribution du temps d'attente par

lient depuis un ertain temps. Parmi les appels ompos�es, il y en a un ertain nombre

qui seront sans r�eponse (lient absent, ligne oup�ee,...). Les lients rejoints sont ins�er�es

dans la �le et servis imm�ediatement si possible. Si le servie d'un lient sortant ne peut

d�ebuter imm�ediatement alors on le omptabilise omme un \mismath". Le temps maximal

d'attente aept�e par un lient sortant a la même d�e�nition que pour le lient entrant. Cette

dur�ee est al�eatoire et peut avoir une loi di��erente de elle d'un lient entrant.

Le entre d'appels est ompos�e d'un ensemble de n pr�epos�es ou agents. Ces pr�epos�es

ont omme tâhe de servir les lients. Dans notre mod�ele, on suppose qu'ils sont identiques,

mais ils n'ont pas tous les mêmes tâhes. Certains serviront uniquement des appels entrants

tandis que d'autres serviront autant les appels sortants qu'entrants. Cette hypoth�ese nous

permet de les mod�eliser en deux groupes au lieu de les voir individuellement. La dur�ee

requise �a un agent pour servir un lient est al�eatoire. De plus, la loi repr�esentant la dur�ee

de servie d'un appel sortant peut être di��erente de elle d'un appel entrant. Une fois le

servie d'un lient termin�e, le lient quitte le entre, et le pr�epos�e l'ayant servi devient libre.

Il est alors prêt �a servir un autre lient.

Ces �ev�enements peuvent survenir �a un instant t r�eel (temps ontinu). La omposition

des appels sortants se fait g�en�eralement lorsque le servie d'un lient se termine.

Dans e m�emoire, nous allons proposer di��erentes mod�elisations qui se baseront sur

e mod�ele g�en�eral. Elles seront arat�eris�ees par di��erents degr�es de r�ealisme et d'utilit�e

(pr�eision des estimations, vitesse de alul, ...).
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1.3 Fontion objetive et ontraintes

Une bonne gestion d'un entre d'appels g�en�eral a pour objetif d'assurer une bonne

qualit�e de servie au moindre oût. Pour les entres en mode mixte, on peut minimiser

les oûts en r�eduisant le nombre n�eessaire d'agents (le oût reli�e aux salaires diminue) ou

en augmentant le volume d'appels sortants (le pro�t reli�e aux appels sortants augmente).

Chaune de es optimisations est ontrainte par une qualit�e de servie. Celle-i peut se

mesurer par des aspets qualitatifs (le lient est-il satisfait de la r�eponse obtenue, l'agent

a-t-il propos�e les meilleurs servies au lient, et.) ou par des aspets quantitatifs (quel fut

le temps d'attente du lient, a-t-on r�epondu au lient avant qu'il ne rarohe, et.). Dans

e m�emoire, nous allons nous int�eresser uniquement aux mesures quantitatives.

Ces mesures de qualit�e s'expriment souvent en termes de temps d'attente et de taux

d'abandon pour les lients d'appels entrants. Ce taux d'abandon est d�e�ni par la fration

des appels entrants qui quittent la �le d'attente sans avoir obtenu un servie. Les rit�eres

de temps d'attente peuvent être la moyenne d'attente par lient ou être la r�egle (a; b). On

d�e�nit la r�egle (a; b) omme suit : a% des lients entrants doivent avoir un temps d'attente

inf�erieur �a b seondes. Les valeurs fr�equemment utilis�ees sont a = 80 et b = 20 ou enore,

a = 70 et b = 30. Une ontrainte peut être interpr�et�ee ou exig�ee de di��erentes mani�eres. On

peut, par exemple, l'imposer en moyenne sur une ann�ee, sur un mois, sur une journ�ee, sur

une heure, et. Il est assez faile de voir qu'en imposant une ontrainte en moyenne sur une

longue p�eriode, elle-i devient beauoup moins restritive que si on l'impose en moyenne

sur une ourte p�eriode. Une moindre restrition peut permettre d'am�eliorer la performane

du entre d'appels. Un autre type de ontrainte est d'imposer une borne sup�erieure sur le

taux d'abandon dans la �le d'attente. Enore une fois, nous pouvons tenter de satisfaire

ette ontrainte en moyenne sur di��erentes p�eriodes de temps. Le taux d'abandon est bien

�evidemment li�e �a la distribution du temps d'attente. Une augmentation du temps d'attente

signi�e qu'un plus grand nombre de lients vont d�epasser leur seuil d'attente aept�ee et

ainsi, le taux d'abandon va lui aussi augmenter. La plupart du temps, une bonne qualit�e

de servie au niveau du temps d'attente implique par le fait même une bonne qualit�e de

servie au niveau des abandons.

Dans les entres d'appels en mode mixte, nous renontrons aussi des ontraintes sur les

appels sortants. Dans e type de entre, les appels sortants sont initi�es par un syst�eme de
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omposition. Il peut se produire qu'il soit impossible de servir imm�ediatement les lients

rejoints �a ause d'un manque d'agents libres. Cette p�enurie d'agents peut être attribu�ee �a

une augmentation subite du tra� d'appels entrants. Ce type de situation que l'on nomme

\mismath" nuit �a la qualit�e de servie. Tout d�ependant des entres, il se peut qu'on impose

une borne sup�erieure sur le pourentage de \mismathes", i.e., le nombre de \mismathes"

par appel sortant rejoint. Cette ontrainte peut être impos�ee en moyenne sur di��erentes

p�eriodes de temps.

Nous venons de donner une id�ee des ontraintes que l'on peut exiger dans un entre

d'appels en g�en�eral. Les ontraintes sp�ei�ques au entre d'appels �etudi�e dans e m�emoire

seront d�erites plus loin.

1.4 Projet ave Bell Canada

Ce m�emoire a �et�e fait dans le adre d'un projet au GERAD (Groupe d'

�

Etudes et de

Reherhe en Analyse des D�eisions), intitul�e Gestion optimale d'un entre d'appels dans

un environnement \blend". Ce projet vise �a optimiser les politiques de gestion d'un entre

d'appels de Bell Canada. Ce entre permet aux lients d'avoir a�es diretement �a une foule

de renseignements, de produits et servies de Bell Canada, Bell Mobilit�e, Bell Express Vu

et du servie Internet Sympatio.

Les heures d'ouverture de e entre sont de 8h �a 20h30 du lundi au vendredi et de 8h30

�a 17h le samedi. Le nombre de pr�epos�es dans le entre varie selon les horaires journaliers

d�e�nis par une �equipe de plani�ateurs. Un agent travaille durant sept heures et demie.

R�egle g�en�erale, l'agent travaille les premi�eres quatre heures et demie en mode entrant (fait

seulement le servie des appels entrants) pour ensuite ontinuer en mode mixte (entrants et

sortants) jusqu'�a la �n de sa journ�ee de travail. Le nombre d'agents en servie au ourant

d'une journ�ee varie selon les pauses af�e, les heures de repas, les r�eunions de travail, les

s�eanes de formation, et. En moyenne, le nombre de pr�epos�es en servie est d'environ 26,7

pour les jours de semaine et de 13,3 pour la journ�ee du samedi.

Les appels entrants arrivent de fa�on al�eatoire. Ils sont initialement trait�es par le IVR

(\Interative Voie Response"). L'IVR a pour tâhe d'aheminer les appels vers le entre

assoi�e au servie d�esir�e ou au type de lient. Le entre d'appels �etudi�e s'oupe de plusieurs
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lients provenant autant du Qu�ebe que de l'Ontario. Les appels entrants sont habituelle-

ment initi�es par des lients ayant des questions sur leurs servies et/ou ayant �et�e rejoints

suite �a une ampagne de marketing.

Les appels sortants sont initi�es par le syst�eme de omposition Mosaix qui est d�evelopp�e

par la ompagnie Avaya [3℄. L'ensemble des lients �a rejoindre se base sur des listes fournies

par le d�epartement de marketing. Pour onnâ�tre le nombre d'appels sortants devant être

ompos�es �a haque instant, le syst�eme de omposition se base sur la qualit�e de servie

des appels entrants et sur le fait qu'il y ait au moins un pr�epos�e inoup�e. La qualit�e de

servie est mesur�ee par un autre syst�eme nomm�e MAX. Ce dernier informe Mosaix de la

qualit�e au ours des 10 derni�eres minutes. D�es qu'elle est inf�erieure �a un ertain seuil, on

ne fait auun appel sortant. En plus de Mosaix, la omposition des appels est ontrôl�ee par

des gestionnaires d'a�es. Ces employ�es doivent limiter les pertes de temps des pr�epos�es,

obtenir une bonne qualit�e de servie quotidienne et obtenir un bon taux d'oupation des

pr�epos�es. Les deux derni�eres tâhes sont les plus int�eressantes pour nous. Pour orriger la

performane dans le entre, le gestionnaire d'a�es dispose d'un ensemble d'ations dont

l'annulation de r�eunions pour augmenter les e�etifs, la modi�ation des param�etres du

syst�eme Mosaix et la prise de messages pour des appels en attente. Par exemple, s'il se

rend ompte que sa qualit�e de servie est mauvaise pour les deux derni�eres demi-heures,

il va alors diminuer l'agressivit�e du syst�eme Mosaix. En bref, la tâhe du gestionnaire est

d'atteindre les objetifs �x�es par le entre d'appels qui sont d'avoir au minimum une qualit�e

de servie 80-20, i.e., avoir au moins 80 % des lients d'appels entrants qui attendent moins

de 20 seondes.

Le entre d'appels que nous venons de d�erire est un as partiulier du mod�ele g�en�eral in-

troduit �a la setion 1.2. Nous allons utiliser des donn�ees reueillies �a e entre pour onstruire

des mod�elisations math�ematiques qui le repr�esentent bien. Par la suite, elles seront utilis�ees

a�n d'�evaluer et de d�evelopper des politiques de gestion tant au niveau de la omposition

des appels sortants qu'au niveau de la plani�ation du nombre n�eessaire d'agents.

Comme il en fut question plus haut, e m�emoire fait partie du projet de reherhe Gestion

optimale d'un entre d'appels dans un environnement \blend". Les travaux serviront de base

�a la suite du projet dont l'objetif �nal est de fournir �a Bell Canada des outils pour une

meilleure gestion de leurs entres d'appels.
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1.5 Bref aper�u des mod�elisations utilis�ees dans e m�emoire

Dans la setion 1.1, nous avons introduit quelques mod�elisations possibles pour repr�e-

senter un entre d'appels en mode mixte. Dans e m�emoire, nous avons d�eid�e de nous

onentrer sur seulement deux types de mod�eles, soit les mod�eles de CMTC et les mod�eles

de simulation.

La simulation est un outil int�eressant pour obtenir les mesures de performane d'un

mod�ele omplexe. De plus, elle permet d'obtenir une estimation pr�eise de la performane

d'un entre d'appels sous di��erentes politiques de gestion ou s�enarios. Tout d�ependamment

de la omplexit�e du mod�ele, ette estimation peut être faite dans un temps de alul re-

lativement rapide. L'utilisation de la simulation est bien r�epandue dans la ommunaut�e

sienti�que. Les r�ef�erenes [4, 5, 14, 37, 44℄ sont des livres d'introdution �a la simulation.

Elles sont utiles pour savoir omment onstruire orretement un mod�ele de simulation, ob-

tenir l'estimation des mesures de performane et tout autres informations sur la simulation

en g�en�eral.

Nous allons maintenant introduire quelques artiles utilisant la simulation pour l'�etude

des entres d'appels. Klungle [33℄ montre l'utilit�e de la simulation dans le proessus de

gestion d'un entre d'appels fontionnant en mode entrant seulement. La plani�ation du

nombre n�eessaire d'agents se fait historiquement par l'entremise d'un mod�ele analytique

omme elui dans la formule Erlang-C [19℄. L'auteur pr�esente les fores et les faiblesses d'un

mod�ele analytique et d'un mod�ele de simulation. Cette analyse est support�ee par une ap-

pliation dans un entre de r�elamations. Klungle note que les mod�eles analytiques peuvent

donner de grandes erreurs de pr�evisions. Cei est dû �a quelques hypoth�eses trop fortes.

Parmi elles-i, il y a la supposition que les arriv�ees d'appels suivent un proessus de Poisson

homog�ene. Ces erreurs peuvent mener �a une mauvaise plani�ation du nombre n�eessaire

d'agents. L'auteur termine son artile en �enum�erant les arat�eristiques des appliations

devant être mod�elis�ees par un mod�ele analytique et elles devant utiliser la simulation.

L'artile de Bapat et Pruitte [6℄ poursuit ave la même id�ee en expliquant les raisons

d'utiliser la simulation pour les entres d'appels d'aujourd'hui. La grande omplexit�e (prio-

rit�e d'appels, interations entre les entres, di��erents types de lients, ...) des entres d'appels

est la prinipale ause �evoqu�ee. L'artile fait r�ef�erene au mod�ele analytique Erlang-C qui

sur-plani�e le nombre n�eessaire d'agents. Cei vient prinipalement du fait qu'il n'y a pas
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d'abandons dans la �le. L'utilisation de la simulation est justi��ee par le simple fait que ette

mauvaise plani�ation peut engendrer des oûts d'op�eration inutiles. Les auteurs terminent

leur artile en itant un exemple d'appliation o�u la simulation fut d'une grande utilit�e pour

omparer di��erentes gestions d'un entre d'appels.

Les trois prohains artiles traitent de la onstrution d'un mod�ele de simulation pour

des entres d'appels omplexes. Chokshi [17℄ traite d'un proessus de gestion, utilisant la

simulation, qui a �et�e d�evelopp�e hez AT&T. Ensuite, Tanir et Booth [51℄ pr�esentent les

�etapes suivies pour onstruire et ajuster un mod�ele de simulation pour un entre d'appels

de Bell Canada. Le but est de r�eussir �a simuler l'exp�eriene d'un lient du moment o�u il

est pris en harge par l'IVR (\Integrated Voie Response") jusqu'�a la �n de son servie.

Cet artile explique les diÆult�es renontr�ees lors de la mod�elisation et donne des solutions

potentielles. Les auteurs parlent des probl�emes ave la ueillette de donn�ees. Ils omparent

la pr�eision des mesures de performane en se basant sur des donn�ees par 30 minutes vs 5

minutes. Les auteurs montrent que les donn�ees par intervalle de 5 minutes permettent de

simuler un volume d'arriv�ees des appels par demi-heure plus pr�es de e qu'on observe dans

la r�ealit�e. Finalement, Tanir et Booth d�emontrent la apait�e de la simulation �a faire des

exp�erimentations sur di��erents s�enarios possibles : volume d'appels anormaux, nouvelle

ampagne \marketing", variation dans la plani�ation du nombre d'agents,... Ensuite, il

y a l'artile de Gulati [26℄ qui utilise la simulation pour am�eliorer la gestion d'un entre

d'appels. Toutefois, e entre a la partiularit�e de servir uniquement des appels sortants.

Il est int�eressant de s'informer sur un tel mod�ele, ar nous allons devoir repr�esenter le

proessus d'arriv�ee des appels sortants pour notre entre d'appels.

Dans e m�emoire, nous allons proposer des mod�eles de CMTC et des mod�eles plus om-

plexes (simulation). Nous savons bien qu'ils ont haun leur avantage. Il est lair que nous

ne pouvons pas dire qu'un tel mod�ele est le plus utile dans 100 % des appliations. L'artile

de van Dijk [53℄ traite de la ombinaison des deux tehniques, i.e., formule analytique et

simulation. L'auteur explique que l'on doit hoisir la meilleure m�ethode selon l'�evaluation

que l'on veut obtenir. L'�etude de ette m�ethode hybride est int�eressante, ar nous allons

d�evelopper les deux types de mod�eles.

La quantit�e d'artiles sur le sujet est assez importante. On pourrait ajouter l'artile de

Henderson [27℄ qui utilise la simulation pour aluler le personnel requis dans un entre

d'appels en mode entrant ou enore, elui de Saltzman et Mehrotra [49℄ qui s'en sert pour
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�evaluer l'utilit�e de l'ajout d'un servie payant dans un entre d'appels de support tehnique.

Tous les artiles it�es se rejoignent sur le point que la simulation permet une grande

exibilit�e pour repr�esenter un entre d'appels. Les entres d'appels en mode mixte sont une

extension des entres d'appels en mode entrant et vu la rigidit�e des mod�eles analytiques, il

semble que la simulation se prête bien mieux �a notre type de entre d'appels.

Le deuxi�eme type de mod�eles utilise les CMTC. Ceux-i ont retenu grandement l'at-

tention et sont le sujet d'un imposant nombre de publiations. Les CMTC englobent bien

�evidemment les mod�eles de �les d'attente du type M=M=n, G=G=n, M(t)=M(t)=n, et.

Plusieurs r�esultats populaires sont onnus pour es mod�eles, dont toute la famille des for-

mules d'Erlang qui permettent de aluler la distribution du temps d'attente des lients sur

horizon in�ni.

On peut mod�eliser un entre d'appels fontionnant seulement en mode entrant omme

une �leM=M=n de apait�e in�nie. Dans e mod�ele, nous devons faire l'hypoth�ese que nous

avons un proessus de Poisson stationnaire pour les arriv�ees des appels. Nous supposons

aussi des dur�ees de servie ind�ependantes suivant une loi exponentielle. Ce mod�ele omporte

plusieurs launes pour mod�eliser un entre d'appels en mode mixte. Par exemple, il ne tient

pas ompte du fait qu'il y a des appels sortants. De plus, l'hypoth�ese que les arriv�ees

suivent un proessus de Poisson stationnaire est souvent trop forte. Dans e m�emoire, nous

allons pr�esenter des extensions du mod�ele de �le M=M=n qui permettent d'am�eliorer la

mod�elisation de notre entre d'appels.

Dans un premier temps, nous avons onstruit des CMTC stationnaires, i.e., ave un

proessus de Poisson homog�ene pour l'arriv�ee des appels entrants et une distribution expo-

nentielle stationnaire pour la dur�ee de servie des appels entrants ou sortants. La grande

di��erene ave la �le M=M=n est l'ajout d'un traitement pour les appels sortants. Nous

allons pr�esenter trois de es mod�eles qui pr�esenteront di��erents niveaux de d�etails sur le

entre d'appels. L'avantage d'utiliser un mod�ele plus omplexe est qu'on va obtenir des

mesures de performane plus r�ealistes. Cependant, ei implique souvent une augmentation

du temps de alul pour obtenir es mesures. Certains mod�eles permettront l'utilisation de

formules analytiques simples tandis que d'autres vont n�eessiter une r�esolution num�erique

plus omplexe. Nous devrons trouver le juste milieu entre le r�ealisme et la rapidit�e de alul.

Ces mod�eles �evoluant dans un environnement stationnaire seront utiles dans l'�evaluation
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du omportement demi-heure par demi-heure, ar nous allons supposer que le syst�eme est

stationnaire durant haque demi-heure. Nous allons aussi �etudier la possibilit�e d'ajouter

plus de variabilit�e dans le nombre d'arriv�ees par demi-heure.

Dans le hapitre 4, nous allons pr�esenter les d�etails sur des mod�eles de CMTC que l'on

retrouve dans la litt�erature. Ensuite, nous allons pr�esenter nos nouvelles CMTC appliqu�ees

au entre d'appels en mode mixte ainsi que des r�esultats d'exp�erimentations.

1.6 Analyse des donn�ees reueillies au entre d'appels

Les mod�eles math�ematiques propos�es omportent di��erents param�etres �a �xer. Cette

�etape n�eessite une ueillette et une analyse des donn�ees sur le entre d'appels �etudi�e. De

plus, ette analyse sera utile lors de la omparaison entre les mesures de performane d'un

mod�ele et elles observ�ees dans la r�ealit�e. Nous pourrions, par exemple, omparer les tra�s

d'appels sortants servis, les taux d'oupation des pr�epos�es, et.

Les donn�ees que nous avons utilis�ees pour faire ette analyse proviennent d'un entre

d'appels de Bell Canada (voir setion 1.4). L'analyse des donn�ees nous permet de trouver

des lois pour les aspets al�eatoires du entre d'appels.

�

A l'aide de es lois, nous allons

pouvoir mod�eliser les instants d'arriv�ee des appels entrants, les dur�ees de servie des appels

entrants, les dur�ees de servie des appels sortants, la dur�ee maximale d'attente aept�ee,

et. Le r�ealisme de es lois sera �evalu�e par des tests statistiques. Il est important de noter

que l'analyse des donn�ees ne sera pas aussi approfondie que l'on aurait voulu. Cei est dû au

fait que les donn�ees pertinentes sont souvent agr�eg�ees par demi-heure, parfois inompl�etes

ou tout simplement absentes.

Les d�etails sur notre analyse des donn�ees sont pr�esent�es dans le hapitre 2. Nous al-

lons pr�esenter le ontenu de la base de donn�ees fournie par Bell Canada, les mod�elisations

des aspets stohastiques, les tests statistiques et un r�esum�e sur ertaines informations

(taux d'oupation des agents, volume d'appels sortants, niveau de la qualit�e de servie, ...)

onernant le entre.
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1.7 La librairie de simulation

A�n de failiter la onstrution des di��erents mod�eles de simulation pour un entre

d'appels en mode mixte, nous avons d�evelopp�e une librairie logiielle pour la simulation de

entre d'appels. La librairie mod�elise un entre d'appels en modules distints. Par exemple,

nous avons d�e�ni un module pour le groupe de pr�epos�es, un autre pour l'arriv�ee des appels

entrants, et. La onstrution des mod�eles se fait en d�e�nissant le omportement de haque

module et les interations entre eux. La division en modules permet une bonne exibilit�e

au niveau de la mod�elisation.

De plus , il y a un module reueillant des statistiques. Ce module permet de aluler des

mesures de performane pertinentes �a l'�evaluation d'un mod�ele soumis �a une politique de

gestion pr�eise. Ces estimations sont obtenues suite �a la simulation du mod�ele sur plusieurs

journ�ees. Leurs aluls se font rapidement, ar la librairie est programm�ee en langage C et

utilise la librairie de simulation SSC [40℄, ax�ee sur l'eÆait�e. La librairie SSC est elle aussi

impl�ement�ee en C. Nous avons inlus en annexe de e m�emoire un guide sur notre librairie.

1.8 Plan du m�emoire

La suite du m�emoire est onstruite omme suit. Le deuxi�eme hapitre pr�esente une

analyse des donn�ees du entre d'appels �etudi�e. Nous utilisons ette analyse pour ajuster

les param�etres des mod�eles repr�esentant un entre d'appels en mode mixte. Le hapitre

3 pr�esente un mod�ele que nous avons onstruit pour la simulation. Nous y pr�esentons les

d�emarhes faites pour l'obtenir ainsi que des exp�erimentations pertinentes. Ces exp�erienes

serviront surtout �a �evaluer la sensibilit�e du omportement du entre d'appels sous di��erents

s�enarios.

Dans le hapitre 4, nous allons pr�esenter la th�eorie et les publiations existantes sur les

entres d'appels mod�elis�es par des mod�eles de CMTC. Comme il n'y en a pas qui s'applique

bien �a notre entre d'appels, nous allons proposer des nouveaux mod�eles de CMTC qui le

repr�esentent plus �d�element. Ensuite, nous allons pr�esenter des r�esultats d'exp�erimentations

utilisant es mod�eles.

Finalement, la onlusion permettra de r�esumer la ontribution de e m�emoire et l'utilit�e
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des mod�eles onstruits pour la suite du projet.



Chapitre 2

Analyse des donn�ees

La mod�elisation g�en�erale d'un syst�eme se fait souvent en deux �etapes. Premi�erement,

nous devons omprendre son fontionnement global. Dans notre entre d'appels, les prio-

rit�es d'appels et l'algorithme pour la omposition des appels sortants sont des exemples

de onnaissanes que l'on doit aqu�erir. La plupart du temps, il est possible d'obtenir es

informations par l'entremise d'experts. Ensuite, la deuxi�eme �etape onsiste �a mod�eliser les

di��erentes parties al�eatoires. Dans notre as, il s'agit des arriv�ees d'appels entrants, des

dur�ees de servie, du su�es de la omposition d'appels sortants, et. Cei est possible �a

l'aide d'une analyse des donn�ees reueillies dans un entre d'appels r�eel. Tout d�ependant

de l'ampleur de l'�etude, elle nous permettra d'obtenir un mod�ele plus ou moins r�ealiste.

Dans la majorit�e des as, nous allons tenter de repr�esenter haun de es omportements

omme un proessus stohastique. Ce hapitre sera exlusivement onsar�e �a ette �etape

de la mod�elisation. Les r�esultats obtenus permettront de �xer les param�etres des mod�eles

propos�es.

Nous allons analyser les aspets du entre d'appels �a l'aide de plusieurs bases de donn�ees

fournies par Bell Canada. Dans elles-i, nous retrouvons des informations sur les appels

entrants, les appels sortants et les pr�epos�es. Ce hapitre onsare une setion sur l'analyse

de haun de es trois aspets.
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2.1 Les appels entrants

Dans ette setion, nous allons mod�eliser les aspets touhant les appels entrants. Nous

allons nous attarder sur le proessus d'arriv�ee des appels entrants, la dur�ee de servie des

appels entrants, le proessus d'abandon dans la �le d'attente et la qualit�e de servie assoi�ee

�a es appels. Les donn�ees fournies par Bell regroupent 253 jours entre le 2 mai 2001 et le

3 mars 2002. Comme nous allons le voir, le raÆnement des mod�elisations propos�ees sera

limit�e par le fait que nous avons des observations agr�eg�ees par demi-heure.

2.1.1 Le proessus d'arriv�ee des appels

Le d�eveloppement d'un proessus d'arriv�ee des appels r�ealiste n'est pas une tâhe faile.

Nous avons plusieurs variantes disponibles pour en faire la mod�elisation. Par exemple, nous

pouvons supposer qu'il d�epend ou non de variables ext�erieures. Ces variables peuvent être

l'heure de la journ�ee, la journ�ee (lundi, mardi,...), les onditions limatiques (pluie, tempête

de neige, ...), et. Il est lair que es variables ont un di��erent niveau d'inuene sur les

arriv�ees d'appels. Nous devrons hoisir elles qui ont le plus d'impat.

Dans un premier temps, nous allons �etudier le as simple o�u les arriv�ees suivent un pro-

essus de Poisson ave un taux � stationnaire ([52℄ p.270), i.e., nous ne onsid�erons auune

variable ext�erieure. Nous allons d�enoter le taux d'arriv�ee par demi-heure par le param�etre

�. Sous l'hypoth�ese d'un proessus de Poisson, nous savons que le nombre d'arriv�ees X

pour haque demi-heure suit une loi de Poisson de taux � d�e�nie par la fontion de masse

suivante [52℄ :

Pr(X = x) =

e

��

�

x

x!

pour x = 0; 1; : : : (2.1)

Parmi les donn�ees disponibles, nous avons le nombre d'arriv�ees x

k

pour haque demi-heure

k. En utilisant le r�esultat (2.1), il ne reste plus qu'�a trouver un estimateur

^

� qui ajuste

bien la loi de Poisson �a tous les x

k

arriv�ees observ�ees. Ce

^

� sera onsid�er�e omme �etant le

meilleur estimateur pour le � du proessus de Poisson stationnaire. Nous pouvons aluler

l'estimateur

^

� �a l'aide de la m�ethode de vraisemblane maximale (EVM) [37℄. Celle-i nous

indique que

^

� est la moyenne empirique du nombre d'arriv�ees observ�ees par demi-heure.

Ave un total de d demi-heures, nous obtenons :

^

� =

P

d

k=1

x

k

d

: (2.2)
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Parmi les 253 jours, nous avons 209 jours de semaine (25 demi-heures par jour) et 44

samedis (17 demi-heures par jour). La valeur de

^

� trouv�ee est 44; 3. Maintenant, il reste �a

savoir si un proessus de Poisson ave un taux de 44; 3 arriv�ees par demi-heure est r�ealiste.

Sous l'hypoth�ese d�erite par (2.1), on devrait obtenir une variane dans le nombre d'arriv�ees

qui est �egale �a sa moyenne. Nous onnaissons la moyenne empirique et il est possible de

aluler un estimateur ŝ

2

sans biais de la variane du nombre d'arriv�ees par demi-heure

grâe �a ette formule :

ŝ

2

=

1

d� 1

d

X

k=0

(x

k

�

^

�)

2

; (2.3)

Nos aluls nous donnent ŝ

2

= 417; 8. Ainsi, nous obtenons une estimation de la variane

tr�es loin de la moyenne. Cei nous indique que les arriv�ees ne suivent pas un proessus de

Poisson stationnaire. De plus, la �gure 2.1 nous montre bien que la distribution empirique

du nombre d'arriv�ees par demi-heure est di��erente de la distribution de la loi de Poisson

ave un taux

^

� = 44; 3. L'observation de la moyenne d'arriv�ees par demi-heure nous indique

que elle-i semble être inuen�ee par l'heure de la journ�ee (voir tableau 2.1). Tous es

indiateurs nous montrent qu'un proessus stationnaire ne s'applique pas �a notre entre

d'appels.

Pour se onvainre que ette mod�elisation n'est pas la bonne, nous pouvons faire le

test du hi-deux de Pearson [45℄. Ce dernier fait partie de la famille des tests d'ajustement

\goodness-of-�t tests" qui sont utilis�es pour tester l'hypoth�ese nulle suivante :

H

0

: Les observations X

i

sont des variables i.i.d (ind�ependantes et identiquement

distribu�ees) provenant de la fontion de distribution

^

F :

Dans notre as, les X

i

sont le nombre d'arriv�ees observ�ees par demi-heure et

^

F est la loi

de Poisson ave un taux de

^

�. Les d�etails onernant ette famille de test se retrouvent

dans [37℄ (p. 356-370). Le test de hi-deux fait partie de ette famille et permet d'obtenir

la statistique X

2

qui repr�esente une mesure de distane entre la loi empirique du nombre

d'arriv�ees par demi-heure et la loi de Poisson ave le param�etre

^

�. Nous allons d�erire e

test puisqu'il sera utilis�e par la suite. A�n d'utiliser e test, nous avons divis�e la plage

des nombres d'arriv�ees observ�ees en m = 42 intervalles. La fr�equene observ�ee (O

k

) pour

un intervalle k est le nombre de demi-heures o�u le nombre d'arriv�ees est ontenu dans et

intervalle. Ensuite, nous d�e�nissons la fr�equene esp�er�ee par E

k

= d � Pr(X 2 k), o�u d est

le nombre de demi-heures et Pr(X 2 k) est la probabilit�e que le nombre d'arriv�ees soit



17

Demi-heure i

^

�

i

ŝ

2

i

p

i

8h00-8h30 26,1 70,3 9,9e-13

8h30-9h00 38,3 82,3 8,9e-13

9h00-9h30 50,9 142 6,5e-13

9h30-10h00 58 168 6,1e-13

10h00-10h30 61,4 222 7,5e-13

10h30-11h00 62,2 200 7,4e-13

11h00-11h30 62,6 227 7,4e-13

11h30-12h00 60,5 234 8,9e-13

12h00-12h30 56,8 220 7,9e-13

12h30-13h00 56,7 196 9,9e-13

13h00-13h30 59 275 6,1e-13

13h30-14h00 57,3 245 6e-13

14h00-14h30 56,5 200 9,5e-13

14h30-15h00 55,4 215 7,8e-13

15h00-15h30 56,5 189 9,8e-13

15h30-16h00 59 209 6,3e-13

16h00-16h30 59,9 198 6,8e-13

16h30-17h00 54,7 187 7,9e-13

17h00-17h30 43,5 155 9,5e-13

17h30-18h00 40 126 8,7e-13

18h00-18h30 33,3 109 6,3e-13

18h30-19h00 29,7 98,6 7,2e-13

19h00-19h30 25 80,8 8,7e-13

19h30-20h00 22,5 58,6 5,3e-13

20h00-20h30 17,9 44,3 6,5e-13

Tableau 2.1 { Moyenne, d�enot�ee par

^

�

i

, du nombre d'arriv�ees dans la demi-heure i. La

variane du nombre d'arriv�ees par demi-heure est donn�ee par ŝ

2

i

. Nous donnons aussi la

p-valeur du test de hi-deux. Ces valeurs ne tiennent pas ompte de la journ�ee du samedi

ainsi que de 5 journ�ees dont les heures d'ouverture ont �et�e modi��ees.
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 p−value <  1e−15 
 X^2 =  398600 

 df =  40

Figure 2.1 { Distribution empirique du nombre moyen d'arriv�ees par demi-heure vs distri-

bution d'une loi de Poisson ave un taux d'arriv�ee homog�ene.

dans l'intervalle k. Chaun des intervalles doit ontenir au minimum une valeur esp�er�ee de

5 observations, omme il est sugg�er�e dans [34℄. Nous alulons X

2

omme suit :

X

2

=

m

X

k=0

(O

k

�E

k

)

2

E

k

:

La valeur obtenue dans notre as est de X

2

= 398600. On peut montrer que la distribution

de X

2

est approximativement la distribution d'une hi-deux ave 40 degr�es de libert�e (sous

H0). Cei nous permet de aluler une p-valeur qui repr�esente la probabilit�e que X

2

prenne

une valeur sup�erieure ou �egale en supposant que H

0

soit vrai. Dans notre as, la p-valeur

est �egale �a :

p = Pr(X

2

40

> 398600) < 10

�15

; (2.4)

o�u X

2

40

est une variable al�eatoire qui suit la loi de hi-deux ave 40 de degr�es de libert�e.

Ainsi, nous devons onlure que ette mod�elisation n'est pas r�ealiste et elle doit être rejet�ee.

Dans le tableau 2.1, on peut voir que le nombre moyen d'arriv�ees par demi-heure semble

être d�ependant de l'heure de la journ�ee. Il est important de noter que le tableau 2.1 se base
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uniquement sur les journ�ees de la semaine, 'est-�a-dire qu'on �elimine la journ�ee du samedi

qui a trop de partiularit�es (heures d'ouverture di��erentes, plus petit groupe d'agents) pour

être inluse dans la mod�elisation globale du entre d'appels. De plus, nous avons �elimin�e

5 autres journ�ees (ex. : veille de No�el, veille du Jour de l'An) pour les mêmes raisons.

La variation observ�ee dans le tableau 2.1 sur le nombre moyen d'arriv�ees nous inite �a

onsid�erer une autre mod�elisation assez simple : un proessus de Poisson ave un taux

variable tout au long de la journ�ee. Le taux d'arriv�ee serait d�e�ni par une fontion �(t)

�evoluant dans le temps t. Dans notre as, nous allons avoir une fontion �(t) ave une

p�eriode orrespondant aux 24 heures d'une journ�ee qui sera positive seulement durant les

heures d'ouverture du entre. A�n d'obtenir e type de mod�elisation, il nous suÆt de d�e�nir

^

�(t) une fontion estimant �(t) �a l'aide des donn�ees disponibles. Nous allons supposer que

�(t) est une fontion onstante par demi-heure, i.e., �(t) = �

i

lorsque t est dans la demi-

heure i. Dans e as, le nombre d'arriv�ees pour la demi-heure i suit une loi de Poisson de

param�etre �

i

que nous pouvons estimer par

^

�

i

le nombre moyen d'arriv�ees orrespondant �a

la demi-heure i. Cei revient �a appliquer la m�ethode du maximum de vraisemblane (EVM)

pour une loi de Poisson sur haque demi-heure. Nous allons d�e�nir

^

�(t) =

^

�

i

si t est dans

la demi-heure i. Nous pr�esentons la fontion

^

�(t) dans la �gure 2.2 qui prend ses valeurs

dans le tableau 2.1. Le tableau 2.1 montre bien qu'on obtient pour haque demi-heure i

un estimateur ŝ

2

i

de la variane du nombre d'arriv�ees (formule (2.3)) beauoup plus grand

que la moyenne du nombre d'arriv�ees

^

�

i

. Cei ontredit l'hypoth�ese que les arriv�ees de la

demi-heure i suivent un proessus de Poisson stationnaire. Toutefois, pour se onvainre

que le mod�ele n'est pas bon, nous avons appliqu�e le test statistique de hi-deux sur haque

demi-heure. Le tableau 2.1 pr�esente les p-valeurs p

i

pour haque demi-heure i. Enore une

fois, elles sont assez faibles pour onlure que e proessus ne repr�esente pas bien les arriv�ees

d'appels entrants.

Nous n'avons pas obtenu un grand su�es ave les deux proessus propos�es jusqu'ii.

La troisi�eme mod�elisation fera l'hypoth�ese que le taux d'arriv�ee d�epend non seulement

de l'heure de la journ�ee mais aussi du type de la journ�ee : lundi, mardi, merredi, et.

En d'autres mots, nous allons supposer que nous avons un proessus de Poisson ave une

fontion de taux onstante par moreaux sp�ei�que �a haque jour de la semaine. Cette

approhe semble être prometteuse ar haque jour de semaine pr�esente un omportement

di��erent. La m�ethode utilis�ee pour tester ette mod�elisation est enore une fois le test du hi-

deux. L'ajustement de e proessus ainsi que son test statistique n�eessite le regroupement
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Figure 2.2 { Fontion

^

�(t) sur une journ�ee de 24 heures.

des donn�ees par demi-heure de haque type de jour. Les tableaux 2.2 et 2.3 pr�esentent les

valeurs obtenues. Ce tableau nous permet de voir que nous n'avions pas tort de s�eparer les

jours de la semaine. Nous observons un tra� plus important pour les lundi et mardi tandis

qu'on remarque un faible tra� pour la journ�ee du samedi. Toutefois, les p-valeurs obtenues

montrent bien que e mod�ele n'est toujours pas r�ealiste.

Jusqu'�a pr�esent, nous avons tent�e de trouver une bonne mod�elisation en ajoutant des

d�ependanes �a des variables ext�erieures. Ces ajouts ont permis de r�eduire quelque peu la

variane observ�ee dans le nombre d'arriv�ees par 30 minutes. Cependant, nous avons vu

que es am�eliorations n'ont pas �et�e suÆsantes. Un proessus de Poisson dont le taux varie

selon une fontion d�eterministe, même si elle d�epend de variables ext�erieures, ne parvient

pas �a repr�esenter toute la variane dans le nombre d'arriv�ees par demi-heure. Il existe

plusieurs m�ethodes pour augmenter la variane dans un proessus d'arriv�ee. Parmi elles-

i, on retrouve un type de proessus introduit en 1955 par Sir David Cox, appel�e proessus

de Poisson doublement stohastique [52℄. L'id�ee derri�ere e proessus est que la fontion de

taux f�(t); t � 0g est elle même un proessus stohastique.
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lundi mardi merredi

Demi-heure i

^

�

i

p

i

^

�

i

p

i

^

�

i

p

i

8h00-8h30 31,6 0,33 26,5 0,012 23,2 0,18

8h30-9h00 45,6 0,069 38,4 0,5 36,8 0,074

9h00-9h30 58,3 0,035 52,4 0,036 48,9 0,024

9h30-10h00 66,6 0,38 61,1 0,00024 55 0,057

10h00-10h30 72,5 0,018 63,8 0,066 55,8 0,23

10h30-11h00 74,2 0,0064 62,2 0,013 58,5 0,82

11h00-11h30 72,4 0,0058 66,2 0,083 56 0,071

11h30-12h00 71,1 0,0082 59,8 0,083 57,1 0,31

12h00-12h30 67,8 0,00014 58,8 0,0042 51,3 0,18

12h30-13h00 68,4 0,0055 57,4 0,093 52,5 0,56

13h00-13h30 71,4 2,8e-05 58 6,3e-05 56,5 0,022

13h30-14h00 69,6 4,3e-09 57,8 0,0067 50,3 0,053

14h00-14h30 67,2 0,029 57,3 0,016 51,4 0,01

14h30-15h00 67,7 0,0079 54,8 0,0098 51,3 0,023

15h00-15h30 67,5 0,00042 57,8 0,19 52,9 0,052

15h30-16h00 72,2 0,0066 58,8 0,014 56,4 0,12

16h00-16h30 71,4 0,0044 60,1 0,077 56,1 0,11

16h30-17h00 66,3 2,5e-05 54,3 0,019 52,4 0,23

17h00-17h30 49,8 0,0016 46,3 0,0088 42 0,079

17h30-18h00 48,6 0,00069 40,5 0,024 38,3 0,035

18h00-18h30 39,3 0,057 35 0,0069 33,5 0,037

18h30-19h00 34,4 0,055 31,2 0,15 30,7 0,0078

19h00-19h30 30,3 0,24 27,1 0,027 24,9 0,034

19h30-20h00 27,3 0,36 24,7 0,016 22,4 0,081

20h00-20h30 19,7 0,12 17,9 0,00021 19,4 0,034

Tableau 2.2 { Nombre moyen d'arriv�ees par demi-heure pour les appels entrants selon le

type de jour. Nous donnons aussi la p-valeur assoi�ee �a haque demi-heure de haque jour

en supposant que nous avons un proessus de Poisson de taux onstant. Nous onsid�erons

les jours de lundi, mardi et merredi.
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jeudi vendredi samedi

Demi-heure i

^

�

i

p

i

^

�

i

p

i

^

�

i

p

i

8h00-8h30 24,7 0,39 25,1 0,16 - -

8h30-9h00 36 0,59 36 0,011 16 0,048

9h00-9h30 49,2 0,039 47 0,62 18,6 0,077

9h30-10h00 54,3 0,13 54,5 0,43 22,3 0,029

10h00-10h30 60,2 0,026 56,3 0,00067 24 0,0053

10h30-11h00 57,8 0,32 60 0,0036 27,3 0,00012

11h00-11h30 60,5 0,01 59,5 0,016 25,1 0,11

11h30-12h00 57,3 0,02 58,4 1,4e-05 24,7 0,16

12h00-12h30 54,3 0,019 53,1 1,1e-06 24,9 0,032

12h30-13h00 54,7 0,0037 51,9 0,02 22,9 0,65

13h00-13h30 56,8 0,19 53,7 8e-05 21 0,84

13h30-14h00 54,7 0,019 55,8 0,00029 21,7 0,0028

14h00-14h30 54,2 0,23 53,9 0,042 19,2 0,44

14h30-15h00 51,6 0,0059 53 6,2e-05 18,6 0,51

15h00-15h30 50,5 0,43 55,5 0,045 17,3 0,14

15h30-16h00 55,3 0,0096 54,2 0,012 16,8 0,71

16h00-16h30 58,9 0,00029 54,4 0,0039 17 0,38

16h30-17h00 52,6 0,00051 49,3 0,0038 14,3 0,38

17h00-17h30 41,7 0,04 38,9 0,01 - -

17h30-18h00 38,7 0,2 35,1 0,054 - -

18h00-18h30 32,6 0,0061 27,5 0,055 - -

18h30-19h00 29,8 0,13 23,3 0,52 - -

19h00-19h30 24,1 0,002 19,6 0,059 - -

19h30-20h00 23 0,95 15,9 0,52 - -

20h00-20h30 18,8 0,24 14,4 0,46 - -

Tableau 2.3 { Nombre moyen d'arriv�ees par demi-heure pour les appels entrants selon le

type de jour. Nous donnons aussi la p-valeur assoi�ee �a haque demi-heure de haque jour

en supposant que nous avons un proessus de Poisson de taux onstant. Nous onsid�erons

les jours de jeudi, vendredi et samedi.
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Cette approhe a �et�e utilis�ee par Jongbloed et Koole [31℄ ave le même type de donn�ees

que nous disposons, i.e., le nombre d'arriv�ees agr�eg�ees par demi-heure. Suite aux bons

r�esultats qu'ils ont obtenus, nous avons exp�eriment�e leur m�ethode sur notre as. Dans [31℄,

on suppose que les demi-heures sont ind�ependantes entre elles et que les arriv�ees d'appels

entrants suivent un proessus de Poisson doublement stohastique sp�ei�que �a haque demi-

heure. Plus pr�eis�ement, on y fait la supposition que le taux d'arriv�ee �

i

, pour la i-i�eme

demi-heure, est une variable al�eatoire de densit�e h

i

d�e�nie sur l'intervalle [0;1). Une fois

que le taux est �x�e pour une demi-heure, il reste onstant pour les 30 prohaines minutes.

En d'autres mots, si �

i

prend la valeur �

i

alors nous savons que les arriv�ees vont se faire

selon un proessus de Poisson homog�ene de taux �

i

jusqu'�a la prohaine demi-heure.

Sous l'hypoth�ese d'avoir un tel proessus, la onnaissane du param�etre �

i

implique que

le nombre X

i

d'arriv�ees d'appels durant la i-i�eme demi-heure suit une loi de Poisson de

param�etre �

i

. Cette remarque nous permet de d�e�nir la probabilit�e inonditionnelle d'avoir

x

i

arriv�ees durant la i-i�eme demi-heure :

P

i

(X

i

= x

i

) =

Z

1

0

�

x

i

i

x

i

!

e

��

i

h

i

(�

i

)d�

i

: (2.5)

A�n d'utiliser e proessus, il suÆt de pr�eiser la forme de h

i

pour haque demi-heure i.

Dans e qui suit, nous allons expliquer le traitement pour une demi-heure i en partiulier.

Cei est permis ar nous avons suppos�e que les demi-heures sont ind�ependantes entre elles.

Le hoix de la fontion de densit�e h

i

est loin d'être �evident. Il existe toutefois une famille

de fontions attrayante, ar assez exible et simple d'utilisation. Cette famille est l'ensemble

des fontions de densit�e h

�

i

;�

i

d'une loi gamma de param�etres �

i

et �

i

pour la demi-heure

i :

h

�

i

;�

i

(�) =

�

��

i

i

�(�

i

)

�

�

i

�1

e

��=�

i

I

[0;1)

(�); (2.6)

o�u

�(�

i

) =

Z

1

0

t

�

i

�1

e

�t

dt:

Ce hoix de fontion implique que l'�equation (2.5) est maintenant d�e�nie par :

P

�

i

;�

i

(X

i

= x

i

) =

Z

1

0

�

x

i

x

i

!

e

��

h

�

i

;�

i

(�)d�

=

�

��

i

i

x

i

!�(�

i

)

Z

1

0

�

x

i

+�

i

�1

e

��(1=�

i

+1)

d�

=

�(x

i

+ �

i

)

x

i

!�(�

i

)

�

1

1 + �

i

�

�

i

�

1�

1

1 + �

i

�

x

i

(2.7)
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=

�

�

i

+ x

i

� 1

x

i

��

1

1 + �

i

�

�

i

�

1�

1

1 + �

i

�

x

i

; �

i

2 N: (2.8)

Les �equations (2.7) et (2.8) orrespondent �a la fontion de masse d'une loi binomiale n�egative

ave un �

i

r�eel dans le premier as et un �

i

entier dans le deuxi�eme. Ainsi, e d�eveloppement

montre que X

i

suit une loi binomiale n�egative. Cette loi orrespond au nombre d'�ehes

avant d'obtenir �

i

su�es dans une exp�eriene de Bernouilli o�u la probabilit�e de su�es est

'

i

= 1=(1 + �

i

). Ainsi, l'estimation des param�etres de la loi h

�

i

;�

i

se ram�ene �a l'estimation

des param�etres d'une loi binomiale n�egative.

Pour estimer es param�etres �a partir des donn�ees, nous allons utiliser la m�ethode du

maximum de vraisemblane de la loi binomiale n�egative. Les estimateurs �̂

i

et '̂

i

sont eux

qui maximisent la fontion de vraisemblane :

�

i

(�

i

; '

i

) =

r

Y

j=1

g

�

i

;'

i

(x

i;j

); (2.9)

o�u g

�

i

;'

i

est la fontion de masse de la loi binomiale n�egative de la demi-heure i, r le nombre

de journ�ees et les x

i;j

sont le nombre d'arriv�ees pour la demi-heure i de la journ�ee j. On

suppose que les x

i;1

; : : : ; x

i;r

sont i.i.d. suivant la fontion de masse g

�

i

;'

i

. Dans ertain

as, il est plus pratique de maximiser le logarithme naturel de ette fontion au lieu de la

fontion elle-même [45℄. Dans [31℄, les auteurs proposent une fontion de log-vraisemblane

�a maximiser qui d�epend uniquement du param�etre �

i

:

~

�

i

0

(�

i

) =

1

r

r

X

j=1

x

i;j

X

k=1

ln(�

i

+ k � 1)� (�

i

+ �x

i

) ln(�

i

+ �x

i

); (2.10)

o�u �x

i

est le nombre moyen d'arriv�ees pour la demi-heure i. Cette fontion �a maximiser n'est

pas la seule qui permet de trouver l'EVM de �

i

. On retrouve dans [37℄ une autre fontion

ave le même maximum :

~

�

i

00

(�

i

) =

m

i

X

k=1

f

i

(k) ln(�

i

+ k � 1) + r�

i

ln(�

i

=(�

i

+ �x

i

)) + r�x

i

ln(�x

i

=(�

i

+ �x

i

)); (2.11)

o�u m

i

= max

1�j�r

x

i;j

et f

i

(k) est le nombre de valeurs de j telles que x

i;j

� k. L'avantage

de ette deuxi�eme fontion est que l'on peut aluler son maximum plus rapidement.

On peut failement obtenir le maximum �̂

i

de es deux fontions en utilisant la m�ethode

de Newton. Une fois que nous avons alul�e �̂

i

, on obtient l'estimateur '̂

i

en utilisant la

formule : '̂

i

= �̂

i

=(�̂

i

+ �x

i

). Finalement, on peut aluler l'estimateur du param�etre �

i

de

la loi gamma par

^

�

i

= (1� '̂

i

)='̂

i

.



25

Apr�es avoir alul�e les estimateurs, la prohaine �etape est de tester l'hypoth�ese selon

laquelle ette mod�elisation repr�esente bien la r�ealit�e. Pour ela, nous avons utilis�e le test

statistique de Kolmogorov-Smirnov ave \bootstrap" sur haque demi-heure i. Ce test est

arat�eris�e par la mesure :

D

i

= sup

x>0

j

^

F

i

(x)� F

�̂

i

;

^

�

i

(x)j; (2.12)

o�u

^

F

i

est la fontion de r�epartition empirique du nombre d'arriv�ees pour la demi-heure i et

F

�̂

i

;

^

�

i

est la fontion de r�epartition de la loi binomiale n�egative ayant les param�etres obtenus

par la m�ethode EVM. En fait, ette mesure donne l'�eart maximal entre la distribution

observ�ee et elle qui fut estim�ee. Une valeur suÆsamment grande pour e test statistique

ontredirait l'hypoth�ese nulle :

H

0

: h

i

� h

�

i

;�

i

pour �

i

; �

i

� 0; (2.13)

Nous ne pouvons pas appliquer diretement le test de Kolmogorov-Smirnov pare que les

param�etres �

i

et �

i

ont �et�e estim�es ave les mêmes donn�ees que pour aluler

^

F

i

. C'est

pour ette raison que nous allons utiliser la m�ethode du \bootstrap" pour approximer la

distribution de la mesure D

i

sous l'hypoth�ese nulle.

Voii la m�ethode pour obtenir une observation de la distribution \bootstrap" de D

i

.

Premi�erement, on doit g�en�erer, �a partir de la r�epartition F

�̂

i

;

^

�

i

, un �ehantillon de taille

�equivalente au nombre de journ�ees observ�ees. Ave et �ehantillon, on estime de nouveaux

param�etres �̂

�

i

et

^

�

�

i

�a l'aide de l'EVM, et on alule la distane maximale d

i

�

entre la

fontion de r�epartition empirique de et �ehantillon et la fontion de r�epartition F

�̂

�

i

;

^

�

�

i

.

En r�ep�etant e proessus un grand nombre de fois (disons B r�ep�etitions), l'ensemble des

distanes maximales alul�ees, d

�

i;1

, d

�

i;2

, : : :, d

�

i;B

repr�esente une approximation de la distri-

bution de D

i

sous l'hypoth�ese nulle. En d�e�nissant par d

i

la valeur de D

i

obtenue ave les

donn�ees originales, on peut aluler une approximation de la p-valeur pour la demi-heure

i :

p

i

�

Cardf1 � k � B : d

�

i;k

� d

i

g

B

; (2.14)

o�u Card d�e�ni la ardinalit�e d'un ensemble.

Nous avons utilis�e B = 1000 �ehantillons pour obtenir une bonne approximation de la

p-valeur sur haque demi-heure. Le tableau 2.4 pr�esente les r�esultats obtenus.

Les r�esultats montrent bien que ette mod�elisation doit être rejet�ee dans le as o�u nous

supposons qu'elle permet de mod�eliser l'ensemble de toutes les journ�ees (premi�ere s�eparation
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Tous les jours Jours de semaine

Demi-heure i �̂

i

^

�

i

p

i

�̂

i

^

�

i

p

i

8h00-8h30 14,6 1,8 0,20 14,6 1,8 0,20

8h30-9h00 8,2 4,2 � 33,0 1,2 0,13

9h00-9h30 6,7 6,8 � 26,4 1,9 0,35

9h30-10h00 7,4 7,0 � 30,6 1,9 0,68

10h00-10h30 7,3 7,5 � 23,8 2,6 0,81

10h30-11h00 9,0 6,2 � 30,0 2,1 0,37

11h00-11h30 7,3 7,6 � 25,0 2,5 0,59

11h30-12h00 7,4 7,3 � 22,0 2,7 0,78

12h00-12h30 8,0 6,4 � 20,8 2,7 0,80

12h30-13h00 7,5 6,8 � 22,4 2,5 0,57

13h00-13h30 6,0 8,7 � 17,2 3,4 0,58

13h30-14h00 6,2 8,2 � 17,8 3,2 0,31

14h00-14h30 5,7 8,8 � 21,4 2,6 0,62

14h30-15h00 5,8 8,4 � 19,6 2,8 0,94

15h00-15h30 5,6 8,8 � 26,1 2,2 0,17

15h30-16h00 5,1 10,2 � 24,7 2,4 0,98

16h00-16h30 5,1 10,2 � 26,9 2,2 0,93

16h30-17h00 4,5 10,6 � 22,6 2,4 0,24

17h00-17h30 15,2 2,9 0,11 15,2 2,9 0,11

17h30-18h00 16,7 2,4 0,04 16,7 2,4 0,04

18h00-18h30 13,8 2,4 0,53 13,8 2,4 0,53

18h30-19h00 11,9 2,5 0,26 11,9 2,5 0,26

19h00-19h30 9,3 2,7 � 9,3 2,7 �

19h30-20h00 12,4 1,8 0,10 12,4 1,8 0,10

20h00-20h30 11,1 1,6 0,31 11,1 1,6 0,31

Tableau 2.4 { Estimation des param�etres �

i

et �

i

pour haque demi-heure i. Nous donnons la

p-valeur assoi�ee �a es param�etres sous l'hypoth�ese que nous avons un proessus de Poisson

doublement stohastique ave une loi gamma.
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du tableau). Nous avons des approximations de la p-valeur aeptables (sup�erieurs �a 0,15)

pour quelques demi-heures, mais nous observons trop souvent des approximations de la

p-valeur �egale �a �. La valeur � signi�e que nous n'avons pas observ�e de d

i;k

�

sup�erieure �a

d

i

. Ainsi nous pouvons onlure que la vraie p-valeur doit être tr�es petite, i.e., p-valeur

< 0,001. Il est int�eressant de noter que toutes les p-valeurs \raisonnables" sont assoi�ees

�a des demi-heures o�u le entre est ferm�e durant la journ�ee du samedi. Cei nous laisse

roire que le jour de la semaine pourrait avoir une inuene sur le proessus doublement

stohastique. Nous avons fait le même exerie en �eliminant les jours du samedi dans les

donn�ees. Les r�esultats se trouvent dans la deuxi�eme s�eparation du tableau 2.4. Maintenant,

nous ne pouvons pas rejeter statistiquement e proessus. Nous esp�erions obtenir es bons

r�esultats, ar on n'avait pas r�eussi �a rejeter ette mod�elisation dans les rapports [7, 8℄ ave

moins de donn�ees disponibles. De plus, il est important de mentionner que es rapports

analysaient seulement des donn�ees reueillies �a partir de 14h et, que la mod�elisation semble

bien s'ajuster pour les demi-heures avant 14h.

Dans le prohain mod�ele, nous faisons l'hypoth�ese additionnelle que haque demi-heure

d'un jour de la semaine (lundi, mardi,...) peut être mod�elis�ee par e type de proessus

doublement stohastique. Il pourrait être int�eressant d'utiliser ette m�ethode dans le as o�u

nous voudrions analyser une journ�ee en partiulier. Nous avons alul�e les param�etres �̂

i

et

^

�

i

ainsi qu'une approximation p

i

de la p-valeur pour les proessus d'une demi-heure de

haque jour. Les tableaux 2.5 et 2.6 pr�esentent les r�esultats obtenus.

Les approximations de la p-valeur obtenues dans les tableaux 2.5 et 2.6 sont enore

une fois assez bonnes. Bien que es mod�elisations semblent assez robustes pour repr�esenter

les arriv�ees d'appels entrants, l'hypoth�ese d'avoir une ind�ependane entre les demi-heures

suessives est un peu forte �a notre goût. Intuitivement, si nous remarquons un taux d'ar-

riv�ee �elev�e durant les 30 derni�eres minutes alors nous pouvons nous attendre �a observer

un taux d'arriv�ee �elev�e pour la prohaine demi-heure. Les tests statistiques utilis�es ne reje-

taient pas le proessus sur haque demi-heure, mais ils ne testaient pas l'ind�ependane des

demi-heures. Nous avons alul�e les orr�elations empiriques entre le nombre d'arriv�ees de

haque demi-heure et les valeurs obtenues sont pr�es de 0; 5. Les p-valeurs d'un test statis-

tique de MATLAB [43℄ montrent que les orr�elations sont signi�atives. Ainsi, il pourrait

être int�eressant d'�etudier un proessus ave une ertaine d�ependane entre les demi-heures.

Il existe plusieurs mani�eres d'introduire de la orr�elation entre les taux d'arriv�ee de demi-
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lundi mardi merredi

Demi-heure i �̂

i

^

�

i

p

i

�̂

i

^

�

i

p

i

�̂

i

^

�

i

p

i

8h00-8h30 16,9 1,9 0,07 19,0 1,4 0,30 8,6 2,7 �

8h30-9h00 38,3 1,2 � 62,0 0,6 0,70 60,2 0,6 0,10

9h00-9h30 13,6 4,3 � 24,6 2,1 0,74 40,1 1,2 0,95

9h30-10h00 26,6 2,5 0,05 31,4 1,9 0,14 58,2 0,9 0,94

10h00-10h30 21,6 3,4 0,11 30,7 2,1 0,20 123,4 0,5 0,77

10h30-11h00 34,7 2,1 0,58 35,6 1,7 0,77 94,0 0,6 0,74

11h00-11h30 35,3 2,1 0,53 34,0 1,9 0,84 29,6 1,9 0,26

11h30-12h00 23,8 3,0 0,94 24,2 2,5 0,80 30,3 1,9 0,14

12h00-12h30 24,4 2,8 0,86 30,8 1,9 0,59 23,6 2,2 0,12

12h30-13h00 24,3 2,8 0,05 13,3 4,3 � 67,8 0,8 0,45

13h00-13h30 15,9 4,5 0,30 15,2 3,8 0,40 36,4 1,6 0,99

13h30-14h00 17,1 4,1 0,42 26,4 2,2 0,36 17,3 2,9 0,24

14h00-14h30 27,4 2,5 0,55 38,2 1,5 0,25 13,2 3,9 0,20

14h30-15h00 18,3 3,7 0,46 23,1 2,4 0,64 25,8 2,0 0,01

15h00-15h30 18,5 3,7 0,99 73,5 0,8 0,58 35,8 1,5 0,51

15h30-16h00 22,1 3,3 0,64 28,8 2,0 0,70 52,5 1,1 0,91

16h00-16h30 24,8 2,9 0,64 64,2 0,9 0,09 59,7 0,9 0,63

16h30-17h00 24,5 2,7 0,08 69,6 0,8 0,11 22,7 2,3 0,10

17h00-17h30 16,5 3,0 0,23 28,4 1,6 0,68 7,1 6,0 �

17h30-18h00 28,5 1,7 0,63 28,3 1,4 0,59 7,8 4,9 0,01

18h00-18h30 19,5 2,0 0,28 23,9 1,5 0,04 16,9 2,0 0,37

18h30-19h00 26,9 1,3 0,26 9,5 3,3 0,05 16,2 1,9 0,91

19h00-19h30 11,0 2,8 0,01 14,7 1,8 0,56 16,3 1,5 0,37

19h30-20h00 31,4 0,9 0,09 23,0 1,1 0,20 18,1 1,2 0,23

20h00-20h30 51,7 0,4 0,54 5,8 3,1 0,16 22,4 0,9 0,91

Tableau 2.5 { Estimation des param�etres �

i

et �

i

pour haque demi-heure i des jours du

lundi, mardi et merredi. Nous donnons l'approximation de la p-valeur assoi�ee �a es pa-

ram�etres sous l'hypoth�ese que nous avons un proessus de Poisson doublement stohastique

ave une loi gamma.



29

jeudi vendredi samedi

Demi-heure i �̂

i

^

�

i

p

i

�̂

i

^

�

i

p

i

�̂

i

^

�

i

p

i

8h00-8h30 48,0 0,5 0,90 21,3 1,1 0,96 | | |

8h30-9h00 40,1 0,8 0,52 27,1 1,3 0,55 14,7 1,0 0,46

9h00-9h30 56,1 0,9 0,70 36,8 1,2 0,03 20,8 0,9 0,92

9h30-10h00 13,3 3,7 0,04 24,7 2,1 0,12 18,9 1,2 0,81

10h00-10h30 6,6 8,2 0,001 13,0 4,0 0,23 28,8 0,8 0,57

10h30-11h00 39,7 1,4 0,28 13,6 4,1 � 32,1 0,8 0,43

11h00-11h30 7,1 7,5 0,001 15,3 3,6 0,001 16,5 1,5 0,61

11h30-12h00 5,8 8,7 � 6,5 8,2 � 23,8 1,0 0,50

12h00-12h30 7,9 6,2 � 10,3 4,6 0,005 17,9 1,3 0,20

12h30-13h00 4,6 10,2 � 33,9 1,5 0,44 27,6 0,8 0,79

13h00-13h30 15,3 3,5 0,05 20,1 2,6 0,31 52,5 0,4 0,27

13h30-14h00 43,0 1,3 0,91 20,5 2,7 0,61 14,3 1,5 0,88

14h00-14h30 37,8 1,4 0,56 26,4 2,0 0,40 12,9 1,5 0,34

14h30-15h00 25,1 2,1 0,94 35,6 1,4 0,62 51,7 0,4 0,42

15h00-15h30 51,6 1,0 0,11 27,9 2,0 0,70 62,1 0,3 0,82

15h30-16h00 40,0 1,4 0,34 42,5 1,3 0,73 42,7 0,4 0,97

16h00-16h30 37,4 1,6 0,89 27,7 1,9 0,89 40,4 0,4 0,61

16h30-17h00 22,3 2,3 0,38 44,6 1,1 0,55 20,7 0,7 0,66

17h00-17h30 26,9 1,6 0,51 24,1 1,6 0,66 | | |

17h30-18h00 47,3 0,8 0,39 22,5 1,6 0,86 | | |

18h00-18h30 23,3 1,4 0,74 16,5 1,6 0,10 | | |

18h30-19h00 11,2 2,6 0,11 12,1 1,9 0,07 | | |

19h00-19h30 11,0 2,2 0,003 7,5 2,6 0,005 | | |

19h30-20h00 16,6 1,4 0,16 18,9 0,8 0,20 | | |

20h00-20h30 13,5 1,4 0,32 19,2 0,7 0,58 | | |

Tableau 2.6 { Estimation des param�etres de �

i

et �

i

pour haque demi-heure i des jours du

jeudi, vendredi et samedi. Nous donnons l'approximation de la p-valeur assoi�ee �a es pa-

ram�etres sous l'hypoth�ese que nous avons un proessus de Poisson doublement stohastique

ave une loi gamma.
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heures suessives. Une fa�on fort simple est de d�e�nir pour haque journ�ee un fateur qui

multipliera une fontion de taux d'arriv�ee d�eterministe. On fera l'hypoth�ese que e fateur

est une variable al�eatoire suivant une fontion de r�epartition F .

L'id�ee d'appliquer e genre de proessus nous est venue suite �a la leture d'un artile de

Whitt [56℄ qui propose l'utilisation d'un taux d'arriv�ee stohastique �(t) de la forme :

�(t) =W�(t), t � 0; (2.15)

o�u �(t) est une fontion repr�esentant la variation du taux d'arriv�ee selon le temps t et W

est une variable al�eatoire positive et ind�ependante des proessus dans le entre d'appels.

La variable W est valable pour une journ�ee. L'id�ee derri�ere e mod�ele est d'augmenter la

variane dans le nombre d'arriv�ees.

Pour e proessus, nous allons supposer que �(t) = �

i

lorsque t est dans la demi-heure i

et que W suit une loi gamma de param�etres �

0

et �

0

. La fontion de densit�e h

�

0

;�

0

de W est

d�erite par l'�equation (2.6). Cette loi semble un bon hoix ar elle est d�e�nie positivement

et permet une bonne exibilit�e.

La prohaine �etape est de trouver une m�ethode pour estimer les param�etres de e pro-

essus ave les donn�ees disponibles. Il nous semble que la meilleure m�ethode est d'utiliser

les valeurs qui maximisent sa fontion de vraisemblane. Nous allons maintenant d�erire la

d�emarhe pour estimer les param�etres du proessus.

Soit X

i;j

le nombre d'arriv�ees dans la demi-heure i de la j-i�eme journ�ee, nous voulons

obtenir la fontion de masse onjointe de es variables al�eatoires ave i 2 f1; : : : ; 25g et

j 2 f1; : : : ; rg. Nous allons d�enoter ette fontion par f

�

(x

1;1

; x

2;1

; : : : ; x

25;1

; x

1;2

; : : : ; x

25;r

)

o�u � = (�

0

; �

0

; �

1

; : : : ; �

25

) est l'ensemble des param�etres du proessus. En supposant que

nous observons des journ�ees ind�ependantes, nous pouvons �erire la fontion de masse ou de

vraisemblane :

f

�

(x

1;1

; x

2;1

; : : : ; x

25;1

; x

1;2

; : : : ; x

25;r

) =

r

Y

j=1

~

f

�

(x

1;j

; x

2;j

; : : : ; x

25;j

); (2.16)

o�u

~

f

�

(x

1;j

; x

2;j

; : : : ; x

25;j

) est la fontion de masse onjointe pour le nombre d'arriv�ees par

demi-heure d'un jour j.

Nous allons maintenant d�e�nir la fontion de masse

~

f

�

(x

1;j

; x

2;j

; : : : ; x

25;j

) pour la journ�ee

j. En onditionnant sur la valeur de W = w, nous obtenons un proessus de Poisson ave
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une fontion de taux �(t) = w�

i

lorsque t est dans la demi-heure i. En �xant j = 1, nous

obtenons :

~

f

�

(x

1;1

; x

2;1

; : : : ; x

25;1

) =

Z

1

0

~

f

�

(x

1;1

; x

2;1

; : : : ; x

25;1

jw)h

�

0

;�

0

(w)dw

=

Z

1

0

25

Y

i=1

�

(�

i

w)

x

i;1

e

��

i

w

x

i;1

!

�

 

�

0

��

0

w

�

0

�1

e

�w=�

0

�(�

0

)

!

dw

=

�

0

��

0

�

Q

25

i=1

�

i

x

i;1

�

�(�

0

)

�

Q

25

i=1

x

i;1

!

�

Z

1

0

w

P

25

i=1

x

i;1

+�

0

�1

e

�w

(

P

25

i=1

�

i

+1=�

0

)

dw

=

�

0

��

0

�

Q

25

i=1

�

i

x

i;1

�

�(

P

25

i=1

x

i;1

+ �

0

)

�(�

0

)

�

Q

25

i=1

x

i;1

!

��

P

25

i=1

�

i

+ 1=�

0

�

P

25

i=1

x

i;1

+�

0

=

�(

P

25

i=1

x

i;1

+ �

0

)

�(�

0

)

�

Q

25

i=1

x

i;1

!

�

 

1

P

25

k=1

�

0

�

k

+ 1

!

�

0

25

Y

i=1

 

�

0

�

i

P

25

k=1

�

0

�

k

+ 1

!

x

i;1

:

Dans e r�esultat, on reonnâ�t la fontion de masse d'une loi binomiale n�egative multivari�ee

(multinomiale n�egative) de param�etres �

0

et P

k

= �

0

�

k

; 1 � k � 25 [30℄.

La fontion de log-vraisemblane pour e proessus est alors :

�(�

0

; �

0

; �

1

; : : : ; �

25

) =

r

X

j=1

log(

~

f

�

(x

1;j

; x

2;j

; : : : ; x

25;j

))

=

r

X

j=1

 

log

 

�(

P

25

i=1

x

i;j

+ �

0

)

�(�

0

)

!

+�+ �

0

log

 

1

P

25

k=1

�

0

�

k

+ 1

!

+

25

X

i=1

x

i;j

log

 

�

0

�

i

P

25

k=1

�

0

�

k

+ 1

!!

=

r

X

j=1

 

P

25

i=1

x

i;j

X

l=1

log

�

�

0

+ l � 1

�

+�+ �

0

log

 

1

P

25

k=1

�

0

�

k

+ 1

!

+

25

X

i=1

x

i;j

log

 

�

0

�

i

P

25

k=1

�

0

�

k

+ 1

!!

=

q

X

l=1

o

l

log

�

�

0

+ l � 1

�

+�+ r�

0

log

 

1

P

25

k=1

�

0

�

k

+ 1

!

+

r

X

j=1

 

25

X

i=1

x

i;j

log

 

�

0

�

i

P

25

k=1

�

0

�

k

+ 1

!!

; (2.17)

o�u � est une onstante ind�ependante des param�etres, q = max

1�j�r

P

25

i=1

x

i;j

et o

l

est le

nombre de valeurs de j telles que

P

25

i=1

x

i;j

� l. Les fontions (2.16) et (2.17) atteignent

leur maximum ave les mêmes valeurs. En observant es deux fontions, on remarque que

nous avons un param�etre redondant. Pour n'importe quelle valeur de �

0

, le maximum peut
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être atteint grâe au degr�e de libert�e de haque �

i

pour i = 1; : : : ; 25. Cei nous permet de

�xer �

0

= 1=�

0

. Ce hoix se justi�e par le fait que nous allons ainsi obtenir E[W ℄ = 1. Cette

remarque permet de d�e�nir la fontion :

~

�(�

0

; �

1

; : : : ; �

25

) = �(�

0

; 1=�

0

; �

1

; : : : ; �

25

)

=

q

X

l=1

o

l

log

�

�

0

+ l � 1

�

+�+ r�

0

log

 

�

0

P

25

k=1

�

k

+ �

0

!

+

r

X

j=1

 

25

X

i=1

x

i;j

log

 

�

i

P

25

k=1

�

k

+ �

0

!!

; (2.18)

dont les points maximaux sont des points maximaux de la fontion (2.17).

Pour maximiser la fontion (2.18), nous avons utilis�e le logiiel MATLAB [43℄ qui o�re

des m�ethodes pour maximiser des fontions �a plusieurs param�etres. A�n d'a�el�erer la maxi-

misation, nous lui avons fourni les d�eriv�ees partielles par rapport aux 26 param�etres :

�

~

�(�)

��

0

=

q

X

l=1

o

l

�

�

0

+ l � 1

�

�1

+ r log(r�

0

) + r

�r log

 

25

X

k=1

�

k

+ �

0

!

�

~x+ �

0

P

25

k=1

�

k

+ �

0

(2.19)

�

~

�(�)

��

l

=

P

r

j=1

x

l;j

�

l

�

~x+ �

0

P

25

k=1

�

k

+ �

0

1 � l � 25; (2.20)

o�u ~x =

P

r

j=1

P

25

i=1

x

i;j

. Une ondition n�eessaire �a un point maximal est que les d�eriv�ees

partielles (2.19) et (2.20) soient �egales �a z�ero en e point.

Le tableau 2.7 donne la valeur des param�etres qui maximise la fontion (2.18) ave les

donn�ees provenant de notre entre d'appels. Le tableau pr�esente un intervalle de on�ane de

90% pour haque param�etre. Cet intervalle a �et�e alul�e �a l'aide de la m�ethode \bootstrap"

du perentile [45℄.

Nous allons maintenant �etudier de plus pr�es le proessus. Nous allons nous int�eresser

�a la variabilit�e et �a la orr�elation du nombre d'arriv�ees par demi-heure. Dans un premier

temps, il est possible d'obtenir le oeÆient de variation CV du nombre d'arriv�ees X

i

dans

la demi-heure i :

CV[X

i

℄ = (VAR[X

i

℄)

1=2

=E[X

i

℄

= (E[VAR(X

i

jW )℄ + VAR[E(X

i

jW )℄)

1=2

=E[E(X

i

jW )℄

= (E[�

i

W ℄ + VAR[�

i

W ℄)

1=2

=E[�

i

W ℄
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Estimateur Valeur Intervalle de on�ane 90%

�̂

0

28,93 (24,62,33,97)

^

�

0

0,0346 (0,0292,0,0402)

^

�

1

26,1 (25,2,26,9)

^

�

2

38,5 (37,3,39,7)

^

�

3

51,1 (49,8,52,3)

^

�

4

58,2 (56,7,59,9)

^

�

5

61,3 (59,3,63,0)

^

�

6

61,6 (60,0,63,4)

^

�

7

62,2 (60,3,64,1)

^

�

8

60,2 (58,3,61,8)

^

�

9

56,6 (54,7,58,6)

^

�

10

56,4 (54,6,57,7)

^

�

11

58,6 (56,6,60,1)

^

�

12

57,0 (55,1,58,7)

^

�

13

56,2 (54,5,57,8)

^

�

14

55,2 (53,3,56,8)

^

�

15

56,3 (54,8,57,7)

^

�

16

58,9 (56,8,60,9)

^

�

17

59,6 (57,7,61,3)

^

�

18

54,5 (52,6,55,8)

^

�

19

43,5 (42,1,44,7)

^

�

20

40,0 (38,9,41,1)

^

�

21

33,5 (32,1,34,7)

^

�

22

29,8 (28,6,31,1)

^

�

23

25,3 (24,2,26,4)

^

�

24

22,5 (21,4,23,5)

^

�

25

18,0 (17,0,18,8)

Tableau 2.7 { Estimation des param�etres �

0

, �

0

et �

i

pour un proessus d'arriv�ee de Poisson

orr�el�e par un fateur de loi gamma. Nous donnons un intervalle de on�ane de 90% pour

haque estimateur.
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= (�

i

�

0

�

0

+ �

i

2

�

0

�

0

2

)

1=2

=(�

i

�

0

�

0

)

=

�

1 + �

i

�

0

�

i

�

0

�

0

�

1=2

: (2.21)

Nous pouvons supposer que �

i

�

0

�

0

est assez onstant lors de l'ajustement du proessus, ar

e terme doit être pr�es de E[X

i

℄. Cei implique que CV[X

i

℄ est ontrôl�e par �

i

�

0

: plus sa

valeur est faible, plus le oeÆient de variation est faible et vie versa.

Ensuite, nous avons la orr�elation CORR[X

i

;X

j

℄ entre le nombre d'arriv�ees X

i

et X

j

des demi-heures i et j :

CORR[X

i

;X

j

℄ = COV[X

i

;X

j

℄= (VAR[X

i

℄VAR[X

j

℄)

1=2

= (�

i

�

j

VAR[W ℄) =

��

�

i

�

0

�

0

+ �

i

2

�

0

�

0

2

��

�

j

�

0

�

0

+ �

j

2

�

0

�

0

2

��

1=2

=

�

�

i

�

0

�

j

�

0

(1 + �

i

�

0

) (1 + �

j

�

0

)

�

1=2

=

�

1�

1

1 + �

i

�

0

�

1=2

�

1�

1

1 + �

j

�

0

�

1=2

; (2.22)

o�u COV[X

i

;X

j

℄ est la ovariane entre X

i

et X

j

. Enore une fois, nous pouvons voir que

�

i

�

0

a le ontrôle sur la orr�elation : plus sa valeur est faible, plus la orr�elation est nulle

et plus elle est �elev�ee, plus la orr�elation est forte.

Nous pouvons en d�eduire que notre proessus doit introduire une orr�elation positive

dans le but d'augmenter la variabilit�e dans le nombre d'arriv�ees par demi-heure. Cei li-

mite la exibilit�e du mod�ele et implique qu'il sera diÆile de onnâ�tre la n�eessit�e de

la orr�elation pour repr�esenter la r�ealit�e dans le entre d'appels. Toutefois, en omparant

notre proessus ave elui propos�e par Jongbloed et Koole [31℄, nous avons un proes-

sus moins param�etris�e (26 param�etres vs 50 param�etres) qui nous permet d'ajouter une

d�ependane \n�eessaire" (orr�elations empiriques signi�atives) entre le nombre d'arriv�ees

de demi-heures suessives.

Cette famille de proessus nous permet de onsid�erer d'autres proessus ave des pa-

ram�etres suppl�ementaires. Nous pourrions avoir, par exemple, des �

0

, �

0

et/ou �

k

pour

haque jour de la semaine. Consid�erons une version fortement param�etris�ee ave des pa-

ram�etres sp�ei�ques �a haque jour et une plus simple ave un ensemble de param�etres pour

tous les jours. Parmi toutes les param�etrisations possibles entre es deux versions, quelle est

la meilleure ? Une fa�on de r�epondre �a ette question est de tester l'utilit�e des param�etres.

Il est possible d'estimer ette utilit�e en appliquant le test du ratio des fontions de vrai-
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semblane. Ce test d�erit dans [16℄ nous permet de tester l'hypoth�ese que les param�etres

� optimaux se trouvent dans un sous-espae de param�etres possibles. Soit �, l'espae de

param�etres le plus g�en�eral (des param�etres sp�ei�ques �a haque jour), et �

0

2 � (les mêmes

param�etres pour tous les jours). La statistique ! pour tester H

0

: � 2 �

0

, est le ratio du

maximum de la fontion de vraisemblane sous l'espae �

0

et du maximum sous l'espae �.

Il est onnu que �2 ln(!) suit asymptotiquement une loi hi-deux. Ce r�esultat va nous per-

mettre d'�evaluer si la valeur de ! observ�ee est suÆsamment petite pour rejeter l'hypoth�ese

nulle [16℄. Ainsi, nous aurons test�e l'hypoth�ese que le proessus ave le moins de param�etres

peut aussi bien repr�esenter les donn�ees qu'ave le plus de param�etres. Nous obtenons une

statistique du test qui est loin de rejeter ette hypoth�ese, ar ! = 0; 9997. Cei sugg�ere que

le proessus le moins param�etris�e s'ajuste aussi bien que elui ave une param�etrisation plus

g�en�erale.

Finalement, nous pourrions tester et onstruire plusieurs autres proessus pour repr�esenter

les arriv�ees d'appels entrants. Le d�eveloppement de es mod�eles plus omplexes pourrait

aider au niveau du r�ealisme. Nous pourrions, par exemple, mod�eliser les arriv�ees d'appels �a

l'aide d'une s�erie hronologique. Le manque de temps et le format des donn�ees nous ont li-

mit�e dans l'exploration de proessus plus omplexes. Peut-être que la suite du projet pourra

�etudier d'autres avenues.

2.1.2 La dur�ee de servie des appels entrants

La dur�ee de servie d'un appel entrant est d�e�nie omme la dur�ee totale o�u un pr�epos�e

est oup�e ave le dossier d'un lient. Cei inlut le temps de mise en garde de l'appel, le

temps de la onversation et le temps n�eessaire �a la mise �a jour de dossiers. Nous allons

d�enoter la dur�ee de servie du lient entrant  par S

e;

. Nous allons supposer que S

e;

est

une variable al�eatoire suivant une loi de probabilit�e sp�ei�que. L'ajustement de ette loi

se fait g�en�eralement par l'observation de plusieurs dur�ees de servie individuelles. Malheu-

reusement, nous n'avons pas pu obtenir e type de donn�ees. Nous disposons seulement de

la dur�ee de servie totale onsar�ee par les agents sur di��erentes demi-heures. Malgr�e et

obstale, nous allons tenter d'ajuster des lois pour repr�esenter S

e;

. Il est important de no-

ter que les ajustements propos�es se basent faussement sur le fait que les donn�ees donnent

la dur�ee de servie totale des appels arrivant dans la demi-heure. Nous avons dû faire nos

ajustements et nos tests ave ette petite erreur ar nous ne disposons pas de meilleures
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Demi-heure i

�

S

e;i

Demi-heure i

�

S

e;i

8h00-8h30 491,6 14h30-15h00 588,5

8h30-9h00 563,0 15h00-15h30 569,3

9h00-9h30 606,3 15h30-16h00 563,0

9h30-10h00 605,7 16h00-16h30 556,8

10h00-10h30 596,3 16h30-17h00 560,3

10h30-11h00 595,3 17h00-17h30 569,5

11h00-11h30 595,3 17h30-18h00 539,0

11h30-12h00 600,3 18h00-18h30 537,6

12h00-12h30 576,5 18h30-19h00 530,6

12h30-13h00 572,2 19h00-19h30 517,3

13h00-13h30 566,7 19h30-20h00 506,6

13h30-14h00 574,8 20h00-20h30 497,9

14h00-14h30 588,7 Toutes 572,1

Tableau 2.8 { Moyenne en seondes de la dur�ee de servie d'un appel entrant pour haque

demi-heure.

observations.

Dans un premier temps, nous allons faire l'hypoth�ese populaire que les dur�ees indivi-

duelles S

e;

pour haque lient  sont ind�ependantes et suivent une loi exponentielle de taux

�

e

. Nous allons supposer que e taux est onstant durant toute la journ�ee et de jour en

jour. Il est assez faile de trouver un estimateur �̂

e

pour le taux de la loi exponentielle

en utilisant la m�ethode du maximum de vraisemblane : il suÆt de aluler l'inverse de la

moyenne empirique des dur�ees de servie individuelles [37℄, d�enot�ee par

�

S

e

. Soient X

0

k

le

nombre d'appels entrants servis pour la k-i�eme demi-heure et Y

k

la dur�ee de servie totale

de es appels. On d�e�nit :

�̂

e

=

1

�

S

e

=

P

d

k=1

X

0

k

P

d

k=1

Y

k

;

o�u d est le nombre de demi-heures omprises dans les donn�ees. Nous avons d = 5918 et

�

S

e

= 572; 0 seondes.

Une deuxi�eme mod�elisation possible est une dur�ee de servie suivant une loi exponentielle

dont le taux varie au ourant de la journ�ee. Nous allons supposer que le taux est onstant par

demi-heure. En supposant que les demi-heures sont ind�ependantes entre elles, nous pouvons
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remplaer la variable S

e;

par des variables S

e;i;

pour haque lient  de la demi-heure i. On

suppose que es S

e;i;

sont ind�ependantes de loi exponentielle ave un taux �

e;i

. Soient X

0

i;j

le nombre d'appels entrants servis durant la i-i�eme demi-heure de la j-i�eme journ�ee et Y

i;j

la dur�ee totale de servie de es appels, nous pouvons utiliser la m�ethode de vraisemblane

pour trouver un estimateur pour �

e;i

:

�̂

e;i

=

1

�

S

e;i

=

P

r

j=1

X

0

i;j

P

r

j=1

Y

i;j

;

o�u r est le nombre de journ�ees observ�ees dans les donn�ees et

�

S

e;i

est la moyenne empirique

des dur�ees de servie individuelles pour la i-i�eme demi-heure. Le tableau 2.8 pr�esente les

r�esultats obtenus.

Le tableau 2.8 montre une moyenne des dur�ees de servie qui ne semble pas être onstante

durant la journ�ee. On remarque qu'elle est plus faible lors des d�ebuts et des �ns de journ�ee.

Nous avons ompar�e les moyennes empiriques sur haque jour de la semaine et il ne semble

pas avoir de di��erene signi�ative.

Nous allons maintenant tenter de tester l'hypoth�ese que S

e;i;

suit une loi exponentielle

de param�etres �̂

e;i

. L'agr�egation des donn�ees nous forent �a utiliser un test indiret. Mais

tout d'abord, nous allons d�e�nir les hypoth�eses nulles :

H

0;i

: S

e;i;1

; : : : ; S

e;i;

~

X

0

i

sont des variables al�eatoires i.i.d.

de loi exponentielle ave param�etre �̂

e;i

;

o�u

~

X

0

i

=

P

r

j=1

X

0

i;j

est la somme de lients observ�ee dans la demi-heure i. Pour tester

indiretement H

0;i

, nous pro�edons omme suit. On remarque que si H

0;i

est vraie alors ela

implique que la loi de Y

i;j

onditionnelle �a X

0

i;j

est une loi gamma de param�etres (X

0

i;j

,�̂

e;i

)

dont la fontion de r�epartition sera d�enot�ee par F

i;j

.H

0;i

implique que les variables al�eatoires

U

i;j

= F

i;j

(Y

i;j

) suivent la loi uniforme U(0; 1) et 'est e que nous allons tester.

Soit

^

F

i

la fontion de r�epartition empirique des U

i;j

de la demi-heure i, d�e�nie par

^

F

i

(u) =

1

r

r

X

j=1

I[U

i;j

� u℄ pour i = 1; 2; : : : ; 25; (2.23)

o�u I est la fontion indiatrie et r est le nombre de jours. Nous allons utiliser le test de

Kolmogorov-Smirnov (KS) [37℄ pour v�eri�er le r�ealisme de H

0;i

. La statistique D

i

de KS

mesure la distane entre

^

F

i

et la distribution de la loi uniforme :

D

i

= sup

0�u�1

j

^

F

i

� uj = max(D

i

+

;D

i

�

); (2.24)
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o�u

D

i

+

= max

1�j�r

�

j

r

� U

i;j

�

et D

i

�

= max

1�j�r

�

U

i;j

�

j � 1

r

�

: (2.25)

Nous allons rejeter H

0;i

si la valeur prise par D

i

est trop grande.

Le test de Kolmogorov-Smirnov ne peut pas s'appliquer diretement, ar nous ne onnais-

sons pas la vraie valeur des �

i

. Ce test serait trop optimiste puisque les param�etres sont

ajust�es �a l'aide des donn�ees. Ainsi, nous allons utiliser la m�ethode du \bootstrap" pour

approximer la distribution de D

i

sous H

0;i

[48℄. Le tableau 2.9 donne les p-valeurs obtenues

pour haque demi-heure i ave 1000 r�ep�etitions. La valeur � signi�e que nous n'avons pas

observ�e d'�ehantillons ave une distane sup�erieure �a elle de D

i

et qu'ainsi nous pouvons

onlure que la vraie p-valeur doit être tr�es petite. Bien que nous ayons obtenu quelques

p-valeurs assez �elev�ees, la grande majorit�e des valeurs observ�ees impliquent le rejet des

hypoth�eses H

0;i

.

Demi-heure i p

i

Demi-heure i p

i

8h00-8h30 � 14h30-15h00 0,001

8h30-9h00 0,69 15h00-15h30 0,15

9h00-9h30 0,04 15h30-16h00 0,17

9h30-10h00 0,13 16h00-16h30 0,68

10h00-10h30 0,001 16h30-17h00 0,01

10h30-11h00 0,05 17h00-17h30 0,02

11h00-11h30 � 17h30-18h00 0,001

11h30-12h00 � 18h00-18h30 �

12h00-12h30 � 18h30-19h00 �

12h30-13h00 0,08 19h00-19h30 0,004

13h00-13h30 0,02 19h30-20h00 0,01

13h30-14h00 0,02 20h00-20h30 �

14h00-14h30 � Toutes �

Tableau 2.9 { Approximation de la p-valeur du test statistique indiret pour la repr�esentation

de la dur�ee de servie d'un appel entrant omme une variable al�eatoire de loi exponentielle

variant par demi-heure.

Il est int�eressant de noter que nous avons simplement test�e que la somme des dur�ees de

servie pour haque demi-heure donn�ee, onditionnelle au nombre d'appels servis, suit une
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loi gamma. Cette hypoth�ese est plus faible que elle qui suppose que l'on a des dur�ees de

servie individuelles i.i.d exponentielles. En fait, nous avons r�eussi �a rejeter une hypoth�ese

qui devrait être plus diÆile �a rejeter.

Dans le rapport [7℄, on observe que les dur�ees de servie des appels sortants semblent

suivre une loi lognormale. Nous allons maintenant supposer que ette loi arat�erise bien

la dur�ee de servie des appels entrants. Pour estimer es param�etres, nous allons utiliser la

m�ethode des moments. Cette m�ethode ajuste une loi qui pr�esente les mêmes moments que

l'on observe dans les donn�ees. Le k-i�eme moment de S

e

est d�e�ni par :

m

k

= E(S

e

k

): (2.26)

Si S

e;1

, S

e;2

, : : :, S

e;z

sont des variables i.i.d provenant de ette loi, on d�e�nit le k-i�eme

moment empirique par :

m̂

k

=

1

z

z

X

i=1

S

k

e;i

: (2.27)

La m�ethode des moments estime les param�etres en les repr�esentant �a l'aide des moments

d'ordre le plus faible possible et en substituant les moments empiriques dans es expressions.

Les param�etres � et �

2

de la loi lognormale, d�e�nie par la fontion de densit�e

f(x) =

1

x

p

2��

2

exp

�(lnx� �)

2

2�

2

, o�u x > 0;

peuvent s'exprimer par les deux premiers moments de la loi :

� = 2 lnm

1

�

1

2

lnm

2

et �

2

= lnm

2

� 2 lnm

1

: (2.28)

Pour appliquer ette m�ethode, il faut alors aluler les deux premiers moments empiriques.

L'agr�egation des donn�ees omplexi�e quelque peu le alul de es moments. Le premier

moment empirique est faile �a trouver :

m̂

1

=

P

d

k=1

X

0

k

�

Y

k

P

d

k=1

X

0

k

; (2.29)

o�u

�

Y

k

est la moyenne des dur�ees de servie pour la k-i�eme demi-heure. Pour e qui est du

alul de m̂

2

, il se fera par l'entremise du alul de la variane de S

e

. Nous savons que

VAR(S

e

) = E(S

e

2

)� E(S

e

)

2

: (2.30)

Don si nous pouvons estimer VAR(S

e

) et E(S

e

)

2

, nous allons pouvoir obtenir un estimateur

pour E(S

e

2

), i.e., pour le deuxi�eme moment de la loi. Nous allons trouver un estimateur en
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supposant que X

0

k

est ind�ependant de

�

Y

k

. Cei n'est pas trop dangereux ar nous avons

beauoup d'observations dans le alul de

�

Y

k

. Ces hypoth�eses simpli�ent le alul d'un

estimateur.

Proposition 2.1.1 L'estimateur

^

V

2

=

1

d� 1

d

X

k=1

X

0

k

(

�

Y

k

� m̂

1

)

2

(2.31)

est non-biais�e pour VAR(S

e

).

Preuve (ave

~

X

0
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P

d

k=1

X

0

k

) :

E

h

^

V

2

i

=
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d� 1

E

h

X

0

1

�

�

Y

1

� m̂
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�

2

+X
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�

�
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2

� m̂
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�

2

+ : : :+X
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�

�

Y

d

� m̂
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�
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i
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d� 1

E

"
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1

�
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+X
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�
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�

Y

2

d

�2X
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�

Y
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�

Y
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1

� : : :� 2X
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d
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+

~
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#

=

1

d� 1

E

"

X

0

1

�

Y

2

1

+X

0

2

�

Y

2

2

+ : : : +X

0

d

�

Y

2

d

�2m̂

1

�

X

0

1

�

Y

1

+X
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=
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�
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1

�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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=

1
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E

�

X

0

1

�

�

m

2

1

+

�

2
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0

1

℄

�

+ E

�

X

0

2

�

�

m

2

1

+

�

2

E [X

0

2

℄

�
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+E

�
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d

�

�

m
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+

�

2
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d

℄

�

� E

h

~

X

0

i

0

�

m

2

1

+

�

2

E

h

~

X

0

i

1

A

!

=

1

d� 1

�

E

h

~

X

0

i

m

2

1

+ d�

2

� E

h

~

X

0

i

m

2

1

� �

2

�

= �

2

: �

Ave les estimateurs m̂

1

et

^

V

2

, nous pouvons estimer par la m�ethode des moments les

param�etres de la loi lognormale. Nous obtenons respetivement les valeurs 5,874 et 0,948

pour �̂ et �̂

2

. Il nous resterait �a appliquer un test statistique pour v�eri�er le r�ealisme de

ette mod�elisation. Pour l'instant, nous n'avons pas r�eussi �a d�evelopper un test indiret
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omme nous l'avons propos�e dans le as de la loi exponentielle. Cei est dû �a la omplexit�e

d'un tel test ave une loi lognormale.

La sous-setion 2.2.1 montre aussi que la distribution des dur�ees de servie des appels

sortants est semblable �a elle d'une loi gamma. Nous allons tester ette possibilit�e pour les

appels entrants. Nous pouvons utiliser enore une fois la m�ethode des moments pour ajuster

les param�etres de ette loi. Les param�etres de la fontion de densit�e d'une loi gamma que

l'on retrouve dans l'�equation (2.6) sont estim�es par :

^

� =

^

V

2

m̂

1

et �̂ =

m̂

2

1

^

V

2

: (2.32)

Lors de l'ajustement d'une lognormale, nous avons d�erit omment aluler les valeurs de

m̂

1

et

^

V

2

. Ainsi, nous pouvons obtenir failement les valeurs des param�etres

^

� et �̂ d'abord

en supposant qu'ils sont onstants pour toute la journ�ee puis en supposant qu'ils varient

entre haque demi-heure. Le tableau 2.10 pr�esente les r�esultats obtenus. Contrairement �a

la loi lognormale, nous avons pu d�evelopper un test indiret. Nous savons que la somme

de variables i.i.d. S

e;1

; S

e;2

; : : : ; S

e;z

ave S

e;k

� gamma(�; �) suit une loi gamma(z�; �).

Cette aÆrmation nous permet de dire que la somme des dur�ees de servie pour la demi-

heure i du jour j, onditionnelle au nombre d'appels servis dans ette demi-heure, suit une

loi gamma de param�etres (X

0

i;j

�; �). Nous avons test�e ette hypoth�ese en appliquant le test

d�erit pour la loi exponentielle ave les param�etres de la loi gamma. Les p-valeurs assoi�ees

�a haque demi-heure ont �et�e obtenues par une m�ethode de \bootstrap" et sont pr�esent�ees

dans le tableau 2.10. On peut remarquer que la p-valeur d'une mod�elisation unique pour

toutes les demi-heures est assez faible pour rejeter ette hypoth�ese. Cependant, les p-valeurs

d'une mod�elisation par demi-heure ne permettent pas de rejeter indiretement ette autre

hypoth�ese. Ainsi, nous pouvons supposer que les dur�ees de servie des appels entrants

peuvent suivre une loi gamma de param�etres variant par demi-heure. Vu que nous n'avons

pas pu v�eri�er le r�ealisme de la loi lognormale, nous allons utiliser la loi gamma dans notre

mod�ele le plus r�ealiste.

2.1.3 Les abandons

Dans la �le d'attente d'un entre d'appels, il peut se produire des abandons, 'est-�a-

dire que le lient n'a plus la patiene d'attendre et il d�eide de terminer l'appel sans avoir

re�u son servie. Nous allons d�enoter par A

e;

la dur�ee entre l'instant o�u le lient  d'un
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Demi-heure i �̂

i

^

�

i

p

i

Demi-heure i �̂

i

^

�

i

p

i

8h00-8h30 1,374 357,4 0,55 14h30-15h00 0,702 838,4 0,34

8h30-9h00 0,924 608,9 0,78 15h00-15h30 0,782 727,9 0,89

9h00-9h30 0,956 634,1 0,50 15h30-16h00 0,776 725,2 0,73

9h30-10h00 0,807 750,5 0,65 16h00-16h30 0,821 678,3 0,93

10h00-10h30 0,735 811,3 0,21 16h30-17h00 0,565 992,3 0,76

10h30-11h00 0,706 843,6 0,61 17h00-17h30 0,583 970,4 0,73

11h00-11h30 0,700 888,9 0,60 17h30-18h00 0,583 917,0 0,66

11h30-12h00 0,533 1126,2 0,58 18h00-18h30 0,496 1080,2 0,16

12h00-12h30 0,664 863,9 0,37 18h30-19h00 0,487 1089,0 0,44

12h30-13h00 0,740 770,0 0,89 19h00-19h30 0,506 1021,4 0,35

13h00-13h30 0,465 1218,0 0,38 19h30-20h00 0,536 944,1 0,79

13h30-14h00 0,615 935,0 0,93 20h00-20h30 0,505 986,7 0,34

14h00-14h30 0,697 844,9 0,56 Toutes 0,633 903,2 0,09

Tableau 2.10 { Param�etres estim�es (�̂

i

et

^

�

i

) et p-valeurs d'un test statistique pour la

repr�esentation de la dur�ee de servie d'un appel entrant omme une variable al�eatoire de

loi gamma variant par demi-heure.

appel entrant d�ebute son attente et l'instant o�u il n'a plus la patiene d'attendre. Cette

dur�ee sera souvent r�ef�er�ee omme la dur�ee d'attente aept�ee. La mod�elisation des A

e;

peut être importante. C'est partiuli�erement le as lorsqu'elle inuene la qualit�e de servie

�a satisfaire.

Il est malheureux que Bell n'ait pas r�eussi �a nous fournir les donn�ees pertinentes pour

mod�eliser et aspet. Les seules informations disponibles sont le nombre d'abandons pour

haque demi-heure et la r�epartition des dur�ees d'attente pour les lients ayant abandonn�e.

Cette r�epartition ne suÆt pas puisqu'elle est onditionnelle �a e que le lient abandonne.

Elle n'est pas vraiment repr�esentative vu le peu d'abandons et ainsi, elle ne nous permet

pas de d�eduire une r�epartition du temps d'attente aept�e pour tous les lients (abandons

ou pas).

Dans nos di��erents mod�eles, nous allons toutefois faire ertaines hypoth�eses sur e temps

d'attente aept�e. Tout d'abord, nous allons supposer que A

e

joue un rôle seulement lors-

qu'une attente est n�eessaire. Dans ertains mod�eles, nous allons faire la supposition que
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les A

e;

sont i.i.d de loi exponentielle ave un taux variable et/ou qu'elles ont une forte

probabilit�e d'avoir une dur�ee d'attente aept�ee nulle, i.e., la fontion de r�epartition a un

saut pour la valeur 0.

Le tableau 2.11 donne un intervalle de on�ane de la proportion, en pourentage,

d'abandons sur le nombre d'appels entrants re�us durant 216 jours de semaine au entre

d'appels �etudi�e. Nous remarquons que le pourentage d'abandons varie signi�ativement

tout au long de la journ�ee. On observe des valeurs plus �elev�ees pour les d�ebuts et les

�ns de journ�ee. Ensuite, nous avons tent�e d'observer l'inuene du jour de la semaine sur le

pourentage d'abandons et nous n'avons pas remarqu�e de di��erene �a l'exeption du samedi.

Cette journ�ee pr�esente un pourentage nettement plus �elev�e : nous avons un pourentage

d'abandons de 2,7 % du lundi au vendredi tandis que nous avons 3,9 % durant la journ�ee

du samedi. Nous pouvons peut-être expliquer e ph�enom�ene par un manque de patiene

pour le lient appelant le samedi ou par un temps d'attente moyen sup�erieur aux autres

jours de la semaine. Il nous est impossible de on�rmer es expliations puisque les donn�ees

disponibles ne nous permettent pas d'estimer le temps d'attente moyen g�en�er�e par le entre.

Demi-heure % abandons Demi-heure % abandons

8h00-8h30 4,9 � 1,7 14h30-15h00 1,5 � 0,3

8h30-9h00 2,0 � 0,5 15h00-15h30 1,3 � 0,2

9h00-9h30 3,3 � 1,3 15h30-16h00 1,2 � 0,2

9h30-10h00 2,9 � 0,8 16h00-16h30 1,5 � 0,3

10h00-10h30 3,1 � 0,6 16h30-17h00 2,1 � 0,4

10h30-11h00 2,9 � 0,7 17h00-17h30 2,0 � 0,3

11h00-11h30 3,6 � 0,8 17h30-18h00 2,7 � 0,4

11h30-12h00 3,6 � 0,8 18h00-18h30 3,1 � 0,8

12h00-12h30 3,5 � 0,7 18h30-19h00 3,6 � 0,7

12h30-13h00 4,7 � 1,1 19h00-19h30 3,8 � 1,2

13h00-13h30 1,3 � 0,4 19h30-20h00 3,1 � 1,0

13h30-14h00 1,9 � 0,5 20h00-20h30 5,5 � 1,1

14h00-14h30 1,4 � 0,3 Toutes 2,7 � 0,1

Tableau 2.11 { Intervalle de on�ane du pourentage des appels entrants qui abandonnent

avant de se faire servir.
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2.1.4 La qualit�e de servie

La prinipale qualit�e de servie que l'on veut satisfaire est la r�egle 80-20, 'est-�a-dire

qu'il doit avoir plus de 80 % des lients entrants qui attendent moins de 20 seondes. Il est

important de noter que ette qualit�e de servie n'est pas un �el�ement que l'on doit mod�eliser

diretement. Cependant, on doit en faire l'analyse ave les donn�ees reueillies sur le entre

d'appels a�n de onnâ�tre la qualit�e de servie sous la politique de gestion atuelle. Cei sera

utile pour �evaluer le r�ealisme des mod�eles propos�es en omparant leurs mesures de qualit�e

de servie.

Son alul �a partir des donn�ees est assez simple. Nous allons d�enoter par Q

k

la qualit�e de

servie observ�ee durant la k-i�eme demi-heure observ�ee, 'est-�a-dire le pourentage des appels

entrants re�us au ours de ette demi-heure dont l'attente n'a pas d�epass�e 20 seondes :

Q

k

=

((X

0

k

+B

k

)� (X20

0

k

+B20

k

))� 100

X

0

k

+B

k

; (2.33)

o�u pour la demi-heure k, B

k

est le nombre d'abandons, X20

0

k

est le nombre d'appels

entrants servis apr�es 20 seondes d'attente et B20

k

est le nombre d'abandons apr�es plus de

20 seondes d'attente. Ces informations nous permettent de aluler la qualit�e de servie

moyenne

�

Q sur l'ensemble des donn�ees :

�

Q =

P

d

k=1

(X

0

k

+B

k

)Q

k

P

d

k=1

(X

0

k

+B

k

)

:

Nous pouvons faire le alul de la qualit�e de servie observ�ee dans haune des demi-

heures. Dans e as, on retient seulement la qualit�e de servie de la demi-heure qui nous

int�eresse. Le tableau 2.12 pr�esente la qualit�e de servie moyenne

�

Q

i

pour haque demi-heure

i des jours r�eguliers de la semaine, i.e., sans les samedi et les 5 jours sp�eiaux d�ej�a identi��es.

Le tableau 2.12 montre des valeurs assez �elev�ees pour la qualit�e de servie. On pourrait

même dire que es valeurs sont un peu trop grandes dans le as o�u nous devons uniquement

respeter la r�egle 80-20. Ces r�esultats sont peut-être dûs �a l'utilisation d'une politique de

gestion trop onservatrie. Par exemple, il se peut que le entre manque d'agressivit�e au

niveau de la omposition d'appels sortants ou sur-plani�e le nombre n�eessaire d'agents.

L'am�elioration des politiques de gestion est justement un des buts du projet. Il semble que

nous pouvons am�eliorer la performane du entre d'appels en �etant plus agressif tout en

respetant la qualit�e de servie d�e�nie par la r�egle 80-20. Nous disposons d'une bonne marge
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Demi-heure i

�

Q

i

Demi-heure i

�

Q

i

8h00-8h30 81,4 % 14h30-15h00 93,5 %

8h30-9h00 86,5 % 15h00-15h30 94,5 %

9h00-9h30 82,6 % 15h30-16h00 94,2 %

9h30-10h00 81,2 % 16h00-16h30 91,9 %

10h00-10h30 78,1 % 16h30-17h00 89,0 %

10h30-11h00 82,1 % 17h00-17h30 92,8 %

11h00-11h30 77,7 % 17h30-18h00 86,4 %

11h30-12h00 80,1 % 18h00-18h30 84,2 %

12h00-12h30 78,0 % 18h30-19h00 84,8 %

12h30-13h00 75,1 % 19h00-19h30 85,1 %

13h00-13h30 92,4 % 19h30-20h00 89,8 %

13h30-14h00 91,1 % 20h00-20h30 89,4 %

14h00-14h30 92,9 % Toutes 86,1 %

Tableau 2.12 { Pourentage des appels entrants (par demi-heure) ayant attendu moins de

20 seondes avant de se faire servir ou abandonner pour les jours r�eguliers de la semaine.

de manoeuvre ompte tenu que la qualit�e de servie moyenne se situe pour le moment �a

86; 1 %.

Quelques renontres ave des personnes ressoures de hez Bell nous ont permis de

trouver un omportement qui pourrait expliquer en partie la trop bonne qualit�e de servie

observ�ee. Nous royons que les gestionnaires d'a�es sur-r�eagissent lorsqu'ils observent une

mauvaise qualit�e de servie �a ourt terme. Nous allons d�emontrer dans une prohaine setion

le danger de ette sur-r�eation.

Nous avons fait l'analyse de la qualit�e de servie observ�ee pour haque jour de la se-

maine. Nous obtenons sensiblement les mêmes r�esultats pour les jours entre le lundi et le

vendredi. Cependant, nous notons un omportement di��erent pour la journ�ee du samedi.

Nous obtenons une qualit�e de servie plus basse mais toujours aeptable : 80; 8 % pour le

samedi vs 86; 1 % pour l'ensemble des autres journ�ees.
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2.2 Les appels sortants

Dans ette setion, nous allons analyser des aspets assoi�es aux appels sortants. Nous

allons prinipalement nous attarder �a la mod�elisation des dur�ees de servie pour les appels

sortants et sur le proessus de omposition de es appels. Nous avons deux bases de donn�ees

sur les appels sortants. La premi�ere base ouvre 190 jours entre le 6 juin 2001 et le 2 mars

2002 et elle fournit des observations agr�eg�ees par demi-heure. La deuxi�eme base pr�esente

les dur�ees de servie individuelles, mais elle ne ouvre que 121 jours entre le 26 septembre

2001 et le 2 mars 2002.

2.2.1 La dur�ee de servie des appels sortants

Nous d�e�nissons la dur�ee de servie de es appels de la même mani�ere que elle des

appels entrants, i.e., on onsid�ere la dur�ee totale o�u l'agent est oup�e par le lient. Nous

allons d�enoter par S

s;

la dur�ee de servie requise pour le lient d'appel sortant . Nous allons

supposer que les S

s;

sont des variables al�eatoires i.i.d. qui suivent une loi de probabilit�e

pr�eise. Avant de proposer une loi, il serait bon d'observer la distribution empirique et la

fontion de densit�e empirique des C = 54444 dur�ees individuelles. Les �gures 2.3 et 2.4

pr�esentent es fontions.

La fontion de r�epartition empirique a quelques similitudes ave elle d'une loi exponen-

tielle bien que son asension se fait plus douement. Il est faile de voir que ette hypoth�ese

est peu r�ealiste lorsque l'on observe la fontion de densit�e empirique. Cette fontion res-

semble plus �a la densit�e d'une lognormale ou enore �a elle d'une gamma. C'est justement

ave es lois que nous allons tenter de mod�eliser les dur�ees de servie pour les appels sor-

tants. Pour haune des lois, nous allons estimer les param�etres qui s'ajustent le mieux aux

donn�ees. Ensuite, nous allons tenter d'�eprouver haune des hypoth�eses �a l'aide de tests

statistiques.

Bien que nous ayons vu que la fontion de densit�e est loin d'être semblable �a elle

d'une loi exponentielle, nous allons estimer un taux, �a l'aide de la m�ethode du maximum

de vraisemblane, qui s'ajuste bien aux donn�ees. L'estimateur �̂

s

pour le taux �

s

de la loi

se alule en inversant la moyenne

�

S

s

des dur�ees de servie observ�ees.

Tout d�ependant de la base de donn�ees, nous trouvons

�

S

s

= 440; 2 seondes ave la
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Figure 2.3 { Fontion de r�epartition empirique pour les dur�ees de servie d'appels sortants.
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Figure 2.4 { Fontion de densit�e empirique pour les dur�ees de servie d'appels sortants.
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premi�ere et

�

S

s

= 446; 2 seondes ave la deuxi�eme. La deuxi�eme base a l'avantage de

ontenir plus d'observations, mais la premi�ere nous permet d'estimer failement une variane

empirique

^

S

2

pour S

s

:

^

S

2

=

1

C � 1

C

X

=1

(S

s;

�

�

S

s

)

2

; (2.34)

o�u C est le nombre de dur�ees observ�ees. Sous l'hypoth�ese de variables al�eatoires i.i.d expo-

nentielles, nous savons que la raine arr�ee de la variane des dur�ees devrait être �egale �a

la moyenne. L'estimation obtenue pour

p

^

S

2

est �egale �a 452,3, e qui n'est pas loin de la

moyenne estim�ee. Malgr�e ette observation, nous avons remarqu�e que la fontion de densit�e

empirique �etait assez di��erente de elle d'une loi exponentielle (�gure 2.4). Pour s'assurer

que nous n'avons pas ette loi de probabilit�e, nous avons fait le test de Kolmogorov-Smirnov

dont le alul de la p-valeur se fait �a l'aide de la m�ethode \bootstrap". La p-valeur obtenue

est inf�erieure �a 0; 0001 et ainsi, nous devons rejeter ette hypoth�ese.

La deuxi�eme loi �etudi�ee est la gamma, ar il semble que la fontion de densit�e de ette

loi pourrait bien s'ajuster �a la densit�e empirique de la �gure 2.4. Nous avons d�ej�a introduit

la m�ethode des moments qui estime les param�etres � et � ave les deux premiers moments

empiriques (�equation (2.32)). Ave les donn�ees, nous obtenons par ette m�ethode les valeurs

�̂ = 0,947 et

^

� = 464,8. L'estimateur de � montre que nous sommes assez pr�es d'une loi

exponentielle et que le mode est z�ero. Un mode de z�ero est ontraditoire �a la fontion

de densit�e empirique observ�ee. Nous avons toutefois test�e ette hypoth�ese ave le test de

Kolmogorov-Smirnov. La p-valeur, obtenue par \bootstrap", est inf�erieure �a 0,001. Enore

une fois, nous devons rejeter ette mod�elisation.

La prohaine loi �etudi�ee est souvent utilis�ee pour mod�eliser une dur�ee assoi�ee �a une

tâhe. La loi Weibull est d�e�nie par les param�etres � et �, ainsi que par la fontion de

densit�e :

f(x) = ��

��

x

��1

e

�(x=�)

�

si x > 0: (2.35)

Les estimateurs de vraisemblane pour les param�etres � et � se alulent failement par

une m�ethode num�erique [37℄. Nous avons obtenu des valeurs de 1,0696 pour l'estimation de

� et de 452,52 pour l'estimation de �. Nous avons e�etu�e le test de Kolmogorov-Smirnov

ave es param�etres. Cependant, nous devons rejeter l'hypoth�ese ar la p-valeur assoi�ee est

inf�erieure �a 0; 001.

La loi de probabilit�e lognormale est une autre loi qui nous inspirait on�ane a�n d'ob-
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tenir une bonne mod�elisation. Nous allons estimer les param�etres de la loi lognormale en

utilisant les estimateurs de vraisemblane maximaux (EVM). Dans e as partiulier, il

est plus logique d'utiliser la premi�ere base de donn�ees (dur�ee de servie individuelle) ar

elle nous permet d'obtenir des estimateurs ave moins de variane. Cette loi de probabilit�e

d�e�nie par les param�etres � et �

2

. La m�ethode pour aluler �̂

1

, l'estimateur EVM de � et

�̂

2

1

, l'estimateur EVM de �

2

, est d�erite i-dessous [37℄ :

�̂

1

=

P

C

=1

lnS

s;

C

; (2.36)

�̂

2

1

=

P

C

=1

(lnS

s;

� �̂

1

)

2

C � 1

: (2.37)

Cette m�ethode revient �a ajuster une loi normale aux valeurs lnS

s;

. Nous obtenons �̂

1

=

5,60 et �̂

2

1

= 1,22. Un des probl�emes ave ette m�ethode est qu'elle n'est pas sans biais pour

la moyenne des dur�ees de servie. Il est faile d'observer e biais ave les estimateurs trouv�es.

La moyenne des dur�ees de servie que l'on obtient ave une loi lognormale de param�etres �̂

1

et �̂

2

1

est �egale �a expf�̂

1

+ �̂

2

1

=2g = 497,7 seondes, e qui est loin de la moyenne empirique

(440,2 seondes).

L'EVM n'est pas la seule m�ethode d'estimation possible. La m�ethode des moments est

une alternative qui nous permet de respeter la moyenne empirique. Nous avons d�ej�a d�erit

omment utiliser ette m�ethode pour estimer les param�etres de la loi lognormale. Cette

deuxi�eme m�ethode nous donne les estimateurs �̂

2

= 5,73 et �̂

2

2

= 0,72. Comme pr�evu, ette

m�ethode nous permet d'avoir une loi lognormale dont les param�etres respetent la moyenne

empirique. Nous observons le même ph�enom�ene pour la variane des dur�ees de servie. La

variane obtenue ave �̂

1

et �̂

2

1

est deux fois trop grande par rapport �a la variane empirique

tandis que la variane ave �̂

2

et �̂

2

2

respete �evidemment la variane empirique ar elle est

fontion des deux premiers moments.

La �gure 2.5 pr�esente la fontion de densit�e empirique et les fontions de densit�e pour

la loi lognormale ave les deux m�ethodes d'estimation. Même si nous obtenons une forme

semblable pour toutes les fontions, il est faile de voir qu'elles ne s'ajustent pas bien aux

donn�ees. Nous avons appliqu�e le test de Kolmogorov-Smirnov pour des param�etres inonnus

(\bootstrap"). Les p-valeurs obtenues sont tr�es petites (< 0; 001) et elles nous obligent �a

rejeter ette hypoth�ese qu'importe la fa�on d'estimer les param�etres.

L'ajustement d'une loi de probabilit�e sur C = 54444 observations est loin d'être une

tâhe faile. Ave une valeur aussi �elev�ee, il semble que n'importe quelle loi standard sera
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Figure 2.5 { Fontion de densit�e empirique pour les dur�ees de servie d'appels sortants

(ligne pleine) vs elles obtenues en alulant les EVM (ligne pointill�ee - - -) et les EMM

(ligne pointill�ee -�-) d'une loi lognormale.

rejet�ee : le test devient trop puissant. Il serait peut-être plus faile d'ajuster une loi sur

di��erents sous-groupes de donn�ees. Le groupement par intervalles de temps pourrait être une

bonne solution d'autant plus qu'il nous a donn�e de bons r�esultats pour la mod�elisation de

ertains aspets du entre d'appels. Nous allons supposer que les dur�ees de servie d'appels

sortants suivent une loi lognormale dont les param�etres varient par demi-heure. Il suÆt

de aluler les estimateurs pour haque demi-heure. Les p-valeurs obtenues nous obligent

enore une fois �a rejeter la mod�elisation.

Nous ne nous attendions pas �a avoir de si mauvais r�esultats ave la loi lognormale.

Dans un rapport d'�etape pour Bell [7℄, nous avions trouv�e que ette loi s'ajustait bien aux

6066 observations disponibles �a ette �epoque, ave une p-valeur de 0,7924. Cette p-valeur est

�elev�ee et on royait bien que la mod�elisation par la loi lognormale �etait bonne. L'expliation

de e rejet pourrait être que le entre d'appels �etudi�e est en onstante �evolution. Il n'y a

même pas un an qu'il a ouvert ses portes et plusieurs ajustements ont dû être faits. Les
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premi�eres donn�ees que nous avons analys�ees venaient d'un groupe d'agents et de lients

inexp�eriment�es. La moyenne des dur�ees de servie dans [7℄ �etait de 381 seondes tandis que

nous avons maintenant une moyenne de 440 seondes. De plus, on trouve que la proportion

d'appels ayant men�e �a une vente a onsid�erablement augment�ee dans les nouvelles donn�ees.

Elle est pass�ee de 1,75 % des appels �a 3,1 %. Cette augmentation est assez signi�ative

lorsqu'on sait que es appels demandent beauoup plus de temps de servie : moyenne de

1283 seondes vs 413 seondes pour les autres appels. Cette instabilit�e dans le entre nous

oblige �a modi�er notre mod�elisation du rapport [7℄.

Il existe aussi les distributions du syst�eme de Johnson qui sont d�e�nies par quatre

param�etres [37℄. Ces distributions pourraient peut-être bien s'appliquer �a notre probl�eme.

Le manque de temps nous a empêh�e d'explorer ette alternative. Nous en faisons tout

de même mention ar elle pourrait faire partie de la suite du projet. Il existe plusieurs

r�ef�erenes pertinentes sur l'estimation de es param�etres [28, 54, 50℄. Une autre alternative

serait d'�etudier les lois de type �-g�en�eralis�e [36℄. Enore une fois, ette possibilit�e n'a pas

�et�e exp�eriment�ee, mais elle pourrait faire partie de la suite du projet.

Dans notre analyse sur ette dur�ee de servie, nous avons observ�e une grande di��erene

entre la moyenne des appels menant �a une vente (1283 seondes) et la moyenne des autres

types d'appels (413 seondes). Nous avons pens�e d'exploiter ette observation en divisant

la mod�elisation en es deux types d'appels. Dans un premier temps, nous avons essay�e

d'ajuster une loi pour les dur�ees d'appels menant �a une vente. Quelques exp�erienes nous

ont fait d�eouvrir que nous ne pouvons pas rejeter l'hypoth�ese que es dur�ees suivent une

loi gamma de param�etres � = 538,1 et � = 2; 385. La p-valeur que nous avons trouv�ee est

�egale �a 0,144. Malgr�e e premier bon ajustement, nous n'avons pas pu trouver une autre loi

s'ajustant bien ave la dur�ee des appels ne menant pas �a une vente. Ce type de at�egorisation

semble une bonne id�ee qui pourrait être �etudi�ee dans la suite du projet.

Jusqu'�a pr�esent, nous sommes loin d'avoir obtenu une bonne mod�elisation pour ette

dur�ee de servie. L'ajustement \parfait" semble diÆile �a obtenir. Ce probl�eme pourrait

être r�egl�e en utilisant une fontion de r�epartition empirique onstruite par noyaux. La li-

brairie UNURAN (Universal Non-Uniform RANdom number generators) permet d'utiliser

une fontion qui g�en�ere des variables suivant une telle fontion de r�epartition [42℄. L'id�ee

de ette m�ethode onsiste �a hoisir une valeur parmi les donn�ees empiriques et de lui addi-

tionner un ertain bruit. Cei est �equivalent �a g�en�erer �a partir d'une densit�e �a noyaux dont
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la forme g�en�erale est d�e�nie par :

f

n

(x) =

1

nh

n

X

i=1

k((x� x

i

)=h); (2.38)

o�u k d�e�nit une fontion de densit�e et h est un fateur de lissage. Bref, son utilisation revient

�a d�eider d'une fontion de densit�e pour le bruit. La librairie UNURAN �xe initialement

un bruit Gaussien. En se r�ef�erant �a la �gure 2.4, nous voyons bien que l'utilisation d'un

tel bruit n'est pas l'id�eal pour la repr�esentation de la queue de la fontion de densit�e.

Nous avons pens�e �a une alternative qui serait d'ajuster une densit�e �a noyaux ave un bruit

Gaussien sur le logarithme naturel des donn�ees. Ce hoix est logique ar nous avons vu que

la densit�e empirique �etait assez pr�es de elle d'une loi lognormale et ainsi, le logarithme des

donn�ees doit être assez pr�es d'une loi normale. Cei va nous permettre d'avoir une meilleure

repr�esentation de la queue de la fontion de densit�e empirique. De plus, sa g�en�eration

demeure simple ar il suÆt de aluler l'exponentielle d'une valeur provenant de la densit�e

�a noyaux ave un bruit Gaussien. Nous allons exploiter ette possibilit�e dans nos mod�eles.

2.2.2 Le proessus de omposition d'appels sortants

Le proessus de omposition est un �el�ement important �a mod�eliser. Il est le prinipal

responsable de la performane d'un entre d'appels en mode mixte, i.e., 'est lui qui g�ere

indiretement le tra� d'appels sortants �a servir. Il exere une inuene sur le taux d'o-

upation des agents et sur la qualit�e de servie du entre. Une bonne ompr�ehension de

et aspet nous permettrait de mod�eliser orretement le proessus de omposition atuel.

Nous pourrions, par la suite, proposer et omparer de nouvelles politiques de omposition.

Cette tâhe de mod�elisation n'est pas si faile qu'elle peut le sembler. Comme nous l'avons

expliqu�e dans l'introdution, la omposition se fait par l'entremise d'un syst�eme d�evelopp�e

par la ompagnie Avaya. Bell onnâ�t peu d'informations sur le fontionnement interne

et l'algorithme de d�eisions de e syst�eme. Malheureusement, Bell est notre seule soure

d'informations pour mod�eliser e proessus. Cei implique que notre tâhe se ram�ene �a

mod�eliser un syst�eme qui nous apparâ�t omme une bô�te noire.

Cet obstale ne nous a pas vraiment empêh�e de d�evelopper des proessus de omposition

qui repr�esentent assez bien e que l'on retrouve dans le vrai entre d'appels, 'est-�a-dire

qui montrent des mesures de performane semblables �a elles observ�ees dans la r�ealit�e.

La simulation fut d'une grande utilit�e pour d�evelopper et surtout omparer les di��erents
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proessus de omposition.

Maintenant, nous allons pr�esenter un r�esum�e de statistiques reli�ees �a e syst�eme de

omposition automatique. Nous �etudions le nombre d'appels ompos�es, le nombre d'appels

rejoints et le nombre de \mismathes". Un \mismath" est d�e�ni par un lient rejoint ne

pouvant pas être servi imm�ediatement. Pour haun de es aspets, nous allons pr�esenter

une analyse sous la forme d'un intervalle de on�ane, en supposant que leur moyenne

tend vers la loi normale (th�eor�eme entrale limite [45℄). Les r�esultats se retrouvent dans les

tableaux 2.13 et 2.14.

Demi-heure i appels ompos�es lients rejoints servie requis \mismathes" �

i

14h00-14h30 86,8 � 11,9 19,6 � 2,4 18,5 � 2,3 0,9 � 0,2 0,27

14h30-15h00 169,8 � 16,8 39,2 � 3,6 35,6 � 3,3 2,9 � 0,4 0,27

15h00-15h30 202,4 � 16,8 52,6 � 4,1 48,4 � 4,0 3,3 � 0,4 0,28

15h30-16h00 229,9 � 18,0 60,9 � 4,2 55,5 � 4,0 3,6 � 0,4 0,29

16h00-16h30 165,5 � 14,4 50,5 � 4,0 45,8 � 3,7 3,3 � 0,4 0,29

16h30-17h00 124,1 � 10,9 41,5 � 3,7 37,2 � 3,6 3,2 � 0,4 0,30

17h00-17h30 92,5 � 9,2 34,7 � 3,5 30,3 � 3,2 2,8 � 0,3 0,33

17h30-18h00 125,3 � 9,5 50,9 � 3,7 46,1 � 3,6 3,4 � 0,4 0,37

18h00-18h30 83,7 � 7,8 36,6 � 3,1 33,3 � 3,0 2,3 � 0,4 0,40

18h30-19h00 86,9 � 8,1 35,9 � 3,1 33,0 � 3,0 2,3 � 0,3 0,38

19h00-19h30 84,5 � 7,3 37,3 � 3,2 34,2 � 3,0 2,6 � 0,4 0,41

19h30-20h00 109,3 � 8,4 48,2 � 3,7 44,8 � 3,6 2,8 � 0,4 0,41

20h00-20h30 98,4 � 7,0 44,6 � 3,3 40,6 � 3,3 2,8 � 0,4 0,41

Tableau 2.13 { Intervalle de on�ane (95%) sur le nombre d'appels ompos�es, le nombre de

lients rejoints, le nombre d'appels n�eessitant un temps de servie, le nombre de \mismat-

hes" et la proportion d'appels rejoints, durant haque demi-heure d'un jour de semaine.

Ces r�esultats seront utiles lorsque nous voudrons deviner la politique de omposition

atuellement utilis�ee par le entre d'appels. Par exemple, si nous voyons que notre mod�ele

provoque trop de \mismathes" par rapport �a la r�ealit�e alors nous allons diminuer l'agres-

sivit�e de son proessus de omposition.

La proportion des lients rejoints �a l'aide de la omposition d'appels sortants doit être
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Demi-heure i appels ompos�es appels rejoints servie requis \mismathes" �

i

10h00-10h30 44,1 � 16,5 19,0 � 5,0 18,0 � 4,6 1,0 � 0,5 0,41

10h30-11h00 47,1 � 12,3 18,4 � 4,3 17,0 � 3,9 1,3 � 0,7 0,36

11h00-11h30 38,6 � 10,9 15,9 � 3,7 11,7 � 2,7 0,8 � 0,4 0,30

11h30-12h00 52,7 � 13,4 15,9 � 3,7 14,8 � 3,4 1,0 � 0,4 0,28

12h00-12h30 43,7 � 14,3 14,1 � 4,2 12,7 � 3,6 1,1 � 0,6 0,29

12h30-13h00 29,7 � 10,9 10,4 � 3,6 9,3 � 3,3 1,0 � 0,5 0,31

13h00-13h30 40,6 � 10,9 12,3 � 2,9 11,2 � 2,7 1,0 � 0,4 0,28

13h30-14h00 60,4 � 15,5 18,8 � 4,4 17,1 � 4,0 1,7 � 0,5 0,28

14h00-14h30 62,4 � 13,6 19,9 � 3,9 17,7 � 3,4 2,1 � 0,7 0,28

14h30-15h00 79,8 � 12,3 24,5 � 4,1 21,7 � 3,8 2,4 � 0,7 0,27

15h00-15h30 70,5 � 17,3 23,0 � 4,4 21,1 � 4,1 1,5 � 0,4 0,30

15h30-16h00 81,6 � 15,0 24,6 � 4,3 21,6 � 3,9 2,5 � 0,7 0,27

16h00-16h30 90,9 � 18,4 31,9 � 5,5 28,9 � 5,0 2,6 � 0,7 0,32

16h30-17h00 36,0 � 10,3 13,6 � 3,7 11,2 � 3,1 1,6 � 0,6 0,31

Tableau 2.14 { Intervalle de on�ane (95%) sur le nombre d'appels ompos�es, le nombre

de lients rejoints, le nombre d'appels n�eessitant un temps de servie, le nombre de \mis-

mathes" et la proportion d'appels rejoints, durant haque demi-heure d'un samedi.

onsid�er�ee dans nos mod�eles. Les raisons pouvant empêher la onnexion pourraient être

dues �a l'indisponibilit�e du lient, �a l'oupation de la ligne t�el�ephonique, et.

�

A haque appel

ompos�e, nous allons lui assoier une probabilit�e que la ommuniation soit �etablie. Cette

probabilit�e se base sur les donn�ees reueillies. Nous allons la d�e�nir par la proportion du

nombre d'appels onnet�es sur le nombre d'appels ompos�es. Une fois de plus, nous allons

voir si le temps de la journ�ee a une inuene. Intuitivement, il semble qu'un lient sera plus

faile �a rejoindre vers l'heure du souper qu'en milieu d'apr�es-midi.

Les donn�ees pr�esentent un nombre de lients rejoints di��erent de l'addition du nombre

de \mismathes" et du nombre d'appels sortants servis. Cei est dû au fait qu'il y a des

ommuniations ave ertains lients d'appels sortants qui se terminent brusquement par des

erreurs du syst�eme. La mod�elisation du proessus de omposition ne tiendra pas ompte de

es erreurs. Nous allons supposer que les lients rejoints par le entre d'appels sont divis�es en

deux groupes : soit qu'ils re�oivent le servie imm�ediatement ou ils sont des \mismathes".
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Cette hypoth�ese modi�e la probabilit�e de rejoindre un lient. Le nombre d'appels rejoints

devient la somme des \mismathes" et des appels reevant un servie. Les tableaux 2.13 et

2.14 pr�esentent les probabilit�es observ�ees pour haque demi-heure des jours de semaine et

du samedi. Les r�esultats obtenus nous montrent bien que nous avions raison de supposer

que ette probabilit�e varie durant la journ�ee. En fait, nous avons presque deux fois plus de

hanes de rejoindre un lient en soir�ee que durant l'apr�es-midi.

2.3 Les pr�epos�es

La prohaine setion sera onsar�ee au groupe de pr�epos�es dont la tâhe est d'o�rir un

servie aux lients du entre d'appels. Jusqu'�a pr�esent, nous avons mod�elis�e des aspets

se rattahant �a es pr�epos�es. Les dur�ees de servie pour les appels sortants et entrants

en sont des exemples. A�n de ompl�eter notre mod�elisation d'un entre d'appels, nous

devons trouver une mani�ere de repr�esenter le nombre de pr�epos�es disponibles en tout temps.

L'analyse propos�ee s'appuie sur une base de donn�ees regroupant des informations sur le

nombre moyen d'agents en mode entrant et en mode mixte par demi-heure. Nous avons des

donn�ees sur 253 jours entre le 2 mai 2001 et le 4 mars 2002. Il est important de noter que

nous allons �eliminer les donn�ees d'avant le 6 juin 2001 ar le entre n'y traitait pas d'appels

sortants.

Il est aussi important de souligner que le nombre d'agents disponibles �a haque demi-

heure n'est pas vraiment un aspet �a mod�eliser. Il s'agit plutôt d'une variable de d�eision.

En fait, e nombre est e que les gens de Bell veulent qu'on les aide �a hoisir. Justement, les

mod�eles d�evelopp�es dans e projet seront utiles pour trouver le nombre d'agents �a plani�er

pour haque demi-heure a�n de respeter une ertaine qualit�e de servie. De plus, ils leur

permettront d'�evaluer la sensibilit�e du entre d'appels suite �a une variation dans le nombre

d'agents disponibles.

L'utilit�e de ette sous-setion est d'observer le nombre d'agents plani��e sous la politique

de gestion atuelle. Cette analyse permettra de alibrer nos mod�eles pour qu'ils repr�esentent

le plus �d�element la r�ealit�e. Ensuite, nous allons pouvoir voir et aspet omme une variable

de d�eision.
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2.3.1 Le nombre de pr�epos�es en fontion

La mod�elisation du nombre de pr�epos�es disponibles n'est pas une tâhe faile. Nous

devons repr�esenter des omportements humains et di��erents arrêts de travail (pauses, d̂�ners,

r�eunions, et.). Le entre dispose de deux groupes d'agents : un traitant les appels entrants

seulement et un autre fontionnant en mode mixte. Dans notre as, nous faisons l'hypoth�ese

que le nombre de pr�epos�es disponibles dans haun des groupes est onstant par demi-heure,

'est-�a-dire que le nombre peut être modi��e seulement �a la �n de haque demi-heure. Cei

permet d'avoir une disponibilit�e moyenne sans se pr�eouper des arrêts de travail. De plus,

ette mod�elisation est pratiquement la seule que nous pouvons proposer, ar la base de

donn�ees pr�esente seulement des observations agr�eg�ees par demi-heure.

Dans un premier temps, nous allons supposer que le nombre d'agents disponibles pour

une demi-heure sp�ei�que est le même de jour en jour. Le tableau 2.15 pr�esente le nombre

moyen d'agents dans les deux groupes pour haque demi-heure. Nous avons remarqu�e dans

les setions pr�e�edentes que le taux d'arriv�ee des appels d�epend de la journ�ee de la semaine.

Ainsi, nous pouvons supposer que le entre s'ajuste �a ette variation du taux d'arriv�ee.

Il est lair que le entre a besoin de plus d'agents disponibles pour les journ�ees o�u le

tra� d'arriv�ees est plus fort. Pour ette raison, une deuxi�eme analyse sera propos�ee et

tiendra ompte du jour de la semaine. Les tableaux 2.16 et 2.17 pr�esentent le nombre moyen

de pr�epos�es disponibles en fontion des demi-heures de haque jour de la semaine. Cette

hypoth�ese semble r�ealiste, ar nous voyons bien que la plani�ation du nombre d'agents est

assez di��erente d'un jour �a l'autre.

Dans l'introdution, nous avions dit que haque agent travaille g�en�eralement en mode

mixte pour les 3,5 derni�eres heures de sa journ�ee de travail. Cei est plus ou moins vrai

puisqu'il y a des agents en mode entrant entre 18h00 et 20h30. Il y a deux expliations

qui nous permettraient de omprendre e ph�enom�ene. Premi�erement, il y a des journ�ees

o�u on ne fait auune omposition d'appels sortants. Cei implique que les agents sont en

mode entrant tout au long de la journ�ee. La majorit�e de es journ�ees surviennent juste

apr�es l'inauguration du entre d'appels. La deuxi�eme expliation se base sur la �abilit�e du

syst�eme de omposition d'appels sortants. Sans en onnâ�tre n�eessairement les raisons, il

peut se produire une panne du syst�eme. Celle-i entrâ�ne l'arrêt de la omposition des appels

sortants et oblige tous les agents �a se mettre en mode entrant pour le reste de la journ�ee.
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Demi-heure Entrant Mixte Demi-heure Entrant Mixte

8h00-8h30 11,3 0 14h30-15h00 24,0 12,6

8h30-9h00 18,1 0 15h00-15h30 24,2 17,3

9h00-9h30 23,0 0 15h30-16h00 24,7 20,1

9h30-10h00 25,9 0 16h00-16h30 22,2 18,4

10h00-10h30 26,5 0 16h30-17h00 18,7 16,6

10h30-11h00 27,0 0 17h00-17h30 17,0 12,8

11h00-11h30 26,4 0 17h30-18h00 9,4 19,0

11h30-12h00 26,3 0 18h00-18h30 4,1 19,5

12h00-12h30 23,9 0 18h30-19h00 3,4 18,5

12h30-13h00 24,2 0 19h00-19h30 2,9 17,3

13h00-13h30 30,6 0 19h30-20h00 3,1 19,5

13h30-14h00 29,4 0 20h00-20h30 3,0 18,0

14h00-14h30 25,7 6,1

Tableau 2.15 { Nombre moyen d'agents disponibles en mode entrant seulement et en mode

mixte pour haque demi-heure des jours de la semaine (lundi, mardi, ..., vendredi).

Nous pourrions rendre la mod�elisation du nombre d'agents dans haque groupe plus

r�ealiste en ajoutant un peu de variane. Nous pourrions, par exemple, avoir un fateur

repr�esentant l'absent�eisme de la journ�ee. Le nombre d'agents disponibles ave e mod�ele

serait le nombre moyen multipli�e par e fateur. Ce type d'extensions ne fera pas partie de

e m�emoire, mais elle pourrait être �etudi�ee dans la suite du projet.

2.3.2 Le taux d'oupation des pr�epos�es

Un autre aspet int�eressant est le taux d'oupation des agents que l'on observe sous la

gestion atuelle du entre d'appels. Le taux d'oupation observ�e servira de t�emoin pour

ajuster nos mod�eles. Ensuite, il sera utile pour omparer l'avantage d'utiliser di��erentes

politiques de gestion.

La base de donn�ees sur le entre d'appels �etudi�e nous permet de aluler le taux d'o-

upation observ�e par demi-heure. Pour haque demi-heure, nous pouvons aluler la dur�ee

de servie totale assoi�ee aux appels entrants et elle aux appels sortants. La somme de es
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deux dur�ees nous donne le temps total durant lequel les agents sont oup�es. Ainsi, le taux

d'oupation se alule en divisant ette somme par la dur�ee totale o�u les agents �etaient

disponibles. Voii la formule pour aluler le taux d'oupation pour une demi-heure k :

tauxoup

k

=

TTA

e;k

+TTA

s;k

Disponibilit�e totale des agents pour la demi-heure k

; (2.39)

o�u TTA

x;k

est la dur�ee totale de servie (Total Time to Answer) pour les appels de type x

dans la demi-heure k. Il est important de noter que l'analyse sur plusieurs demi-heures ne

doit pas se faire en prenant la moyenne des taux d'oupation. La bonne m�ethode est de

aluler une moyenne pond�er�ee sur le temps de disponibilit�e des agents.

Nous allons analyser le taux d'oupation observ�e en moyenne sur une journ�ee, en

moyenne sur haque demi-heure et en moyenne sur haque demi-heure de haque jour de la

semaine. Les tableaux 2.18, 2.19 et 2.20 pr�esentent es analyses.

La premi�ere remarque que l'on pourrait faire est que nous observons un faible gain pour

les p�eriodes o�u les appels sortants sont permis, i.e., entre 14h00 et 20h30. Nous royons que

le taux d'oupation des agents devrait être signi�ativement plus �elev�e lorsque le entre est

en mode mixte (apr�es 14h00) que lorsqu'il op�ere seulement en mode entrant. Ces r�esultats

sugg�erent qu'il serait possible d'am�eliorer la politique de gestion.

Finalement, nous ne pouvons pas dire que le taux d'oupation des agents varie selon

le jour de la semaine (�a l'exeption enore une fois du samedi). Chaque jour pr�esente prati-

quement les mêmes omportements. On note, par exemple, un faible taux d'oupation des

agents pour les d�ebuts de journ�ee et pour l'heure avant le d�ebut de la omposition d'appels

sortants.
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lundi mardi merredi

Demi-heure Entrant Mixte Entrant Mixte Entrant Mixte

8h00-8h30 13,0 0,0 11,4 0,0 11,0 0,0

8h30-9h00 20,1 0,0 18,6 0,0 17,8 0,0

9h00-9h30 24,2 0,0 24,3 0,0 22,8 0,0

9h30-10h00 27,5 0,0 27,9 0,0 25,9 0,0

10h00-10h30 29,6 0,0 28,1 0,0 25,9 0,0

10h30-11h00 29,2 0,0 28,1 0,0 26,4 0,0

11h00-11h30 28,5 0,0 27,7 0,0 25,4 0,0

11h30-12h00 27,0 0,0 27,8 0,0 26,5 0,0

12h00-12h30 24,2 0,0 25,8 0,0 23,9 0,0

12h30-13h00 25,0 0,0 25,9 0,0 23,0 0,0

13h00-13h30 30,9 0,0 29,0 0,0 30,0 0,0

13h30-14h00 28,2 0,0 28,9 0,0 29,0 0,0

14h00-14h30 27,5 5,6 26,6 6,1 24,7 6,1

14h30-15h00 26,0 12,4 25,0 14,1 23,2 11,2

15h00-15h30 26,0 18,8 25,6 19,5 24,1 15,9

15h30-16h00 26,0 20,7 26,5 21,7 24,5 19,8

16h00-16h30 22,8 19,0 24,8 20,2 22,8 18,7

16h30-17h00 18,5 16,4 21,4 18,6 19,3 16,9

17h00-17h30 16,8 12,5 19,6 14,1 16,6 12,9

17h30-18h00 10,8 18,8 9,9 21,3 9,7 18,2

18h00-18h30 4,8 19,3 4,1 21,2 4,7 18,9

18h30-19h00 3,8 18,5 3,2 20,6 4,5 17,0

19h00-19h30 3,4 18,6 2,8 19,8 3,7 15,5

19h30-20h00 3,5 20,4 3,3 21,9 3,9 18,2

20h00-20h30 3,5 18,7 3,2 20,8 3,3 17,0

Tableau 2.16 { Nombre moyen d'agents disponibles en mode entrant et mixte pour haque

demi-heure du lundi, mardi et merredi.
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jeudi vendredi samedi

Demi-heure Entrant Mixte Entrant Mixte Entrant Mixte

8h00-8h30 10,8 0,0 10,2 0,0 0,0 0,0

8h30-9h00 17,3 0,0 17,0 0,0 7,1 0,0

9h00-9h30 22,2 0,0 21,6 0,0 16,4 0,0

9h30-10h00 24,3 0,0 24,4 0,0 14,6 0,0

10h00-10h30 25,3 0,0 23,9 0,0 7,4 7,3

10h30-11h00 26,1 0,0 25,5 0,0 3,4 12,8

11h00-11h30 25,3 0,0 25,4 0,0 2,7 12,9

11h30-12h00 24,7 0,0 25,6 0,0 2,6 14,7

12h00-12h30 23,2 0,0 22,6 0,0 2,0 12,7

12h30-13h00 23,8 0,0 23,3 0,0 1,7 10,9

13h00-13h30 31,7 0,0 31,4 0,0 1,8 10,8

13h30-14h00 30,8 0,0 29,9 0,0 2,1 13,5

14h00-14h30 24,9 6,9 25,0 5,4 2,2 13,7

14h30-15h00 23,9 13,9 21,8 11,4 2,4 13,8

15h00-15h30 24,1 17,4 21,2 15,3 2,6 13,6

15h30-16h00 24,7 19,6 22,2 18,9 2,4 13,2

16h00-16h30 21,5 16,9 19,5 17,1 2,7 15,0

16h30-17h00 17,7 15,8 16,8 15,6 1,7 9,4

17h00-17h30 17,6 12,7 14,6 11,8 0,0 0,0

17h30-18h00 8,9 19,1 7,9 17,4 0,0 0,0

18h00-18h30 3,3 20,5 3,5 17,9 0,0 0,0

18h30-19h00 2,8 19,1 2,8 17,3 0,0 0,0

19h00-19h30 2,5 17,4 2,3 15,6 0,0 0,0

19h30-20h00 2,5 19,7 2,6 17,5 0,0 0,0

20h00-20h30 2,6 18,7 2,5 14,9 0,0 0,0

Tableau 2.17 { Nombre moyen d'agents disponibles en mode entrant et mixte pour haque

demi-heure du jeudi, vendredi et samedi.
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Demi-heure % d'oupation Demi-heure % d'oupation

8h00-8h30 58,8 14h30-15h00 73,9

8h30-9h00 64,0 15h00-15h30 73,2

9h00-9h30 70,4 15h30-16h00 74,7

9h30-10h00 72,5 16h00-16h30 78,6

10h00-10h30 73,1 16h30-17h00 80,1

10h30-11h00 73,6 17h00-17h30 73,0

11h00-11h30 75,3 17h30-18h00 76,4

11h30-12h00 73,5 18h00-18h30 78,6

12h00-12h30 72,5 18h30-19h00 76,2

12h30-13h00 70,4 19h00-19h30 75,0

13h00-13h30 59,4 19h30-20h00 72,0

13h30-14h00 60,8 20h00-20h30 69,6

14h00-14h30 69,3 Toutes 72,1

Tableau 2.18 { Taux d'oupation (en pourentage) des agents en mode entrant et mixte

pour haque demi-heure des jours de la semaine (lundi, mardi, ..., vendredi).
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lundi mardi merredi

Demi-heure % d'oupation % d'oupation % d'oupation

8h00-8h30 60,0 58,7 57,4

8h30-9h00 63,8 64,6 63,1

9h00-9h30 68,7 71,0 68,8

9h30-10h00 71,4 72,2 71,3

10h00-10h30 72,7 72,0 71,3

10h30-11h00 76,1 71,1 71,5

11h00-11h30 74,5 74,9 73,3

11h30-12h00 74,5 71,6 71,4

12h00-12h30 76,2 70,3 71,3

12h30-13h00 74,9 69,3 69,2

13h00-13h30 62,9 60,2 59,9

13h30-14h00 68,6 61,4 58,2

14h00-14h30 70,3 68,3 68,8

14h30-15h00 75,1 72,7 73,9

15h00-15h30 73,0 74,0 71,5

15h30-16h00 75,7 73,4 74,5

16h00-16h30 81,4 77,6 77,9

16h30-17h00 81,8 78,3 81,4

17h00-17h30 71,9 71,4 75,0

17h30-18h00 76,5 76,0 78,4

18h00-18h30 77,2 80,0 80,8

18h30-19h00 78,5 76,3 80,5

19h00-19h30 75,1 76,3 75,8

19h30-20h00 75,6 72,5 68,1

20h00-20h30 69,4 69,8 70,6

Tableau 2.19 { Taux d'oupation (en pourentage) des agents en mode entrant et mixte

pour haque demi-heure du lundi, mardi et merredi.
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jeudi vendredi samedi

Demi-heure % d'oupation % d'oupation % d'oupation

8h00-8h30 58,5 59,1 |

8h30-9h00 63,4 65,1 55,8

9h00-9h30 71,5 72,1 37,7

9h30-10h00 72,8 74,9 46,3

10h00-10h30 74,1 75,8 75,0

10h30-11h00 72,9 76,2 81,4

11h00-11h30 77,7 76,0 79,8

11h30-12h00 76,2 73,6 75,9

12h00-12h30 72,4 72,2 80,6

12h30-13h00 68,5 69,6 79,2

13h00-13h30 57,5 56,7 79,0

13h30-14h00 58,9 57,7 71,3

14h00-14h30 69,5 69,7 72,3

14h30-15h00 72,8 75,1 72,6

15h00-15h30 72,1 76,2 74,4

15h30-16h00 74,8 75,3 73,4

16h00-16h30 78,2 77,8 71,0

16h30-17h00 80,2 78,8 70,7

17h00-17h30 74,1 72,6 |

17h30-18h00 76,2 74,7 |

18h00-18h30 79,3 75,0 |

18h30-19h00 73,3 72,5 |

19h00-19h30 74,3 73,4 |

19h30-20h00 73,5 70,4 |

20h00-20h30 68,6 69,4 |

Tableau 2.20 { Taux d'oupation (en pourentage) des agents en mode entrant et mixte

pour haque demi-heure du jeudi, vendredi et samedi.



Chapitre 3

Mod�ele \r�ealiste" et

exp�erimentations �a l'aide de la

simulation

La gestion dans les entres d'appels se base souvent sur des mesures de performane

obtenues �a l'aide de formules analytiques. La formule d'Erlang-C en est un exemple [19℄.

Elle est souvent utilis�ee pour plani�er le nombre n�eessaire d'agents a�n de satisfaire une

ertaine distribution du temps d'attente des lients. Ces formules ont l'avantage d'esti-

mer rapidement plusieurs mesures de performane dont la distribution du temps d'attente,

le taux d'oupation des agents, et. Le probl�eme est que es formules se basent sur des

mod�eles simples ne repr�esentant pas vraiment bien la r�ealit�e. Dans [6, 18, 33, 51℄, les auteurs

proposent l'alternative de la simulation. Celle-i permet l'utilisation d'un mod�ele plus om-

plexe et plus r�ealiste, et d'estimer les mêmes mesures qu'ave une formule analytique. Le

seul inonv�enient est qu'elle ne donne pas une mesure exate, mais on peut obtenir, ave un

grand nombre de r�ep�etitions, une valeur assez pr�eise sous forme d'intervalle de on�ane.

Le entre d'appels �etudi�e dans e m�emoire est loin d'être onventionnel. Nous avons des

appels entrants et sortants, deux groupes d'agents, un proessus de omposition d'appels

sortants, et d'autres partiularit�es. Cei nous laisse roire qu'il n'est pas appropri�e d'estimer

les mesures de performane de e entre d'appels �a l'aide des formules analytiques onnues.

La simulation pourrait être une bonne alternative. Klungle [33℄ d�erit les as o�u il est
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pr�ef�erable d'utiliser la simulation. Voii eux qui se rapportent �a notre as :

{ Auun mod�ele analytique disponible.

{ Mod�ele analytique trop omplexe �a r�esoudre.

{

�

Evolution possible du mod�ele (la simulation permet une adaptation plus faile �a des

hangements dans le entre).

{ Mod�ele demandant la repr�esentation de plusieurs d�etails.

L'ensemble de es raisons nous pousse �a onsid�erer s�erieusement l'utilisation de la simula-

tion. Ce hapitre sera onsar�e �a l'utilisation de la simulation pour faire l'�etude de entre

d'appels en mode mixte. Tout d'abord, nous allons d�erire les �etapes suivies pour onstruire

notre mod�ele le plus r�ealiste possible. La simulation de e mod�ele nous permettra d'obtenir

des estimations assez pr�eises sur plusieurs mesures. Ensuite, nous allons voir que la simu-

lation permet une grande vari�et�e d'exp�erimentations. Nous allons l'utiliser pour �etudier la

sensibilit�e du entre d'appels sous di��erents s�enarios.

3.1 Mod�ele \r�ealiste"

Dans ette setion, nous allons pr�esenter la m�ethode utilis�ee pour la onstrution d'un

mod�ele repr�esentant le entre d'appels �etudi�e. Ce mod�ele a la seule ontrainte d'être simu-

lable. Le proessus de onstrution est r�esum�e �a la �gure 3.1.

Dans un premier temps, nous devons d�e�nir les objetifs du mod�ele. Dans notre as,

ils ont �et�e d�e�nis dans l'introdution. En guise de rappel, nous pouvons les r�esumer en

disant que nous voulons d�evelopper un mod�ele r�ealiste et exible permettant d'analyser le

omportement du entre d'appels sous di��erentes politiques de gestion. L'�etape suivante

est la ueillette et l'analyse de donn�ees sur le entre d'appels. Tout d�ependant des donn�ees

disponibles, es analyses �xent les param�etres du mod�ele. Nous avons d�ej�a onsar�e le

hapitre 2 �a ette tâhe.

Dans la troisi�eme �etape, on tente de onstruire un mod�ele �a l'aide de l'analyse de

es donn�ees et d'informations obtenues sur le entre. Ensuite, nous allons faire quelques

exp�erimentations pour v�eri�er si l'on doit faire un retour aux �etapes de la ollete de donn�ees

et de oneption du mod�ele. Ce retour sera jug�e n�eessaire dans le as o�u le mod�ele manque

de r�ealisme. Nous allons faire des hangements jusqu'�a l'obtention d'un mod�ele \satisfai-

sant", 'est-�a-dire elui qui pr�esente des mesures de performane les plus semblables �a elles
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D�e�nition du probl�eme et objetifs

?

Collete de donn�ees

?

6

Coneption du mod�ele

?

6

�

Exp�erimentations

Figure 3.1 { Proessus pour la onstrution d'un mod�ele de simulation pour un entre

d'appels.

que l'on observe dans le vrai entre d'appels. Un mod�ele \insatisfaisant" est souvent orrig�e

par une ueillette de donn�ees plus pr�eise, mais ei ne s'applique pas vraiment �a notre

as, ar les donn�ees plus pr�eises ne sont pas disponibles. Nous allons tenter d'am�eliorer

notre mod�ele en proposant de nouvelles heuristiques sur ertains aspets n�ebuleux du entre

d'appels dont le syst�eme de omposition d'appels sortants, la patiene des lients, et. Les

mesures d'int�erêt seront les volumes d'appels entrants et sortants servis, le taux d'oupa-

tion, le pourentage d'appels entrants devant attendre moins de 20 seondes dans la �le,

et. Pour haune d'entre elles, nous allons modi�er notre mod�ele a�n de minimiser l'�eart

qui s�epare es mesures simul�ees sur haque demi-heure ave elles obtenues ave les donn�ees

r�eelles sur le entre.

Les deux premi�eres �etapes de la �gure 3.1 ont d�ej�a �et�e faites dans les hapitres pr�e�edents.

L'�etape suivante onsiste �a onevoir un mod�ele math�ematique repr�esentant le entre d'ap-

pels. Son but prinipal est d'être simulable a�n d'estimer ses mesures de performane. Cette

n�eessit�e nous a amen�e �a onstruire une librairie logiielle pour la simulation d'un tel mod�ele

math�ematique. Nous avons divis�e notre logiiel en modules dont la struture s'inspire de la

�gure 1.1 : on onsare un module �a haune des bô�tes du diagramme et les �ehes entre

les bô�tes repr�esentent les interrelations qui sont permises entre les modules.

La division du mod�ele math�ematique en modules est tr�es pratique. Elle permet d'avoir
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une bonne ompr�ehension de la struture et des relations entre les di��erents aspets du

mod�ele en faisant abstration de plusieurs d�etails. De plus, elle permet une stabilit�e dans

la struture g�en�erale du mod�ele même lorsque elui-i �evolue. La modi�ation de ertains

d�etails se fait �a l'int�erieur du module orrespondant et ne onerne pas les autres modules.

Notre logiiel doit utiliser plusieurs outils de simulation dont une liste d'�ev�enements, des

g�en�erateurs pseudo-al�eatoires, des outils statistiques, et. Au lieu de programmer es outils,

nous avons d�eid�e d'utiliser une librairie de simulation g�en�erale qui s'applique bien �a nos

besoins. Il existe un bon hoix de logiiels disponibles. Le plus onnu est sûrement Arena

qui permet une onstrution graphique. Ce logiiel ommerial a plusieurs d�esavantages.

Premi�erement, il n'est pas gratuit et n'est pas reonnu pour faire des simulations rapides.

Ensuite, son interfae graphique est pratique pour la simulation de mod�eles onventionnels,

mais son utilisation devient lourde pour les as sp�eiaux. Notre entre d'appels a plusieurs

partiularit�es qui pourraient alourdir l'utilisation de e logiiel. En plus, la onstrution

graphique de mod�ele n'est pas vraiment un avantage puisque la librairie sera utilis�ee par

des gens ayant des bonnes onnaissanes en programmation. Ces raisons nous poussent �a

onsid�erer d'autres alternatives.

Dans [41℄, les auteurs �enum�erent quelques logiiels r�epondant �a nos besoins. Ceux-i

utilisent une grande diversit�e de langages de programmation : C, FORTRAN, Modula-2,

Java, et. Leurs avantages et d�esavantages proviennent la plupart du temps du langage de

programmation utilis�e. P. L'Euyer, professeur �a l'Universit�e de Montr�eal, et son �equipe

ont onstruit di��erentes librairies d'outils pour la simulation en g�en�eral. Ces progiiels sont

disponibles en 3 langages de programmation : SIMOD en Modula-2 [38℄, SSC en C [40℄

et SSJ en Java [39℄. Cette option est int�eressante pour plusieurs raisons. Premi�erement,

les librairies sont \open-soure" et gratuites. Cei permet l'ajout d'une ouhe logiielle

pouvant traiter plus partiuli�erement les mod�eles de entres d'appels. Le hoix de la version

�a utiliser dans le adre de e m�emoire ne fut pas diÆile. Tout d'abord, nous avons �elimin�e

SIMOD puisque le langage Modula-2 n'est plus support�e. Ensuite, nous avons �elimin�e la

version Java malgr�e son avantage de permettre une programmation-objet mieux adapt�ee

aux entres d'appels. Nous avons eu peur que SSJ soit trop lent pour la simulation de nos

mod�eles. Nous avons alors hoisi SSC omme base �a notre librairie de simulation de entre

d'appels et ainsi, elle est enti�erement programm�ee en C. Lors de son d�eveloppement et de

son utilisation, nous avons mis en doute notre hoix. Dans un premier temps, nous avons
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r�ealis�e qu'une bonne programmation-objet aurait aid�e �a la lart�e et �a la ompr�ehension

de notre librairie. La division du mod�ele math�ematique en modules sugg�ere l'utilisation

d'une programmation-objet. Nous nous sommes rendus ompte que le langage C omplexi�e

l'utilisation et le d�eveloppement d'un logiiel modulaire. Nous nous sommes même demand�es

si la rapidit�e du langage C �etait futile par rapport au gain que l'on ferait en lart�e ave

l'utilisation du langage Java. De plus, l'artile [41℄ montre que la rapidit�e de SSJ n'est pas si

mauvaise par rapport �a SSC. Ces raisons nous laissent roire qu'une implantation du logiiel

pour la simulation de entre d'appels en Java serait peut-être souhaitable. Il en demeure

que notre version en C est suÆsante pour l'instant. Cette proposition de tradution et de

r�eorganisation de notre librairie est une suggestion qui pourrait faire partie d'un futur projet

de mâ�trise.

Nous allons maintenant pr�esenter les di��erents modules de la librairie. Ceux-i donnent

la struture du mod�ele. Les modules Inall, Outall, Waitqueue, Dialer et Servers repr�esentent

respetivement les appels entrants, les appels sortants, la �le d'attente, le syst�eme de ompo-

sition d'appels sortants et les agents. Le logiiel ajoute les modules Distribution et Statisti

qui permettent de g�en�erer des variables al�eatoires arat�eris�ees par des lois ou des proessus

stohastiques non onventionnels et de umuler des statistiques journali�eres sur des mesures

de performane du mod�ele. Le d�eveloppement des modules s'est fait �a l'aide des analyses

pr�esent�ees au hapitre 2 et de di��erentes informations obtenues par l'entremise d'employ�es

travaillant pour Bell.

3.1.1 Constrution d'un mod�ele repr�esentant le entre d'appels

Dans ette sous-setion, nous allons d�erire un premier mod�ele onstruit �a l'aide de notre

librairie de simulation. Nous allons d�e�nir le omportement des modules et les interations

possibles entre eux. Des d�etails plus sp�ei�ques sur la librairie se retrouvent dans son guide

d'utilisation en annexe.

Module \Inall"

Ce module repr�esente les aspets reli�es aux appels entrants. On y mod�elise le proessus

stohastique des arriv�ees d'appels et le temps maximal d'attente aept�e (A

e

) des lients

entrants. On alule aussi des statistiques sur le volume journalier et par demi-heure d'appels



69

entrants arriv�ees, servis, perdus, ayant attendu plus de 20 seondes, et.

Le proessus d'arriv�ee d'appels utilis�e est elui qui semble le plus pr�es de la r�ealit�e parmi

eux �etudi�es �a la sous-setion 2.1.1. Ce dernier est le proessus de Whitt ave un fateur

W d�e�nie par une loi gamma. En guise de rappel, il s'agit d'un proessus de Poisson qui

d�e�nit, pour haque journ�ee, un fateur al�eatoire W multipliant une fontion d�eterministe

de taux d'arriv�ee �(t) = �

i

lorsque t est dans la demi-heure i. Ce proessus semble assez

rihe et ses hypoth�eses semblent logiques.

La simulation de e genre de proessus est assez simple. Au d�ebut d'une journ�ee, on

g�en�ere une variable W suivant la loi gamma d�e�nit par les param�etres �̂

0

et

^

�

0

estim�es dans

la sous-setion 2.1.1. L'algorithme utilis�e pour g�en�erer une telle variable al�eatoire est elle du

module Rand1 de la librairie de simulation SSC. Celui-i utilise la m�ethode d'aeptation-

rejet d�erite dans [14℄. Soit w la valeur prise par W , nous allons maintenant supposer que

les arriv�ees suivent un proessus de Poisson non homog�ene de taux w�(t). Nous allons

r�ep�eter es �etapes au d�ebut de haque nouvelle journ�ee. La m�ethode utilis�ee pour g�en�erer le

proessus de Poisson non homog�ene est l'inversion et elle est d�erite dans [37℄. Nous allons

toutefois en faire le rappel et l'appliquer au as d'une fontion de taux d'arriv�ee lin�eaire

par moreaux. Supposons que nous sommes �a l'instant t

i�1

, que  est l'instant du prohain

hangement de taux d'arriv�ee. Voii la m�ethode pour g�en�erer l'instant t

i

du prohain appel :

1. Posons t = t

i�1

2. G�en�ere X omme une exponentielle de taux w�(t)

3. t

i

= t+X

4. Tant que t

i

> 

(a) X = � t+ (t

i

� )(w�(t))=(w�())

(b) t

i

= t+X

() si t

i

>  :  = prohain instant de hangement de taux

5. Retourne t

i

La fontion pour g�en�erer une exponentielle est l'inversion (p.460 [37℄). Dans nos simulations,

les instants d'arriv�ee t

1

; t

2

; : : : sont g�en�er�es les uns �a la suite des autres �a l'aide de et

algorithme. D�es qu'un appel est arriv�e, on plani�e l'arriv�ee du prohain. Nous n'avons pas

�a tenir ompte des heures d'ouverture du entre d'appels, ar la fontion de taux s'en harge.

Le deuxi�eme aspet �a simuler est le temps maximal d'attente aept�e. La sous-setion
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2.1.3 ne traite pas de et aspet puisqu'il n'existe pas de donn�ees pertinentes sur le sujet.

Quelques exp�erienes de simulation nous ont permis d'observer des mesures de performane

assez r�ealistes en supposant la variable A

e

de loi exponentielle mixte. Dans 0; 5 % des as

nous utilisons une loi exponentielle ave une moyenne �egale �a 3 seondes et dans 99; 5 % des

as nous utilisons la loi exponentielle ave une moyenne variant dans le temps : �egale �a 400

seondes pour la p�eriode 8h00-9h30, 700 seondes pour la p�eriode 9h30-10h30, 600 seondes

pour la p�eriode 10h30-13h00, 500 seondes pour la p�eriode 13h00-19h30, 100 seondes pour

la p�eriode 19h30-20h00 et 50 seondes pour la p�eriode 20h00-20h30. Cette ombinaison de loi

exponentielle nous permet de repr�esenter une faible proportion de lients tr�es peu patients.

Nous avons observ�e la pr�esene de e type de lients dans les donn�ees sur la distribution

de l'attente des abandons (voir sous-setion 2.1.3). Les moyennes pour le deuxi�eme type de

lient ont �et�e hoisies a�n de minimiser la distane sur haque demi-heure entre le nombre

d'abandons simul�e et elui observ�e dans les donn�ees sur le entre d'appels. Cette m�ethode

ne garantit pas une mod�elisation r�ealiste, mais 'est le mieux que nous puissions faire. Nous

allons avoir besoin de g�en�erer ette variable uniquement dans le as o�u un lient doit être

ins�er�e dans la �le d'attente. La g�en�eration se fera �a l'aide de la m�ethode d'inversion pour une

variable exponentielle (p.460 [37℄). Lorsqu'un serveur tentera de servir un lient provenant

de la �le d'attente, nous devons v�eri�er s'il a attendu plus longtemps que son A

e

. Si 'est

le as alors nous avons un nouvel abandon et l'agent tente de servir un autre lient. Sinon,

le lient quitte la �le et d�ebute son servie.

Ce module peut interagir ave les autres modules. Ceux-i peuvent le questionner sur

des statistiques onernant les appels entrants : distribution sur le temps d'attente, nombre

d'abandons, et. Ils peuvent aussi obtenir un indie de qualit�e de servie sur les appels

entrants. Dans notre as, et indie est le pourentage d'appels entrants ayant attendu plus

de 20 seondes au ours des 10 derni�eres minutes. De plus, e module doit ommuniquer

ave le module des serveurs pour l'informer de haque arriv�ee d'appel entrant.

Module \Servers"

Les groupes d'agents dans le entre d'appels sont repr�esent�es par e module. Dans l'intro-

dution, nous avons d�erit qu'il y avait deux groupes de pr�epos�es. Les pr�epos�es du premier

groupe ne servent que les appels entrants tandis que eux du deuxi�eme servent autant les

appels entrants que sortants. A�n de simpli�er l'�etude de es deux groupes, nous allons
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d�enoter le premier groupe par la lettre I et le deuxi�eme par la lettre B. La division en deux

groupes ne doit pas être n�eglig�ee, ar la simulation d'un mod�ele ave un seul groupe en

mode mixte donne des r�esultats erron�es. Dans le rapport [7℄, nous avions eu l'information

que tous les agents �etaient de type B apr�es 14h00. La simulation de e mod�ele nous donnait

un taux d'oupation des agents et un volume d'appels sortants trop �elev�es par rapport

aux valeurs observ�ees dans la r�ealit�e. En supposant que tous les agents pouvaient traiter les

deux types d'appels, nous obtenions une meilleure performane du entre d'appels. Nous

avons obtenu des mesures plus r�ealistes d�es que nous avons orrig�e le mod�ele.

Il est important de noter que le nombre d'agents dans haque groupe est une variable de

d�eision, i.e. Bell veut qu'on les aide �a trouver le nombre d'agents �a plani�er dans haque

groupe. Pour l'instant, nous allons utiliser le nombre d'agents disponibles alul�e dans la

sous-setion 2.3.1. L'utilisation de ette disponibilit�e d'agents nous permettra de d�evelopper

un mod�ele qui pr�esente des mesures de performane r�ealistes ave les variables de d�eision

atuelles. Par la suite, nous allons pouvoir voir le nombre d'agents dans les deux groupes

omme une variable de d�eision.

Notre mod�ele math�ematique fait l'hypoth�ese que nous avons un nombre d'agents dans

haque groupe qui est onstant par demi-heure. Cette hypoth�ese permet d'obtenir une

moyenne du nombre d'agents au travail sans se pr�eouper des pauses-af�e, des s�eanes de

formation, des d̂�ners, et. Nous avons �elimin�e es d�etails, ar nous aurions des simulations

plus lentes, et les donn�ees reueillies ne nous permettent pas de mod�eliser e genre de d�etails.

Au ours d'une simulation, e module fournit le nombre d'agents disponibles, oup�es et

libres dans haque groupe.

En plus de mod�eliser le nombre d'agents disponibles, e module s'oupe de la dur�ee de

servie pour haque type d'appels. Dans les sous-setions 2.1.2 et 2.2.1, nous avons tent�e

de mod�eliser respetivement la dur�ee de servie pour les appels entrants et elle pour les

appels sortants. La sous-setion 2.1.2 mentionne que l'analyse sur les appels entrants se

base sur l'oupation des agents ave e type d'appels. Cette information biaise quelque

peu l'analyse sur les dur�ees de servie individuelles. A�n de r�eduire e biais, nous avons

estim�e les param�etres d'une loi gamma sur des donn�ees agr�eg�ees pour quelques demi-heures

semblables. Le tableau 3.1 pr�esente les param�etres estim�es de la loi gamma que nous allons

utiliser dans notre mod�ele. Le hoix de la loi gamma vient du fait que nous n'avons pas

r�eussi �a rejeter indiretement ette hypoth�ese. Enore une fois, nous utilisons l'algorithme
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Demi-heure �̂

^

�

8h00-12h00 0,729 817,0

12h00-14h30 0,620 927,6

14h30-16h30 0,755 753,8

16h30-18h30 0,553 996,9

18h30-20h30 0,510 1018,6

Tableau 3.1 { Param�etres de la loi gamma repr�esentant les dur�ees de servie d'appels en-

trants.

de SSC pour g�en�erer une telle variable al�eatoire.

Dans la sous-setion 2.2.1, nous avons eu de la diÆult�e �a ajuster une loi sur les dur�ees

d'appels sortants empiriques. En fait, nous n'avons pas r�eussi �a obtenir une mod�elisation que

nous ne rejetions pas. Nous aurions pu utiliser la loi Weibull ave les param�etres alul�es

dans la sous-setion 2.2.1 puisqu'elle pr�esente la plus petite di��erene entre la fontion

de distribution estim�ee et empirique. Au lieu de se ontenter de la moins pire, nous allons

utiliser l'avantage d'avoir un grand nombre d'observations et g�en�erer les dur�ees individuelles

�a partir d'une fontion de r�epartition empirique onstruite par noyaux. Nous avons d�ej�a

d�erit l'id�ee derri�ere ette m�ethode �a la �n de la sous-setion 2.2.1. La librairie UNURAN

nous permet d'inlure ette m�ethode dans notre librairie de simulation. Des informations

suppl�ementaires sont disponibles dans le guide d'utilisation de la librairie UNURAN [42℄.

Nous allons maintenant d�erire les interations possibles ave les autres modules. Tout

d'abord, le servie d'un appel entrant ou sortant n�eessite toujours l'intervention de e

module. Pour d�ebuter le servie d'un appel, il faut qu'il y ait au moins un agent de libre

pouvant servir e type d'appel. Dans le as o�u il n'y a pas d'agent inoup�e, nous fai-

sons appel au module de la �le d'attente pour qu'il puisse traiter son attente. Dans le as

ontraire, nous pouvons servir l'appel et plani�er sa �n du servie selon la loi assoi�ee �a sa

dur�ee de servie et l'instant ourant.

�

A la �n du servie, nous lib�erons l'agent et on tente

de lui assoier un appel en attente. Cei implique que le groupe d'agents doit s'informer

sur la possibilit�e de servir un lient en attente. Ensuite, s'il reste des agents inoup�es alors

on demande au syst�eme de omposition d'appels sortants de d�eider du nombre d'appels

sortants suppl�ementaires �a omposer. L'algorithme de d�eision du syst�eme de omposition

se trouve dans le module Dialer. Nous faisons l'hypoth�ese que le syst�eme de omposition
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prend une d�eision �a haque �n de servie d'un appel.

Les autres modules ont quelquefois besoin de onnâ�tre l'�etat des groupes de pr�epos�es.

Nous d�e�nissons et �etat par le nombre d'agents disponibles et libres dans haque groupe. Il

se peut, par exemple, que l'algorithme de d�eision pour le syst�eme de omposition d'appels

sortants ait besoin de ette information. En tout temps, il est possible de onnâ�tre l'�etat

en questionnant e module.

Finalement, le module se harge aussi de faire une ueillette de statistiques sur les agents.

Celles-i nous permettent de onnâ�tre le taux d'oupation des agents, le volume d'appels

entrants servis, le volumes d'appels sortants servis, et.

Module \Waitqueue"

Les d�etails onernant la �le d'attente sont mod�elis�es dans e module. Nous faisons

l'hypoth�ese que la �le d'attente est de apait�e in�nie. La r�egle de priorit�e pour les appels

entrants est du type premier arriv�e - premier servi (FIFO : Firts In First Out). Il n'y a

qu'une seule �le pour les appels entrants et sortants, mais les appels sortants ont priorit�e

sur les appels entrants.

Pour haque arriv�ee d'appel, on demande aux groupes de serveurs de d�ebuter son servie

imm�ediatement. Si e n'est pas possible alors on ins�ere et appel dans la �le d'attente : �a la

�n pour un appel entrant et apr�es le dernier appel sortant pour un appel sortant. Au moment

de l'insertion, on lui assoie un temps maximal d'attente aept�e A qui est alul�e par le

module orrespondant �a son type d'appel. La �le d'attente se lib�ere lorsque nous avons un

abandon ou lorsque les groupes d'agents demandent �a servir des appels en attente. Dans le

dernier as, on donne aux agents le premier appel valide dans la �le dont le temps d'attente

r�eel n'a pas d�epass�e son A.

�

A haque fois que l'attente d'un lient d�epasse son A, nous avons

un nouvel abandon.

En plus de g�erer les relations des autres modules ave la �le d'attente, e module permet

de aluler plusieurs statistiques. Nous alulons le temps d'attente moyen par appel, la

taille moyenne de la �le, et. Ces mesures seront utiles pour estimer l'attente g�en�er�ee sous

di��erents s�enarios.
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Module \Dialer"

Dans l'introdution, nous avons disut�e du probl�eme assoi�e �a la mod�elisation du syst�eme

de omposition des appels sortants. En guise de rappel, nous avions not�e qu'il y a tr�es peu

d'informations disponibles sur l'algorithme de d�eision d�evelopp�e par la ompagnie Avaya.

Suite �a quelques disussions ave des gens ayant suivi une formation sur le syst�eme, nous

savons qu'il se base, entre autres, sur le nombre d'agents libres et sur une ertaine mesure de

la qualit�e de servie. Dans notre mod�ele, nous pouvons avoir a�es au nombre d'agents libres

en questionnant le module Servers et nous pouvons avoir l'information sur une mesure de

qualit�e de servie en questionnant les di��erents modules. Nous avons eu l'information que le

syst�eme de omposition r�eel onsid�ere le pourentage d'appels entrants ayant attendu plus

de 20 seondes au ours des 10 derni�eres minutes. Ce pourentage est alul�e en temps r�eel

par un syst�eme nomm�e MAX. Il est possible de reproduire ette information dans notre

mod�ele, mais le temps de mise-�a-jour ralentit �enorm�ement la vitesse de nos simulations.

Nous avons d�eid�e d'agr�eger par minute les informations n�eessaires au alul de ette

qualit�e de servie a�n d'a�el�erer la simulation. Ainsi, le alul se fait en observant les 10

derni�eres minutes. Cette heuristique permet d'avoir un indie de la qualit�e de servie �able

et rapide �a obtenir. Le probl�eme est que nous n'avons auune id�ee omment le vrai syst�eme

utilise ette valeur. Au ours d'une simulation, ette valeur est fournie par le module Inall.

Les rapports [7, 8, 21, 20℄ pr�esentent une petite partie des algorithmes de d�eisions que

nous avons test�es. Di��erentes exp�erimentations nous ont permis de d�evelopper un algorithme

de d�eisions qui semble produire un omportement assez pr�es de elui observ�e dans la r�ealit�e.

Le rit�ere de r�ealisme se base sur une omparaison entre les mesures de performane simul�ees

et elles obtenues ave les donn�ees sur le entre d'appels r�eel. Nous avons retenu l'algorithme

qui pr�esentait le plus faible �eart.

Nous allons maintenant d�erire l'algorithme utilis�e dans notre mod�ele.

�

A haque �n du

servie d'un lient, nous d�eidons du nombre d'appels sortants suppl�ementaires �a omposer.

Tout d'abord, on v�eri�e les trois onditions suivantes : si le nombre d'agents libres dans

le groupe B est sup�erieur �a 2, si le nombre total d'agents libres dans les deux groupes est

sup�erieur �a 4 et si plus de 75 % des appels entrants depuis les 10 derni�eres minutes ont

attendu moins de 20 seondes. Si es trois onditions ne sont pas toutes satisfaites, on n'ef-

fetue auune omposition d'appel. Dans le as ontraire, le nombre d'appels �a omposer
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est �egal �a deux fois le nombre d'agents libres dans le groupe B si le pourentage de \mismat-

hes" depuis les 15 derni�eres minutes ne d�epasse pas 8% et �a seulement une fois le nombre

d'agents libres dans le groupe B sinon. Il est important de noter que nous ne supposons pas

que et algorithme est optimal. Le but de et exerie est d'obtenir un mod�ele qui semble

r�ealiste par rapport �a e que nous observons pr�esentement dans le entre d'appels. Nous

allons pr�esenter des am�eliorations possibles �a e proessus de omposition dans la suite du

m�emoire. En plus d'avoir �a mod�eliser un syst�eme de omposition inonnu, notre mod�ele

doit tenir ompte d'un fateur humain qui repr�esente les d�eisions prises par les gestion-

naires d'a�es. Ces derniers peuvent avoir une grande inuene sur la performane du entre

d'appels. Le proessus de omposition se termine 5 minutes avant la �n de la journ�ee. Il est

inutile d'appeler des lients en sahant que le entre d'appels ferme bientôt et 'est la r�egle

pr�esentement utilis�ee dans le entre.

Pour haque appel ompos�e, on doit mod�eliser si le lient a pu être rejoint. Nous avons

analys�e et aspet dans le hapitre 2. La sous-setion 2.2.2 pr�esente les probabilit�es de

onnexion pour les appels sortants qui d�ependent de l'heure de la journ�ee. Notre mod�ele

utilise exatement es probabilit�es. Pour haque appel ompos�e �a l'instant t, nous allons

g�en�erer une variable Z suivant une Bernouilli de probabilit�e �

i

lorsque t est dans la demi-

heure i. Il suÆt de g�en�erer U une variable uniforme(0,1) et de �xer la valeur 1 �a Z si U < �

i

et la valeur 0 sinon. La valeur Z = 1 est assoi�ee �a une onnexion r�eussie.

Finalement, le module reueille quelques statistiques journali�eres sur le syst�eme de om-

position. Le nombre d'appels ompos�es, le nombre de lients rejoints et le nombre de \mis-

mathes" sont les prinipales statistiques d'int�erêt.

�

A tout moment, le module peut om-

muniquer es informations aux autres modules.

Module \Outall"

Ce module g�ere les aspets reli�es aux lients d'appels sortants. On y mod�elise le temps

maximal d'attente aept�e A

s

dans la �le d'attente. Le mod�ele suppose que le lient d'un

appel sortant est prêt �a attendre 5 seondes au maximum et il rarohe ensuite. Cette dur�ee

pourrait être assoi�ee �a un message enregistr�e que le entre fait �eouter au lient rejoint.

En d'autres mots, le lient �eoute le message et ensuite, il rarohe la ligne si son servie

ne peut pas d�ebuter imm�ediatement. Cette hypoth�ese semble logique, ar il y a tr�es peu de
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hane qu'une personne reevant un appel ait la patiene d'attendre. Cette aÆrmation ne

se base sur auune donn�ee, ar nous n'avons pas a�es �a ette information.

Ce module interagit ave les autres modules de la librairie. Le module du syst�eme de

omposition informe e module �a haque fois qu'un nouvel appel sortant a �et�e rejoint.

Ensuite, il avise le groupe de serveurs qu'il y a un nouvel appel sortant �a servir.

Tout au long de la simulation, e module reueille des mesures sur les appels sortants

dont le nombre d'appels servis et la distribution de son attente. Il est possible d'obtenir es

statistiques en questionnant le module.

Autres modules

Notre librairie de simulation omprend trois autres modules qui n'inuenent pas la

struture du mod�ele. Un premier qui permet de g�en�erer des variables al�eatoires suivant une

loi ou un proessus stohastique non onventionnel. Un autre qui r�eolte des mesures jour-

nali�eres sur le mod�ele simul�e et qui permet de pr�esenter un rapport sur elles-i (sous forme

d'intervalles de on�ane). Finalement, le dernier module initialise les modules �a haque

d�ebut de journ�ee et g�ere la simulation du mod�ele sur plusieurs journ�ees. Des informations

plus d�etaill�ees sont disponibles dans le guide d'utilisation fourni en annexe.

3.1.2 Simulation du mod�ele

Nous allons maintenant d�erire le d�eroulement de la simulation d'une journ�ee. Au d�ebut

de haque journ�ee, on initialise tous les modules de la librairie de simulation. Ensuite, on

plani�e la premi�ere arriv�ee �a partir de 7h55 et on d�ebute la journ�ee �a 8h00 ave un entre

d'appels vide. Nous laissons les modules interagir entre eux jusqu'�a 14h00, l'instant o�u nous

ativons le syst�eme de omposition des appels sortants. Cei signi�e que le module Dialer

devient atif apr�es 14h00. Ensuite, nous arrêtons les arriv�ees des appels entrants �a 20h30 et

la omposition d'appels sortants �a 20h25. La simulation d'une journ�ee se termine lorsque

le dernier lient restant dans le entre d'appels a �et�e servi. Au ourant de la simulation

de plusieurs journ�ees, on umule des mesures journali�eres et par demi-heure sur di��erents

aspets du entre.

�

A la �n, nous pr�esentons un r�esum�e de es mesures en supposant que les

journ�ees simul�ees sont ind�ependantes entre elles.
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Lorsqu'on simule le mod�ele, on remarque des performanes peu r�ealistes au niveau de la

qualit�e de servie et du taux d'oupation. Dans la p�eriode o�u le entre traite uniquement

des appels entrants, on remarque une trop bonne qualit�e de servie aompagn�ee d'un faible

taux d'oupation des agents. Ces observations pourraient être expliqu�ees par un trop grand

nombre d'agents disponibles. Les agents dans notre mod�ele sont peut-être un peu trop \ef-

�aes", 'est-�a-dire qu'il y a des pertes de temps que nous ne mod�elisons pas bien. Pour

tester ette hypoth�ese, nous avons suppos�e que les agents du groupe I sont disponibles uni-

quement durant 90 % du temps. Nous pouvons failement mod�eliser e d�etail en diminuant

le nombre d'agents disponibles de 10 %. Cette modi�ation am�eliore grandement le r�ealisme

du mod�ele. Par ailleurs, nous avons appliqu�e ette notion de perte de temps aux agents du

groupe B, ar le volume d'appels sortants servis �etait trop �elev�e. Pour e groupe, nous avons

suppos�e qu'un agent est disponible durant 85 % du temps.

Nous allons maintenant pr�esenter les analyses statistiques sur lesquelles nous nous basons

pour dire que e mod�ele semble r�ealiste. Nous omparons d'abord les mesures journali�eres

observ�ees dans la r�ealit�e ave elles obtenues en simulant le mod�ele. On s'int�eresse prinipa-

lement au nombre d'arriv�ees d'appels entrants, au nombre d'abandons, au nombre d'appels

sortants ompos�es, au nombre d'appels sortants servis, au nombre de \mismathes", au taux

d'oupation des agents ainsi qu'au pourentage d'appels entrants ayant attendu moins de

20 seondes (souvent r�ef�er�e omme la qualit�e de servie). Le tableau 3.2 pr�esente les mesures

obtenues par la simulation du mod�ele (premi�ere olonne) et elles obtenues par l'analyse

des donn�ees reueillies dans le entre d'appels �etudi�e (deuxi�eme olonne). Les valeurs de la

premi�ere olonne ont �et�e alul�ees suite �a la simulation de 10000 jours. Nous pr�esentons es

r�esultats sous la forme d'intervalles de on�ane �a 95% en supposant que nous avons 10000

jours ind�ependants.

Les r�esultats du tableau 3.2 montrent que le mod�ele propos�e fournit des mesures prohes

de elles que l'on observe dans la r�ealit�e : nous observons que les intervalles de on�ane des

mesures simul�ees sont inluses dans elles des mesures empiriques. Ainsi, nous n'avons pas

une di��erene signi�ative et nous ne pouvons pas rejeter statistiquement l'hypoth�ese selon

laquelle notre mod�ele repr�esente bien la r�ealit�e pour es 7 mesures journali�eres. Cependant,

ei est peu r�ev�elateur du omportement de notre mod�ele au ourant de la journ�ee. Nous

avons trouv�e une mani�ere de l'�evaluer en alulant sur haque demi-heure, le volume moyen

d'appels entrants servis, le volume moyen d'appels sortants servis, le taux d'oupation des
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Mesures simul�ees Mesures empiriques

Appels entrants re�us par jour 1200,8 � 4,5 appels 1201,9 � 32,1 appels

Abandons par jour 31,8 � 0,8 abandons 31,9 � 3,1 abandons

Appels sortants ompos�es par jour 1666,0 � 5,5 appels 1664,0 � 88,5 appels

Appels sortants servis par jour 511,9 � 1,7 appels 503,9 � 26,3 appels

Nombre de \mismathes" par jour 37,6 � 0,2 \mismathes" 35,2 � 0,2 \mismathes"

Oupation des agents (%) 71,5 � 0,1 % 72,3 � 1,1 %

Qualit�e de servie 86,3 � 0,1 % 86,1 � 1,2 %

Tableau 3.2 { Tableau omparatif entre les mesures journali�eres obtenues par la simulation

de notre mod�ele math�ematique et elles observ�ees dans la r�ealit�e. La qualit�e de servie est

d�e�nie par le pourentage d'appels entrants ayant attendu moins de 20 seondes.

agents, le nombre moyen d'abandons et le pourentage de lients ayant attendu moins de

20 seondes. Le volume d'appels pour une demi-heure est d�e�ni omme le temps de servie

onsar�e �a un type d'appels (entrants ou sortants) par les agents disponibles dans ette

demi-heure. Ensuite, le taux d'oupation d'une demi-heure est la proportion du temps

qu'un agent onsare �a servir un lient, i.e. la somme des volumes d'appels entrants et

sortants servis divis�ee par la dur�ee totale de la disponibilit�e des agents. Pour une demi-

heure donn�ee, le nombre d'abandons et le pourentage de lients entrants ayant attendu

moins de 20 seondes sont alul�es �a partir des appels entrants qui sont arriv�es dans ette

demi-heure. La base de donn�ees disponibles nous permet d'obtenir la valeur empirique sur

haque demi-heure de es 5 mesures. La omparaison des mesures se basera sur la di��erene

relative entre les valeurs simul�ees et empiriques pour haque demi-heure. Soient E la valeur

empirique et F la valeur simul�ee pour une demi-heure. Nous allons d�e�nir la di��erene

relative en pourentage :

D% = 100 � (F �E)=E: (3.1)

Nous allons aluler ette di��erene relative pour les volumes d'appels servis et le nombre

d'abandons. Pour les deux autres mesures, nous allons simplement prendre la di��erene entre

la valeur obtenue par simulation et elle alul�ee de mani�ere empirique. Pour l'instant, nous

allons supposer qu'une di��erene relative omprise entre �10% et 10% est aeptable.

Les di��erenes obtenues pour haun des aspets sont pr�esent�ees dans les tableaux 3.2

�a 3.6 et nous montrent que nous avons une di��erene aeptable pour presque tous les as.
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En fait, il n'y a que le volume d'appels sortants servis de l'avant-derni�ere demi-heure et

le volume d'appels entrants servis de 2 autres demi-heures qui font d�efaut. Pour l'�eart

onernant le volume d'appels sortants, il est possible que notre syst�eme de omposition

d'appels soit trop agressif pour ette demi-heure. Il se peut que le syst�eme r�eel modi�e son

algorithme en sahant que la journ�ee se termine bientôt. Au niveau du volume d'appels

entrants servis, il n'est pas �evident de proposer une expliation logique �a e que nous ob-

servons. Nous pouvons peut-être l'expliquer en partie par les diÆult�es renontr�ees dans la

mod�elisation de la dur�ee de servie des appels entrants (voir sous-setion 2.1.2).

Bien que nous ayons des di��erenes aeptables dans la majorit�e des as, nous observons

une importante di��erene au niveau de la qualit�e de servie des appels entrants pour la

p�eriode entre 10h30 et 12h30 (demi-heures 6 �a 9). Le pourentage des lients ayant attendu

plus de 20 seondes (�gure 3.4) et la quantit�e d'abandons (�gure 3.6) sont trop �elev�es. Il y

a deux raisons qui pourraient expliquer e r�esultat. Il se peut que le proessus d'arriv�ee des

appels entrants soit trop fortement orr�el�e : nous allons voir plus tard que 'est e�etivement

le as. Cette p�eriode de la journ�ee est assoi�ee aux plus hauts taux d'arriv�ee et ainsi, un

fateur W �elev�e engorge le entre et entrâ�ne une mauvaise qualit�e de servie. Cei inuene

onsid�erablement la qualit�e de servie globale d'une demi-heure, ar un faible fateur W ne

peut pas avoir la même inuene : le pourentage de lients �etant servis dans les 20 seondes

est rapidement born�e �a 100 %. La deuxi�eme raison est en relation ave la premi�ere. Dans

les donn�ees, nous observons des fortes intensit�es de tra�, mais es derni�eres ne sont pas

n�eessairement assoi�ees �a des mauvaises qualit�es de servie puisque le nombre d'agents

disponibles peut varier et être suÆsant. Le probl�eme ave notre mod�ele est que nous avons

un nombre �xe d'agents disponibles pour tous les jours et toutes les intensit�es de tra�.

Nous pouvons peut-être r�eduire e probl�eme en �etudiant les journ�ees s�epar�ement : le nombre

d'agents disponibles sera mieux ajust�e aux intensit�es de tra� renontr�ees dans la journ�ee.

Cette division par jour sera exp�eriment�ee dans la suite de ette sous-setion. Pour e qui est

du proessus d'arriv�ee fortement orr�el�e, la suite du projet �etudiera la possibilit�e d'utiliser

un proessus d'arriv�ee Bayesien qui permettrait des orr�elations plus doues [47℄.

Le tableau et les �gures montrent que nous avons un mod�ele qui pr�esente un ompor-

tement assez r�ealiste. Il reste �a savoir si une di��erene relative omprise entre -10% et

10% est r�eellement aeptable. Pour e faire, nous avons alul�e des p-valeurs assoi�ees aux

mesures de performane obtenues sur haque demi-heure, �a l'aide de la m�ethode de \boots-
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Figure 3.2 { Di��erene relative entre la valeur empirique et simul�ee du volume moyen

d'appels entrants servis pour haque demi-heure.
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Figure 3.3 { Di��erene relative entre la valeur empirique et simul�ee du volume moyen

d'appels sortants servis pour haque demi-heure.
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Figure 3.4 { Di��erene entre le pourentage empirique et simul�e de la qualit�e de servie

observ�ee pour haque demi-heure.
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Figure 3.5 { Di��erene entre le pourentage empirique et simul�e du taux d'oupation des

agents pour haque demi-heure.
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Figure 3.6 { Di��erene relative entre la valeur empirique et simul�ee du nombre moyen

d'abandons pour haque demi-heure.

trap". Nous voulons voir si les di��erenes absolues entre les mesures simul�ees et empiriques

sont assez signi�atives pour rejeter l'hypoth�ese que notre mod�ele est r�ealiste. Nous allons

d�enoter par d

i

la di��erene absolue entre la mesure simul�ee �

i

de la i-i�eme demi-heure et la

mesure empirique. Si nous onnaissions la distribution de la di��erene absolue des mesures

sous l'hypoth�ese d'avoir un mod�ele r�ealiste alors on pourrait �evaluer le r�ealisme de la valeur

d

i

obtenue. Cette distribution n'est pas onnue, mais nous pouvons l'approximer �a l'aide

du \bootstrap" : nous allons aluler B di��erenes absolues entre �

i

et la mesure �

�

i;k

provenant de la k-i�eme simulation du mod�ele sur un nombre de jours identique �a e que

l'on retrouve dans les donn�ees. Soit la di��erene absolue d

�

i;k

= j�

i

� �

�

i;k

j de la k-i�eme

simulation, nous obtenons une approximation de la p-valeur :

p �

Cardf1 � k � B : d

�

i;k

� d

i

g

B

; (3.2)

o�u Card d�e�nit la ardinalit�e d'un ensemble. Cette p-valeur approxime la probabilit�e d'ob-

server un �eart plus grand que d

i

en supposant que le mod�ele est r�ealiste.

Nous avons appliqu�e e test ave B = 1000 simulations. Les approximations des p-

valeurs des inq mesures d'int�erêt sont pr�esent�ees dans le tableau 3.3. La valeur � signi�e

que nous n'avons pas observ�e de d

�

i;k

sup�erieur �a d

i

, ainsi nous pouvons onlure que la vraie
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p-valeur doit être tr�es petite. Les r�esultats de e test statistique montrent plusieurs valeurs

qui ne sont pas assez petites pour rejeter statistiquement le r�ealisme de notre mod�ele.

Cependant, il y a des mesures pour ertaines demi-heures qui ne semblent pas r�ealistes.

Cei nous montre que notre mod�ele est assez r�ealiste en moyenne sur une journ�ee mais qu'il

pr�esente quelques d�efauts pour la repr�esentation du omportement sur haque demi-heure.

Il est tout de même satisfaisant d'avoir obtenu e r�ealisme lorsque l'on pense �a la quantit�e

d'informations inompl�etes ou manquantes lors de la mod�elisation.

La simulation de 10000 jours nous demande 72 seondes (moyenne sur 5 ex�eutions) sur

un proesseur AMD Athlon de 1750 Mhz. Bien que nous royons qu'il n'est pas n�eessaire

d'ajouter de nouveaux d�etails, nous pensons qu'il est possible d'am�eliorer le r�ealisme du

mod�ele. C'est surtout le as pour les aspets dont nous avons tr�es peu ou auune information.

Ce gain pourrait être signi�atif si on se �e �a un artile de Tanir et Booth [51℄, qui montrent

le gain obtenu lorsqu'on mod�elise le proessus d'arriv�ee ave des donn�ees plus raÆn�ees. Cet

artile nous laisse roire que nous pourrions am�eliorer notre mod�ele de la même mani�ere.

Le seul probl�eme est que les informations plus raÆn�ees ne sont pas disponibles.

La simulation de e mod�ele nous permet de onnâ�tre des informations suppl�ementaires

sur le entre d'appels. Nous pouvons, par exemple, en apprendre sur l'attente d'un lient.

Cei est int�eressant pour Bell, ar les donn�ees donnent tr�es peu de d�etails sur la distribution

de l'attente d'un lient dans le entre d'appels.

�

A titre d'exemples, les simulations nous

disent que :

1. La moyenne du temps d'attente d'un lient avant que son servie d�ebute est de 12; 8�

0; 3 seondes (intervalle de on�ane �a 95%).

2. La moyenne du temps d'attente d'un lient en sahant qu'il doit attendre est de

71; 8 � 0; 7 seondes (intervalle de on�ane �a 95%).

3. Nous pouvons aussi voir si le entre d'appels respete d'autres rit�eres de qualit�e de

servie. Par exemple, si la r�egle 80-20 �etait rempla�ee par la r�egle 90-30, i.e. d'avoir

au moins 90% des lients qui se font servir en moins de 30 seondes d'attente, alors la

simulation nous permet de onnâ�tre si ette nouvelle r�egle est respet�ee par le entre

d'appels. Dans notre as, on voit que la politique de gestion atuelle ne respete pas

ette r�egle, ar nous obtenons un pourentage de 87; 9 � 0; 1% des appels entrants se

faisant servir apr�es moins de 30 seondes d'attente.

4. Beauoup d'autres informations peuvent être obtenues via la simulation. Pour les
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Demi-heure Vol. entrant Vol. sortant Oupation Qualit�e servie % abandons

8h00-8h30 0,012 | 0,862 0,167 0,916

8h30-9h00 � | 0,004 0,313 0,043

9h00-9h30 � | � 0,001 0,378

9h30-10h00 � | � 0,846 0,417

10h00-10h30 � | 0,004 0,394 0,067

10h30-11h00 � | 0,022 0,001 �

11h00-11h30 0,002 | 0,284 0,059 0,010

11h30-12h00 0,067 | 0,849 0,012 0,011

12h00-12h30 0,341 | 0,857 0,096 0,017

12h30-13h00 0,562 | 0,263 0,355 0,702

13h00-13h30 0,407 | 0,461 0,009 0,074

13h30-14h00 0,499 | 0,168 0,696 0,670

14h00-14h30 0,044 | � 0,909 0,218

14h30-15h00 0,814 0,140 � � �

15h00-15h30 0,706 0,371 0,554 � �

15h30-16h00 0,872 � � � �

16h00-16h30 0,520 0,006 0,152 � �

16h30-17h00 0,357 � � � �

17h00-17h30 0,004 0,014 0,055 0,137 0,007

17h30-18h00 0,006 0,508 0,019 0,588 0,004

18h00-18h30 � 0,689 0,434 0,444 0,052

18h30-19h00 0,022 0,021 0,262 0,170 �

19h00-19h30 0,009 � � � �

19h30-20h00 0,114 � � � 0,839

20h00-20h30 0,003 � � � 0,003

Tableau 3.3 { Approximation des p-valeurs de inq mesures de performane par demi-heure

du mod�ele.
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aluler, il suÆt de onstruire les statistiques s'y rattahant.

Il est important de noter que nous r�eussissons uniquement �a imiter le omportement du

entre d'appels �etudi�e. Nous n'avons pas onstruit un mod�ele parfaitement r�ealiste, mais

nous royons qu'il est fort aeptable ompte tenu de notre manque d'informations sur

plusieurs aspets importants du entre d'appels.

Dans ette sous-setion, nous avions d�ej�a propos�e d'�etudier notre mod�ele sur haque jour

de la semaine a�n d'�eliminer ertaines mauvaises mesures sur la qualit�e de servie des appels

entrants. Un nombre d'agents disponibles qui s'ajuste mieux �a l'intensit�e du tra� d'une

journ�ee sp�ei�que semble permettre une meilleure estimation des mesures. Cette division

n'est pas sans raison, ar nous avons vu dans le hapitre 2 que le taux d'arriv�ee moyen et

la disponibilit�e des agents varient d'un jour de semaine �a l'autre. Nous allons maintenant

observer les mesures de notre mod�ele en modi�ant uniquement les param�etres du proessus

d'arriv�ee et la disponibilit�e des agents. Pour le proessus d'arriv�ee d'une journ�ee, nous

allons observer les arriv�ees pour ette journ�ee et utiliser les valeurs des param�etres qui

maximisent la fontion de vraisemblane. Et pour la disponibilit�e des agents, nous allons

utiliser les valeurs alul�ees dans les tableaux 2.16 et 2.17.

Les r�esultats de la simulation de notre mod�ele ave les di��erents param�etres sont pr�esent�es

dans les tableaux 3.4 �a 3.6. Dans la majorit�e des as, on ne remarque pas vraiment de

di��erenes importantes entre les mesures journali�eres simul�ees et empiriques. Il y a tout de

même la journ�ee du lundi qui montre des �earts signi�atifs pour les mesures de qualit�e

de servie des appels entrants, i.e. le pourentage de lients devant attendre plus de 20 se-

ondes et le nombre d'abandons. Nous avions d�ej�a suppos�e que e ph�enom�ene pourrait être

dû �a un proessus d'arriv�ee ave une trop forte orr�elation entre le nombre d'arriv�ees dans

haque demi-heure d'une même journ�ee. Est-il possible que ei explique le omportement

du lundi? Dans la sous-setion 2.1.1, l'analyse de notre proessus d'arriv�ee nous avait per-

mis de souligner la possibilit�e que elui-i introduise inutilement une forte orr�elation a�n

d'ajuster un tra� d'arriv�ees plus variable. De plus, ette même sous-setion montre que

le nombre d'arriv�ees par demi-heure pour le lundi est plus variable par rapport aux autres

jours de la semaine. Ainsi, la forte variabilit�e du nombre d'arriv�ees pour le lundi pourrait

expliquer les �earts observ�es pour la qualit�e de servie des appels entrants. Pour le lundi, on

observe que les orr�elations empiriques sont g�en�eralement (73 % des as) plus faibles que les

orr�elations th�eoriques du proessus d�e�nies par la formule (2.22). On observe même que les
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lundi mardi

Simul�ees Empiriques Simul�ees Empiriques

Appels entrants re�us 1414,9 � 5,2 1428,5 � 82,7 1230,4 � 4,1 1228,1 � 67,1

Abandons 63,0 � 1,4 39,2 � 8,3 26,9 � 0,7 28,1 � 4,8

Appels ompos�es 1512,3 � 6,8 1540,8 � 180,8 1954,2 � 5,0 1783,7 � 218,1

Appels sortants servis 464,9 � 2,0 477,4 � 56,1 601,6 � 1,5 565,3 � 69,6

\Mismathes" 33,6 � 0,2 33,5 � 4,7 44,4 � 0,2 38,5 � 6,2

Oupation des agents 74,6 � 0,1 % 74,5 � 2,5 % 71,0 � 0,1 % 71,7 � 2,8 %

Qualit�e de servie 78,7 � 0,1 % 84,1 � 3,3 % 88,3 � 0,1 % 87,9 � 2,4 %

Tableau 3.4 { Tableau omparatif entre les mesures journali�eres obtenues par la simula-

tion d'un mod�ele math�ematique sp�ei�que �a haque jour de semaine (lundi et mardi) et

elles observ�ees dans la r�ealit�e. La qualit�e de servie est d�e�nie par le pourentage d'appels

entrants ayant attendu moins de 20 seondes.

di��erenes entre les orr�elations th�eoriques et empiriques sont sup�erieures �a .2 dans plus 20

% des as. Cette trop forte orr�elation jumel�ee ave le tra� �elev�e pour le lundi pourraient

expliquer les �earts obtenues. Cette petite analyse montre qu'il est important d'avoir les

meilleures propri�et�es possibles pour le proessus d'arriv�ee. Peut-être qu'un proessus ave

des orr�elations ind�ependantes de la variabilit�e du nombre d'arriv�ees pourrait �eliminer e

probl�eme. Cette question devrait être abord�ee dans la suite du projet.

Malgr�e les quelques di��erenes obtenues, nous pouvons dire que notre mod�ele semble

assez robuste. En modi�ant uniquement les param�etres du mod�ele, nous avons pu l'appliquer

aux di��erents jours de la semaine. Nous avons alul�e les p-valeurs de toutes les mesures

d'int�erêt sp�ei�ques �a haque jour et dans la tr�es grande majorit�e, les p-valeurs obtenues

ne sont pas assez faibles pour rejeter l'hypoth�ese que notre mod�ele est r�ealiste.

D'apr�es es r�esultats, nous royons que notre mod�ele, d�enot�e par mod�ele R (r�ealiste),

est prêt �a être utilis�e dans l'exp�erimentation par simulation. En d'autres mots, nous royons

pouvoir analyser le omportement du entre d'appels �etudi�e sous di��erents s�enarios (mo-

di�ation du proessus de omposition, modi�ation du nombre d'agents, ...) en simulant

eux-i sur le mod�ele R. Ces exp�erienes seront d�erites dans la prohaine setion.
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merredi jeudi

Simul�ees Empiriques Simul�ees Empiriques

Appels entrants re�us 1134,5 � 3,6 1133,6 � 56,4 1152,3 � 3,7 1149,5 � 58,8

Abandons 21,0 � 0,5 28,1 � 4,9 27,7 � 0,6 33,8 � 8,7

Appels ompos�es 1622,1 � 4,5 1679,5 � 183,1 1653,9 � 4,6 1765,3 � 204,4

Appels sortants servis 493,2 � 1,3 503,8 � 49,1 505,6 � 1,4 522,4 � 57,6

\Mismathes" 36,5 � 0,2 36,4 � 4,6 35,8 � 0,2 38,4 � 4,9

Oupation des agents 69,2 � 0,1 % 71,7 � 2,6 % 69,9 � 0,1 % 71,8 � 2,1 %

Qualit�e de servie 90,0 � 0,1 % 86,8 � 2,7 % 88,5 � 0,1 % 85,9 � 2,6 %

Tableau 3.5 { Tableau omparatif entre les mesures journali�eres obtenues par la simula-

tion d'un mod�ele math�ematique sp�ei�que �a haque jour de semaine (merredi et jeudi) et

elles observ�ees dans la r�ealit�e. La qualit�e de servie est d�e�nie par le pourentage d'appels

entrants ayant attendu moins de 20 seondes.

vendredi

Simul�ees Empiriques

Appels entrants re�us 1110,8 � 3,4 1102,8 � 52,4

Abandons 27,8 � 0,6 30,8 � 6,1

Appels sortants ompos�es 1477,1 � 4,6 1535,6 � 191,7

Appels sortants servis 454,3 � 1,3 447,9 � 54,0

\Mismathes" 32,3 � 0,2 35,2 � 4,1

Oupation des agents 70,7 � 0,1 % 71,7 � 2,1 %

Qualit�e de servie 87,0 � 0,1 % 86,0 � 2,6 %

Tableau 3.6 { Tableau omparatif entre les mesures journali�eres obtenues par la simulation

d'un mod�ele math�ematique pour le vendredi et elles observ�ees dans la r�ealit�e. La qualit�e de

servie est d�e�nie par le pourentage d'appels entrants ayant attendu moins de 20 seondes.
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3.1.3 DiÆult�es renontr�ees

Nous allons maintenant faire un bref survol des diÆult�es que nous avons renontr�ees lors

de la onstrution de la librairie de simulation et du d�eveloppement du mod�ele. Au d�ebut du

projet, nous avions onstruit une premi�ere librairie de simulation de entre d'appels. L'id�ee

�etait de fournir �a l'usager un ex�eutable ave un hoix pr�ed�e�ni d'options. Ces options

�etaient les di��erentes lois mod�elisant les aspets du entre et un hoix d'algorithmes pour

le syst�eme de omposition d'appels sortants. Nous pensions que la struture de la librairie

permettait une grande exibilit�e sur le mod�ele �a simuler. Nous avons appris �a nos d�epens

que e n'�etait pas vraiment le as puisque les mises �a jour du mod�ele �etaient assez labo-

rieuses. Le prinipe d'options failitait l'utilisation, mais il alourdissait le d�eveloppement et

l'exp�erimentation de nouveaux mod�eles. Et omme nous avons prinipalement besoin d'un

outil permettant l'exp�erimentation, nous avons d�eid�e de onstruire une nouvelle librairie

ave une struture modulaire plus souple. Cette restruturation nous a permis d'avoir une

librairie plus exible, mais elle est devenue moins �evidente �a utiliser pour une personne ave

peu de onnaissanes en simulation et en programmation. On pourrait failiter son utilisa-

tion en onstruisant un module pour l'utilisateur qui hapeauterait la librairie. Une autre

alternative serait de refaire la librairie en Java. Cei permettrait d'obtenir une librairie ave

une programmation-objet plus laire. Cette tradution et reoneption en Java pourrait

faire partie d'un projet de mâ�trise futur.

Ensuite, nous avons pass�e beauoup de temps �a tester des heuristiques permettant de

bien mod�eliser le syst�eme de omposition d'appels sortants. Le pire est que nous avons trop

souvent exp�eriment�e es heuristiques ave des hypoth�eses erron�ees sur le entre d'appels.

Durant une partie du projet, nous pensions que tous les agents �a partir de 14h00 servaient

des appels entrants et sortants. Nous avons vu dans le hapitre 2 que nous avons plutôt deux

groupes d'agents : un servant uniquement des appels entrants et un autre servant des appels

entrants et sortants. Les donn�ees disponibles �a ette �epoque ne nous permettaient pas de

d�eduire e d�etail. Ainsi, nous avons fait plusieurs tests ave un mod�ele faux. Nos r�esultats

montraient une trop bonne performane au niveau du nombre d'appels sortants servis, ar il

y avait trop d'agents pouvant servir e type d'appels [21℄. Les exp�erimentations ainsi que les

analyses faites ave e mod�ele n'ont �et�e d'auune utilit�e. Nous avons dû tout reommener

ave un mod�ele orrig�e. Cei montre l'importane d'avoir une bonne interpr�etation des

donn�ees que l'on reueille sur le entre d'appels. Suite �a ette mauvaise exp�eriene, nous
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avons demand�e �a Bell de nous fournir des donn�ees brutes ou non �ltr�ees.

Finalement, les autres diÆult�es sont surtout survenues lors du alibrage du mod�ele. Il

�etait partiuli�erement diÆile de �xer les lois pour les aspets dont nous disposions d'auune

ou de tr�es peu d'informations. Malgr�e es obstales, nous avons pu d�evelopper un mod�ele

qui semble tout de même assez r�ealiste.

3.2 Exp�erimentations

Les mod�eles d�erits dans e hapitre vont nous permettre d'obtenir les mesures de per-

formane du entre d'appels sous di��erents s�enarios. La modi�ation de l'algorithme de

omposition d'appels sortants et de la plani�ation du nombre d'agents sont des exemples

de s�enarios int�eressants �a analyser.

La simulation est un outil populaire pour faire e type d'analyse. Il est assez faile de

modi�er le s�enario dans le entre d'appel et d'obtenir ses mesures de performane en si-

mulant de nouveau le mod�ele. Ensuite, il est possible d'�evaluer l'impat des s�enarios en

omparant les mesures de performane obtenues. Nous avons appliqu�e la m�ethode des va-

riables al�eatoires ommunes a�n de r�eduire la variane dans la omparaison des mesures [37℄.

Cette m�ethode onsiste �a soumettre les mod�eles �a des donn�ees d'entr�ee identiques, i.e. les

mêmes instants d'arriv�ee d'appels, dur�ees de servie, et. Notre librairie ainsi que la librai-

rie SSC failitent l'appliation de ette m�ethode. Nous avons une g�en�eration ind�ependante

des di��erents aspets, ar nous avons d�e�ni un g�en�erateur al�eatoire pour haun d'entre

eux. De plus, la g�en�eration d'une variable d'un jour �a l'autre est ind�ependante, ar nous

initialisons, �a haque d�ebut de journ�ee, notre g�en�erateur �a un nouveau blo sp�ei�que (voir

module Rand de SSC [40℄). Ainsi, les di��erents s�enarios n'inuenent pas la g�en�eration des

variables al�eatoires et sont soumis aux mêmes donn�ees d'entr�ees.

3.2.1 Exp�erimentation #1 : le respet d'une qualit�e de servie �a ourt

terme vs �a long terme

La premi�ere exp�erimentation servira �a omparer di��erents degr�es de restritions d'une

ontrainte de qualit�e de servie que l'on peut appliquer dans le entre d'appels. Par exemple,

on peut exiger qu'au moins un ertain pourentage de lients entrants doivent attendre
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moins de b seondes. On peut forer le entre d'appels �a atteindre ette exigene �a ourt ou

�a long terme. Nous allons d�emontrer dans ette exp�erimentation �a quel point on obtient des

performanes di��erentes lorsque l'on tente de respeter l'exigene sur une p�eriode de temps

plus ou moins longue. La motivation de omparer les restritions sur di��erentes p�eriodes

de temps vient du fait que le syst�eme atuel semble utiliser des restritions �a ourt terme.

Cette aÆrmation s'appuie sur le fait que Mosaix se base, entre autres, sur le pourentage

de lients entrants ayant attendu moins de 20 seondes au ours des 10 derni�eres minutes.

De plus, il y a aussi le gestionnaire d'a�es qui modi�e l'agressivit�e de Mosaix d�es que la

qualit�e de servie se d�et�eriore �a ourt terme. Nous allons tenter de montrer que la gestion

atuelle de Mosaix et des employ�es �xant ses param�etres nuit �a la performane du entre

d'appels.

Le mod�ele R fait respeter la r�egle 75-20 sur les 10 derni�eres minutes et un pourentage

de \mismathes" inf�erieur �a 8% durant les 15 derni�eres minutes. Il serait int�eressant de voir

l'e�et d'avoir une restrition sur une plus longue p�eriode, ar il n'y a rien qui indique que

nous devions satisfaire es restritions sur ette ourte p�eriode. En fait, il se peut que la

r�egle 80-20 doive être respet�ee seulement par trimestre. La vraie restrition n'a pas pu être

onnue, mais elle semble être sur une longue p�eriode. Cei nous a donn�e l'id�ee d'utiliser une

nouvelle politique de omposition n'observant pas de qualit�e de servie en temps r�eel. Celle-

i respeterait tout juste la qualit�e de servie sur horizon in�ni. Nous allons en proposer

une qui respete la r�egle 80-20 sur horizon in�ni et un nombre quotidien d'abandons et

de \mismathes" aeptable. Nous pensons que ette politique moins restritive permettra

d'am�eliorer l'eÆait�e du entre d'appels. Dans notre exp�erimentation, nous allons supposer

que le entre est oblig�e de respeter la r�egle 80-20 �a la �n de haque trimestre. La nouvelle

politique propos�ee ne peut garantir que ette ontrainte sera respet�ee. A�n de garantir

la qualit�e de servie ave probabilit�e prohe de 1 �a la �n du trimestre, nous proposons

de modi�er l'agressivit�e du omposeur pour les derniers jours du trimestre. Nous sommes

on�ants que ei nous permettra d'am�eliorer la performane du entre d'appels.

Nous allons maintenant d�erire la m�ethode utilis�ee pour d�evelopper notre nouveau pro-

essus de omposition. Dans un premier temps, nous avons test�e un syst�eme qui ompose, �a

haque �n de servie, un nombre d'appels �egal au double du nombre d'agents libres dans le

groupe B. La simulation de notre mod�ele ave e proessus de omposition montre une qua-

lit�e de servie aeptable sur 10000 jours : on obtient 81; 9� 0; 1% des lients qui attendent
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moins de 20 seondes. Cette modi�ation nous permet de servir, en moyenne par jour, 68

(+13%) lients sortants de plus �a omparer du mod�ele R. Bien que nous respetions la r�egle

80-20, nous royons que les nombres quotidiens d'abandons (42; 4�0; 9) et de \mismathes"

(84; 0�0; 2) obtenus sont trop �elev�es. Nous n'avons pas de restrition d�e�nie sur es aspets,

mais nous voulons, tout de même, obtenir des valeurs plus raisonnables.

Mesures ave nouveau proessus de omposition

Appels sortants servis par jour 561,8 � 1,4 appels (+49,9)

Abandons par jour 39,7 � 0,9 abandons (+7,9)

Appels sortants ompos�es par jour 1810,5 � 4,6 appels (+144,5)

Nombre de \mismathes" par jour 41,8 � 0,2 \mismathes"(-4,2)

Oupation des agents (%) 72,9 � 0,1 % (+1,4%)

Qualit�e de servie 83,0 � 0,1 % (-3,3%)

Tableau 3.7 { Tableau des mesures journali�eres obtenues par la simulation du mod�ele R

ave un nouveau proessus de omposition d'appels : ompose 2 fois le nombre d'agents

libres du groupe B dans 45% des as et 1 fois e nombre d'agents libres dans 55% des as.

La qualit�e de servie est d�e�nie par le pourentage d'appels entrants ayant attendu moins

de 20 seondes.

Le prohain proessus de omposition propos�e ompose, �a haque �n de servie, un

nombre d'appels �egal �a 2 fois le nombre d'agents libres du groupe B dans 45% des as et �a 1

fois e même nombre d'agents libres dans 55% des as. Les mesures de performane obtenues

ave e proessus de omposition sont pr�esent�ees dans le tableau 3.7. Les valeurs entre

parenth�eses montrent la di��erene entre les mesures simul�ees ave e nouveau proessus de

omposition et elles simul�ees ave le proessus atuel. Nous avons simul�e 9984 jours (soit

156 trimestres de 64 jours de semaine). La qualit�e de servie, le nombre d'abandons et le

nombre de \mismathes" ave ette nouvelle politique sont donn�ees au tableau 3.7.

Sur les 156 trimestres, il y en a seulement 6 qui n'ont pas pas respet�e la r�egle 80-20. Nous

pourrions proposer une orretion de l'agressivit�e du omposeur a�n de respeter presque

toujours la r�egle 80-20 �a la �n d'un trimestre. Nous avons �etudi�e ette possibilit�e �a l'aide

de quelques exp�erimentations et nous nous sommes rendus ompte qu'il fallait diminuer

trop s�ev�erement l'agressivit�e du omposeur pour am�eliorer de peu la qualit�e de servie sur

un trimestre. Cei peut s'expliquer par le fait qu'il n'y a pas d'inuene sur la qualit�e de
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servie pour la p�eriode de la journ�ee n'e�etuant pas d'appels sortants. Ainsi, il nous faut

r�eduire �enorm�ement le nombre d'appels sortants servis pour atteindre la r�egle 80-20 �a la

�n du trimestre. Une autre alternative serait de plani�er des agents suppl�ementaires pour

les derniers jours du trimestre tant que la r�egle 80-20 n'est pas respet�ee. Il faudrait voir

si et ajout d'agents vaut l'augmentation du nombre d'appels sortants servis. Nous avons

exp�eriment�e ette m�ethode en ajoutant 4 agents suppl�ementaires dans le groupe I pour les

10 derniers jours du trimestre tant que la r�egle 80-20 n'est pas respet�ee. Cette nouvelle

gestion est avantageuse, ar elle nous permet de respeter la r�egle 80-20 sur 155 des 156

trimestres. Le respet de la ontrainte a n�eessit�e 50 jours ave des agents suppl�ementaires.

Les r�esultats obtenus sont pr�esent�es dans le tableau 3.8. On peut r�esumer qu'en moyenne

par trimestre, on plani�e 0; 32 jours ave 4 agents suppl�ementaires pour servir environ

3232 appels sortants suppl�ementaires et perdre environ 499 appels entrants de plus. En

supposant que les lients des appels perdus vont sûrement appeler de nouveau, les mesures

de performane nous montrent que ette gestion est plus performante que elle atuellement

utilis�ee.

Mesures ave nouveau proessus de omposition

Appels sortants servis par jour 562,3 � 1,4 appels (+50,5)

Abandons par jour 39,6 � 0,9 abandons (+7,8)

Appels sortants ompos�es par jour 1812,7 � 4,6 appels (+146,7)

Nombre de \mismathes" par jour 42,0 � 0,2 \mismathes"(-4,4)

Oupation des agents (%) 73,0 � 0,1 % (+1,5%)

Qualit�e de servie 83,0 � 0,1 % (-3,3%)

Tableau 3.8 { Tableau des mesures journali�eres obtenues par la simulation du mod�ele R ave

un nouveau proessus de omposition d'appels : ompose 2 fois le nombre d'agents libres

du groupe B dans 45% des as et 1 fois e nombre d'agents libres dans 55% des as + ajout

de 4 agents si la r�egle 80-20 n'est pas respet�ee dans les 10 derniers jours d'un trimestre.

La qualit�e de servie est d�e�nie par le pourentage d'appels entrants ayant attendu moins

de 20 seondes.

Il se peut que la m�ethode d'ajouter des agents �a la �n d'un trimestre ne soit pas vrai-

ment r�ealisable dans le ontexte du entre d'appels �etudi�e. Dans e as, il suÆt de proposer

une m�ethode mieux adapt�ee. Nous pourrions utiliser, par exemple, un syst�eme de ompo-

sition d'appels qui atteint une qualit�e de servie sup�erieure �a 83 % (tableau 3.7). Le plus
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important �a retenir de et exerie est que nous avons montr�e qu'on ne doit pas imposer des

restritions sur une ourte dur�ee si elles ne sont pas n�eessaires. Dans nos exp�erimentations,

une gestion moins restritive permet d'augmenter le nombre d'appels servis d'environ 10%

ave sensiblement les mêmes ressoures. Nos r�esultats montrent que Bell aurait �a gagner en

modi�ant leur proessus de omposition, i.e. en hangeant l'algorithme de Mosaix et en ne

modi�ant pas ses param�etres par l'entremise des gestionnaires d'a�es. Une augmentation

des appels servis repr�esente des pro�ts suppl�ementaires. De plus, il faut rappeler que le

entre d'appels �etudi�e est assez petit. La proportion d'appels servis suppl�ementaires dans

un plus gros entre d'appels donnerait des gains enore plus importants.

3.2.2 Exp�erimentation #2 : variation du nombre d'agents disponibles

Dans ette sous-setion, nous allons �etudier la sensibilit�e de notre mod�ele fae �a des

hangements dans la disponibilit�e des agents. En d'autres mots, nous voulons voir omment

les mesures de performane sont a�et�ees par un hangement des ressoures disponibles.

Dans le hapitre 2, nous avons vu que le pourentage d'appels entrants qui attendent moins

de 20 seondes est plus �elev�e (86; 3%) que la restrition de la r�egle 80-20. Au point de vue

de ette ontrainte, nous avons une sur-plani�ation des agents. Il serait int�eressant de voir

l'e�et d'une diminution des agents, ar on pourrait vouloir �eliminer ette sur-plani�ation

d'agents.

Mesures ave 96% des agents

Appels sortants servis par jour 467,9 � 1,7 appels (-44,0)

Abandons par jour 39,8 � 1,0 abandons (+8,0)

Appels sortants ompos�es par jour 1519,3 � 5,3 appels (-146,7)

Nombre de \mismathes" par jour 34,3 � 0,2 \mismathes"(-3,3)

Oupation des agents (%) 72,6 � 0,1 % (+1,1%)

Qualit�e de servie 83,4 � 0,1 % (-2,9%)

Tableau 3.9 { Tableau des mesures journali�eres obtenues par la simulation du mod�ele R ave

96% des agents disponibles. La qualit�e de servie est d�e�nie par le pourentage d'appels

entrants ayant attendu moins de 20 seondes.

Nous avons utilis�e le mod�ele R pour examiner l'e�et d'utiliser 4% moins d'agents au

ours de la journ�ee. Cette diminution des agents donne une qualit�e de servie simul�ee �egale
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�a 83; 4%. Ce r�esultat montre que l'on respete enore la r�egle 80-20. Les autres mesures

simul�ees ave ette disponibilit�e d'agents sont pr�esent�ees dans le tableau 3.9. La valeur entre

parenth�eses d�enote la di��erene entre la mesure simul�ee du mod�ele R ave 96% des agents

et elle ave 100% des agents. Ces r�esultats nous permettent d'�evaluer si une diminution

de 4% des agents vaut la peine, i.e si la baisse d'appels sortants et la hausse d'abandons

sont ompens�ees par une �eonomie de 4% de salaires d'agents. Toutefois, il serait important

d'observer le omportement de la qualit�e de servie simul�ee tout au long de la journ�ee. Les

�gures 3.7 et 3.8 omparent la qualit�e de servie simul�ee ave les deux quantit�es d'agents

disponibles. On remarque une grande d�egradation de la qualit�e de servie pour les demi-

heures 5 �a 9, i.e. entre 10h00 et 12h30. Il se produit même que nous avons moins de 70%

des lients qui attendent moins de 20 seondes. Cei montre qu'une faible variation dans

le nombre d'agents peut donner une tr�es mauvaise qualit�e de servie pendant une p�eriode

ritique. C'est �a Bell de d�e�nir si e omportement est aeptable ou non. Une fa�on assez

simple d'�eliminer la mauvaise qualit�e de servie durant ette p�eriode serait de diminuer le

nombre d'agents seulement apr�es 14h00, ar le syst�eme de omposition fore une qualit�e de

servie aeptable. Justement, le tableau 2.15 semble indiquer qu'un grand nombre d'agents

d�ebutent leur journ�ee �a 13h00. Peut-être serait-il souhaitable de les faire ommener un peu

plus tôt a�n qu'ils am�eliorent la performane des p�eriodes ritiques. Ces agents devront

quitter plus tôt, mais le syst�eme de omposition va se harger de faire respeter la qualit�e

de servie. Ce genre de s�enario pourrait am�eliorer la performane du entre d'appels �etudi�e

et sera possiblement examin�e �a l'aide de la simulation dans la suite du projet.

En supposant que les �gures 3.7 et 3.8 montrent une qualit�e de servie aeptable, nous

pouvons �evaluer �a quel point il est possible de r�eduire le nombre d'agents a�n de respeter

la r�egle 80-20. Nous respetons la r�egle en diminuant le nombre d'agents de 7; 6%. Nous

pr�esentons les mesures de performane simul�ees dans le tableau 3.10 et les �gures 3.9 et

3.10.

Nous pouvons r�esumer que la plus importante d�et�erioration de la qualit�e de servie

se produit durant la p�eriode o�u il n'y a pas de omposition d'appels sortants, i.e. entre

8h00 et 14h00 et aussi qu'il est possible de onserver une bonne qualit�e en r�eduisant le

volume d'appels sortants ompos�es pour la p�eriode entre 14h00 et 20h30. L'augmentation

du nombre d'agents disponibles pr�esente le omportement inverse.
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Figure 3.7 { Pourentage simul�e d'appels entrants ayant attendu moins de 20 seondes pour

haque demi-heure ave 96% (ligne pointill�ee) et 100% (ligne pleine) des agents disponibles.
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Figure 3.8 { Nombre moyen d'abandons simul�e pour haque demi-heure ave 96% (ligne

pointill�ee) et 100% (ligne pleine) des agents disponibles.
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Figure 3.9 { Pourentage simul�e d'appels entrants ayant attendu moins de 20 seondes

pour haque demi-heure ave 92,4% (ligne pointill�ee) et 100% (ligne pleine) des agents

disponibles.
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Figure 3.10 { Nombre moyen d'abandons simul�e pour haque demi-heure ave 92,4% (ligne

pointill�ee) et 100% (ligne pleine) des agents disponibles.
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Mesures ave 92; 4% des agents

Appels sortants servis par jour 426,6 � 1,7 appels (-85,3)

Abandons par jour 50,8 � 1,1 abandons (+19,0)

Appels sortants ompos�es par jour 1391,9 � 5,7 appels (-274,1)

Nombre de \mismathes" par jour 30,4 � 0,2 \mismathes"(-7,2)

Oupation des agents (%) 73,1 � 0,1 % (+1,6%)

Qualit�e de servie 80,1 � 0,1 % (-6,2%)

Tableau 3.10 { Tableau des mesures journali�eres obtenues par la simulation du mod�ele

R ave 92,4% des agents disponibles. La qualit�e de servie est d�e�nie par le pourentage

d'appels entrants ayant attendu moins de 20 seondes.

3.2.3 Exp�erimentation #3 : modi�ations d'hypoth�eses dans le mod�ele

Il peut être tentant de modi�er les hypoth�eses de notre mod�ele a�n de ne pas avoir �a

utiliser la simulation pour aluler des mesures de performane. C'est le as lorsque l'on

veut utiliser un mod�ele de CMTC. Ce type de mod�ele sera �etudi�e au hapitre 4 et nous

sommes urieux de onnâ�tre le niveau de r�ealisme de ses hypoth�eses (voir hapitre 4). Les

prinipales di��erenes, ave notre mod�ele R, sont des dur�ees de servie de loi exponentielle

et des arriv�ees pour haque demi-heure selon un proessus de Poisson stationnaire. La

simulation peut être utilis�ee pour analyser l'e�et de es nouvelles hypoth�eses. Il suÆt de

omparer les mesures de performane simul�ees �a l'aide des di��erents mod�eles.

Dans ette exp�erimentation, nous avons onstruit un autre mod�ele, d�enot�e C

1

, sur les

bases de notre mod�ele R. Le mod�ele C

1

a un proessus d'arriv�ee de Poisson stationnaire

par demi-heure o�u le proessus d'arriv�ee du mod�ele R ave un W onstant �egal �a 1. Ce

proessus �etudi�e �a la sous-setion 2.1.1 n'ajuste pas tr�es bien les donn�ees, mais il simpli�e

l'�etude des mod�eles de CMTC. Les taux d'arriv�ee de haque demi-heure sont pr�esent�es dans

le tableau 2.1. De plus, nous utilisons des dur�ees de servie de loi exponentielle. Pour haque

demi-heure, la moyenne de ette loi est la même que elle des lois du mod�ele R pour les

appels entrants et sortants. Le mod�ele C

1

tient ompte des plus importants hangements

d'hypoth�eses que nous allons faire dans nos mod�eles de CMTC du hapitre 4.

Les mesures de performane obtenues par la simulation du mod�ele C

1

sur 10000 jours

sont pr�esent�ees dans le tableau 3.11. Les valeurs entre parenth�eses montrent la di��erene
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Mesures ave mod�ele C

1

Appels sortants servis par jour 525,0 � 0,7 appels (+13,1)

Abandons par jour 20,0 � 0,2 abandons (-11,8)

Appels sortants ompos�es par jour 1707,5 � 2,5 appels (+41,5)

Nombre de \mismathes" par jour 38,4 � 0,1 \mismathes"(+6,6)

Oupation des agents (%) 72,7 � 0,1 % (+1,2%)

Qualit�e de servie 89,9 � 0,1 % (+3,6%)

Tableau 3.11 { Tableau des mesures journali�eres obtenues par la simulation du mod�ele C

1

.

La qualit�e de servie est d�e�nie par le pourentage d'appels entrants ayant attendu moins

de 20 seondes.

entre les mesures simul�ees du mod�ele C

1

et elles du mod�ele R. Le tableau montre une

augmentation importante de la qualit�e de servie simul�ee par rapport au mod�ele R. Cei

pourrait être dû �a un manque de variabilit�e dans le nombre d'arriv�ees par demi-heure. Une

augmentation de la variabilit�e du tra� entrâ�nerait une diminution de la qualit�e de servie.

Ces r�esultats montrent qu'il peut être dangereux d'utiliser les hypoth�eses du mod�ele C

1

.

Nous avons refait une simulation ave un autre mod�ele C

2

dont le proessus d'arriv�ee

permet plus de variabilit�e dans le nombre d'arriv�ees par demi-heure. Dans e mod�ele, nous

onservons l'hypoth�ese d'une loi exponentielle pour les dur�ees de servie et nous utilisons le

proessus d'arriv�ee Poisson-Gamma de Jongbloed et Koole (sous-setion 2.1.1). Nous avons

hoisi d'exp�erimenter e proessus, ar il sera utilis�e sur nos mod�eles de CMTC du hapitre

4. La simulation de C

2

ne nous donnera pas le omportement exat de es mod�eles de

CMTC, ar eux-i alulent leurs mesures sur horizon in�ni. Malgr�e ette petite di��erene,

la simulation du mod�ele C

2

donnera un bon aper�u du r�ealisme de nos mod�eles de CMTC

ave un proessus d'arriv�ee Poisson-Gamma. Le tableau 3.12 pr�esente les mesures simul�ees

ave e mod�ele. Nous remarquons que les mesures simul�ees sont plus pr�es du mod�ele R par

rapport �a elles du mod�ele C

1

. Les di��erenes observ�ees sont-elles aeptables pour utiliser

es hypoth�eses ? C'est une question de hoix et on laisse la r�eponse aux gestionnaires de

Bell.

Dans la derni�ere simulation, nous allons analyser l'e�et de l'hypoth�ese des dur�ees de ser-

vie exponentielles. Elle est peut-être responsable des di��erenes observ�ees dans les mesures

des mod�eles C

1

et C

2

. Le tableau 3.13 ompare les mesures simul�ees �a l'aide du mod�ele R



99

Mesures ave mod�ele C

2

Appels sortants servis par jour 517,0 � 0,9 appels (+5,1)

Abandons par jour 32,6 � 0,3 abandons (-0,8)

Appels sortants ompos�es par jour 1677,5 � 3,0 appels (+11,5)

Nombre de \mismathes" par jour 38,2 � 0,1 \mismathes"(+0,6)

Oupation des agents (%) 71,9 � 0,1 % (+0,4%)

Qualit�e de servie 85,5 � 0,1 % (-0,8%)

Tableau 3.12 { Tableau des mesures journali�eres obtenues par la simulation du mod�ele C

2

.

La qualit�e de servie est d�e�nie par le pourentage d'appels entrants ayant attendu moins

de 20 seondes.

ave des dur�ees de servie exponentielles et elles obtenues ave le mod�ele R sans modi�er

les hypoth�eses sur les dur�ees de servie. On remarque qu'il y a peu de di��erene et il semble

que l'e�et de ette hypoth�ese soit assez faible. Il semble toutefois que les di��erenes ob-

serv�ees soient plus grandes par rapport �a elles observ�ees ave le mod�ele C

2

. Cei pourrait

être dû au fait que le proessus Poisson-Gamma annule mieux l'hypoth�ese \fausse" d'avoir

des dur�ees de servie exponentielles.

Nous pouvons onlure que l'utilisation des mod�eles de CMTC devrait id�ealement être

jumel�ee ave un proessus d'arriv�ee d'appels permettant des intensit�es de tra� assez va-

riables. Nous allons tenter de tenir ompte de ette remarque dans le hapitre 4, mais et

aspet sera approfondi dans la suite du projet ave Bell.

Mesures ave dur�ees exponentielles

Appels sortants servis par jour 518,6 � 1,6 appels (+6,7)

Abandons par jour 32,3 � 0,8 abandons (+0,5)

Appels sortants ompos�es par jour 1683,7 � 5,5 appels (+17,7)

Nombre de \mismathes" par jour 38,3 � 0,2 \mismathes"(+0,7)

Oupation des agents (%) 71,7 � 0,1 % (+0,2%)

Qualit�e de servie 85,7 � 0,1 % (-0,6%)

Tableau 3.13 { Tableau des mesures journali�eres obtenues par la simulation du mod�ele R

ave des dur�ees de servie exponentielles. La qualit�e de servie est d�e�nie par le pourentage

d'appels entrants ayant attendu moins de 20 seondes.



Chapitre 4

Th�eorie, extensions et

exp�erimentations sur des mod�eles

de CMTC

La simulation n'est pas le seul outil pour aluler des mesures de performane sur des

mod�eles repr�esentant des entres d'appels. Sous des hypoth�eses di��erentes de elles du ha-

pitre 3, nous pouvons �etudier un entre d'appels �a l'aide de mod�eles de hâ�nes de Markov

en temps ontinu (CMTC). En fait, la famille des formules d'Erlang pour aluler une distri-

bution du temps d'attente des lients dans une �le d'attente se base sur e type de mod�eles.

Ces formules sont ouramment utilis�ees pour la plani�ation du nombre d'agents n�eessaires

dans les entres d'appels. Elles ont les avantages d'être faile �a appliquer et de fournir ra-

pidement des valeurs exates sur les mesures de performane d'un entre d'appels. On peut

rappeler que la simulation nous permet d'estimer sous forme d'intervalle de on�ane es

mêmes mesures. Ensuite, es valeurs sont souvent utilis�ees pour �xer la politique de gestion

d'un entre. Le entre d'appels �etudi�e en est un bon exemple puisqu'il g�ere, ave e type

de formules, la plani�ation du nombre n�eessaire d'agents a�n de respeter une ertaine

distribution du temps d'attente des lients.

Ces formules ont aussi des inonv�enients. Dans [6, 18, 33, 51℄, on pr�esente une liste

des dangers de l'utilisation de es mod�eles pour repr�esenter les entres d'appels atuels. La

prinipale raison est que les entres sont devenus trop omplexes. Trop souvent, es mod�eles
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ne s'appliquent pas bien �a la r�ealit�e et leur manque de r�ealisme peut provoquer des erreurs

de gestion.

Le entre d'appels �etudi�e dans e m�emoire est loin d'être semblable aux mod�eles des

formules d'Erlang. La prinipale di��erene vient du fait que nous avons un deuxi�eme tra�

assoi�e aux appels sortants. Malheureusement, es formules n'en tiennent pas ompte et

ainsi, nous ne pouvons pas appliquer diretement e type de mod�eles �a notre entre d'appels.

Toutefois, nous aimons les avantages des mod�eles CMTC dont la rapidit�e �a obtenir une

valeur exate d'une mesure de performane. C'est pour ette raison que nous allons proposer

de nouveaux mod�eles de CMTC qui s'appliquent mieux �a la r�ealit�e du entre d'appels �etudi�e.

Tout au long de e hapitre, nous devons garder en tête que le but de es mod�eles sera d'aider

�a la plani�ation du nombre n�eessaire d'agents a�n de respeter une ertaine ontrainte

sur le temps d'attente des lients. Pour haun des mod�eles propos�es, nous allons montrer

omment aluler la distribution du temps d'attente d'un lient. Ce alul sera utile pour

hoisir la plus petite quantit�e de pr�epos�es qui permet de satisfaire la ontrainte.

Ce hapitre est divis�e en inq setions. Premi�erement, nous allons faire un bref rappel

des mod�eles de CMTC sur lesquels les formules d'Erlang se basent. Ensuite, nous allons

pr�esenter quelques extensions de es mod�eles que l'on retrouve dans la litt�erature et nous

allons voir que elles-i ne s'appliquent pas vraiment �a notre as. C'est pour ette raison que

nous allons proposer nos propres extensions qui s'ajustent mieux �a notre entre d'appels.

Ces extensions seront, par la suite, utilis�ees dans des exp�erienes de plani�ation pour e

entre d'appels. Et �nalement, nous allons onlure e sujet en pr�esentant des am�eliorations

possibles �a nos mod�eles.

4.1 File d'attente ave une seule soure de lients

Soit X(t) le nombre de lients dans le syst�eme au temps t � 0. Les formules d'Erlang

d�erivent de la repr�esentation de fX(t) 2 f0; 1; 2; :::g; t � 0g omme un proessus de Markov

en temps ontinu ou plus pr�eis�ement un proessus de naissane et de mort [52℄. Ce dernier

a des probabilit�es de transition P

ij

(t) stationnaires ; i.e.,

P

ij

(t) = PrfX(t+ s) = jjX(s) = ig pour tout s � 0: (4.1)
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Figure 4.1 { Sh�ema g�en�eral d'un proessus de naissane et de mort.

Et, nous savons que les P

ij

(t) satisfont

(1) P

i;i+1

(h) = �

i

h+ o(h) lorsque h # 0; i � 0;

(2) P

i;i�1

(h) = �

i

h+ o(h) lorsque h # 0; i � 1;

(3) P

i;i

(h) = 1� (�

i

+ �

i

)h+ o(h) lorsque h # 0; i � 0;

(4) �

0

= 0; �

0

> 0; �

i

; �

i

> 0; i = 1; 2; : : :

o�u o(h) repr�esente simplement un terme n�egligeable dans le sens que si nous le divisons par

h, alors le r�esultat tendra vers z�ero lorsque h tendra vers z�ero [52℄. La �gure 4.1 donne un

aper�u d'un tel proessus.

Pour un proessus de naissane et de mort ave auun �etat absorbant, il est possible de

prouver que les probabilit�es stationnaires ou limites

�

j

= lim

t!1

P

ij

(t) (4.2)

existent et sont ind�ependantes de l'�etat initial i [52℄. Nous pouvons voir �

j

omme �etant la

fration du temps que la hâ�ne passe dans l'�etat j �a long terme. Soient

�

0

= 1 et �

j

=

�

0

�

1

� � � �

j�1

�

1

�

2

� � � �

j

pour j � 1:

Dans [52℄, on obtient :

�

0

=

2

4

1

X

j=0

�

j

3

5

�1

(4.3)

�

j

= �

j

�

0

, j � 1; (4.4)

si

P

1

j=0

�

j

<1 et on obtient �

j

= 0 pour tout i si

P

1

j=0

�

j

=1. Ces �equations serviront au

d�eveloppement de la formule d'Erlang-C [19℄ qui nous permet de aluler une distribution

sur le temps d'attente des lients.
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Dans la formule d'Erlang-C, on fait l'hypoth�ese que le entre d'appels est une �le

M=M=n. Voii les prinipales hypoth�eses :

{ Il y a n serveurs disponibles.

{ Les dur�ees de servie des lients sont ind�ependantes et suivent une loi exponentielle

de moyenne 1=�.

{ Les arriv�ees des lients suivent un proessus de Poisson stationnaire de taux �.

{ Les lients, dans la �le d'attente de apait�e in�nie, n'abandonnent jamais.

{ Il n'y a pas de proessus de omposition pour des appels sortants, i.e., il n'y a auun

tra� sortant.

La �leM=M=n est un as partiulier d'un proessus de naissane et de mort o�u �

i

= � pour

tout i, �

0

= 0, et �

i

= min(i; n)� pour i � 1.

SoitW la dur�ee d'attente d'un lient dans la �le et � = �=(n�) l'intensit�e du tra�, voii

la formule d'Erlang-C pour aluler la probabilit�e qu'un lient attende plus que t unit�es de

temps :

PfW > tg =

8

>

<

>

:

PfW > 0ge

�(1��)n�t

; � < 1

1 ; � � 1;

(4.5)

o�u

PfW > 0g =

(n�)

n

n!(1� �)

2

4

n�1

X

j=0

(n�)

j

j!

+

(n�)

n

n!(1� �)

3

5

�1

(4.6)

est la probabilit�e qu'un lient doive attendre avant de se faire servir. Les d�etails pour obtenir

ette formule sont pr�esent�es dans [19℄.

Cette formule est pr�esentement utilis�ee pour aluler le nombre d'agents requis au entre

d'appels �etudi�e a�n de respeter la r�egle 80-20. On suppose que le entre peut être mod�elis�e

par une �le M=M=n sp�ei�que �a haque demi-heure. De ette fa�on, Bell alule le nombre

minimal d'agents, pour haque demi-heure, leur permettant de respeter la r�egle 80-20

sur horizon in�ni. Ensuite, la plani�ation tient ompte du tra� sortant en ajustant, si

n�eessaire, le nombre d'agents �a plani�er �a l'aide d'un fateur de orretion. Cette m�ethode

est loin d'être id�eale, ar on utilise un mod�ele erron�e, pour ensuite le orriger �a l'aide d'un

fateur de orretion. Il est sûrement possible de faire mieux. L'utilisation d'un tel fateur de

orretion peut engendrer une mauvaise performane du entre d'appels : soit en plani�ant

trop ou pas assez d'agents.
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4.2 Extensions onnues dans la litt�erature

Il existe, dans la litt�erature, beauoup d'extensions de ette �le M=M=n. On peut, par

exemple, introduire des abandons de lients dans la �le d'attente, un proessus d'arriv�ee

non-stationnaire, un deuxi�eme proessus d'arriv�ee, et. Parmi elles-i, nous nous sommes

prinipalement attard�es aux mod�eles introduisant un deuxi�eme proessus d'arriv�ee puisque

l'on �etudie un entre d'appels en mode mixte.

Les artiles [10, 11, 12, 13℄ pr�esentent des mod�eles qui s'appliquent �a un entre d'ap-

pels ave deux tra�s d'appels. Ces quatre artiles pr�esentent des mod�eles qui sont assez

similaires �a e qu'on retrouve dans le entre d'appels �etudi�e.

Dans [10, 11℄, les auteurs proposent une m�ethode pour optimiser les r�egles de la omposi-

tion d'appels sortants. Leur mod�ele utilise les mêmes hypoth�eses que dans une �leM=M=n,

i.e., arriv�ees du tra� #1 selon un proessus de Poisson stationnaire, dur�ees de servie i.i.d.

de loi exponentielle pour les deux types d'appels, et. Ils ne font qu'ajouter un proessus de

omposition d'appels sortants.

�

A haque fois qu'il y a moins de _n serveurs oup�es, le entre

rejoint imm�ediatement un lient par un appel sortant. Cei implique qu'il y a toujours au

moins _n lients dans le entre. De plus, les auteurs supposent qu'il y a une in�nit�e de lients

sortants �a rejoindre. Le but de l'artile est de trouver le seuil _n qui optimise une ertaine

fontion objetive sous la ontrainte de respeter la r�egle 80-20 pour les appels du tra�

#1.

Les deux autres artiles [12, 13℄ se basent essentiellement sur les mêmes hypoth�eses �a

l'exeption qu'on ajoute le prinipe du lient impatient. En fait, ils supposent que le lient i

du tra� #1 est prêt �a attendre une dur�ee maximale, d�enot�ee U

i

, dans la �le d'attente. Ces

dur�ees U

i

sont des variables al�eatoires i.i.d. d�e�nies par une fontion de r�epartition g�en�erale.

Les auteurs se basent sur e mod�ele pour pr�esenter di��erentes mani�eres de aluler les

probabilit�es stationnaires, la probabilit�e qu'un appel entrant ait �a attendre, la probabilit�e

qu'un appel entrant soit perdu �a ause de son impatiene et des distributions sur le temps

d'attente d'un lient d'appel entrant. L'id�ee d'ajouter la notion d'impatiene d'un lient est

int�eressante, ar elle permet d'am�eliorer le r�ealisme du mod�ele. Cei permet d'�eliminer la

sur-plani�ation onnue de la formule d'Erlang-C : on suppose qu'il n'y a pas d'abandon

dans la �le.
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Malgr�e les similitudes de es mod�eles ave le entre d'appels �etudi�e, nous n'allons pas

appliquer les r�esultats de es artiles �a notre projet. Il y a plusieurs raisons qui expliquent e

hoix. Tout d'abord, le proessus de omposition des appels est trop loin de la r�ealit�e. Ces

mod�eles ne tiennent pas ompte que la omposition d'un appel sortant peut �ehouer. Cet

aspet n'est pas n�egligeable puisque plus de 50 % des ompositions �ehouent. Ensuite, nous

avons d�erit que le syst�eme de omposition peut omposer plusieurs appels en parall�ele.

Ce d�etail qui entrâ�ne la surharge du entre, et du même oup les \mismathes", devrait

id�ealement être mod�elis�e. La notion de \mismath" n'existe malheureusement pas dans les

mod�eles d�erits dans [10, 11, 12, 13℄. Dans es artiles, les auteurs proposent l'utilisation

d'un proessus de omposition simple qui ne repr�esente pas bien notre entre d'appels (voir

[7℄). Ainsi, nous royons que la mod�elisation d'un syst�eme de omposition plus r�ealiste serait

essentielle �a l'�etude de notre entre d'appels. Ensuite, il y a aussi le fait que nous avons 2

groupes d'agents. Les mod�eles pr�esents dans la litt�erature ne tiennent pas ompte de ette

subtilit�e en supposant que tous les agents ont les mêmes tâhes. Ces raisons nous ont oblig�e

�a proposer de nouveaux mod�eles qui s'appliquent mieux �a notre probl�eme.

4.3 Nouvelles extensions

Cette setion est onsar�ee �a la desription de nos mod�eles de hâ�nes de Markov en

temps ontinu tentant de repr�esenter le entre d'appels �etudi�e. Ceux-i sont des extensions

de mod�eles que l'on retrouve dans la litt�erature. Le premier mod�ele ajoute la possibilit�e

d'avoir une omposition d'un appel sortant pouvant �ehouer. Ensuite, le deuxi�eme mod�ele,

bas�e sur le premier, ajoute la omposition d'appels sortants en parall�ele et la notion de

\mismath". Et �nalement, le troisi�eme introduit la mod�elisation de deux groupes d'agents

ainsi qu'une di��erene entre la loi des dur�ees de servie d'appels entrants et elle pour les

dur�ees d'appels sortants. Il est ertain que le troisi�eme mod�ele, en ayant le plus de d�etails,

est le plus r�ealiste, mais nous devons �evaluer si l'ajout de es d�etails vaut le oût de alul

additionnel. Nous allons tenter de onlure sur le meilleur mod�ele �a utiliser.

Il est important de noter que nos trois mod�eles �evoluent dans un environnement sta-

tionnaire pour le proessus d'arriv�ee, le nombre de serveurs, les dur�ees de servie, et. La

non-stationnarit�e sera �etudi�ee dans la setion 4.4.
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4.3.1 Mod�ele #1

Le premier mod�ele est le plus simple et il �etend quelque peu le mod�ele utilis�e pour

trouver la formule d'Erlang-C (4.5). La prinipale di��erene est que l'on ajoute un proessus

de omposition pour les appels sortants et un proessus d'abandons. Ce mod�ele onservera

le omportement d'un proessus de naissane et de mort, ar nous allons utiliser un syst�eme

de omposition d'appels sortants assez simple, des taux de servie identiques pour les appels

entrants et sortants et des abandons apr�es des dur�ees d'attente exponentielles. Ce mod�ele

fait quelques hypoth�eses di��erentes de elles pour la �le M=M=n. Voii les prinipales

di��erenes :

1. Les dur�ees de servie pour les appels entrants et sortants sont i.i.d. de loi exponentielle

ave une moyenne 1=�. Soit 1=�

e

la dur�ee de servie moyenne des appels entrants et

1=�

s

elle pour les appels sortants. Nous d�e�nissons

1=� = b

e

=�

e

+ b

s

=�

s

; (4.7)

o�u b

e

est la proportion d'appels entrants servis et b

s

est la proportion d'appels sortants

servis.

2. La �le d'attente a une apait�e �nie de  plaes.

3. La probabilit�e qu'un lient n'abandonne pas lorsqu'il ne peut être servi d�es son arriv�ee

est d�enot�e par . Et dans le as o�u le lient n'abandonne pas, on suppose que sa dur�ee

maximale d'attente aept�ee est exponentielle de taux �.

4. La probabilit�e de rejoindre un lient �a l'aide d'un appel sortant est d�enot�ee par �.

5. Les dur�ees requises pour rejoindre un lient �a l'aide d'un appel sortant sont exponen-

tielles (i.i.d) de taux �.

6. Le proessus de omposition des appels sortants est le suivant : il tente de rejoindre

les lients un �a la fois. Il ompose un appel s'il y a au plus _n agents oup�es et s'il

n'y a auun appel sortant en attente de r�eponse. Le omposeur arrête sa tentative de

rejoindre un lient d�es qu'il y a plus de _n agents oup�es.

SoitX(t) le nombre de lients dans le syst�eme au temps t � 0. Ces nouvelles hypoth�eses

font en sorte que fX(t) 2 f0; 1; 2; :::g; t � 0g est un proessus de naissane et de mort ave
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les param�etres suivants :

�

k

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

�+ �� ; k = 0; 1; : : : ; _n

� ; k = _n+ 1; : : : ; n� 1

� ; n � k < n+ 

0 ; k � n+ 

(4.8)

et

�

k

=

8

>

<

>

:

k� ; k = 0; 1; 2; ::; n � 1

n�+ (k � n)� ; k � n:

(4.9)

Ave e mod�ele, nous allons montrer qu'il nous est possible de trouver une formule

analytique permettant de aluler PfW > tg. Une forme analytique permettra d'obtenir la

distribution de W dans un temps de alul rapide.

D�emarhe pour trouver la formule PfW > tg

�

Etant donn�e que fX(t); t � 0g est un proessus de naissane et de mort, nous pouvons

aluler les probabilit�es limites �

k

�a l'aide des �equations (4.3) et (4.4). Les param�etres (4.8)

et (4.9) nous permettent d'obtenir :

�

k

=

8
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>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

h

P

1

j=0

�

j

i

�1

; k = 0

1

k!

�

�+��

�

�

k

�

0

; 1 � k � _n

1

k!

�

�+��

�

�

_n+1

�

�

�

�

k� _n�1

�

0

; _n < k < n

1

n!

�

�+��

�

�

_n+1

�

�

�

�

n� _n�1

k�n

Q

l=1

�

n�+l�

�

0

; n � k � n+ 

0 ; k > n+ ;

(4.10)

o�u

�

j

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

1

j!

�

�+��

�

�

j

; 1 � j � _n

1

j!

�

�+��

�

�

_n+1

�

�

�

�

j� _n�1

; _n < j < n

1

n!

�

�+��

�

�

_n+1

�

�

�

�

n� _n�1

j�n

Q

l=1

�

n�+l�

; n � j � n+ 

0 ; j > n+ :
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On obtient �

0

par :

�

0

=

2

4

1

X

j=0

�

j

3

5

�1

=

"

_n

X

j=0

1

j!

�

�+ ��

�

�

j

+

n

X

j=_n+1

1

j!

�

�+ ��

�

�

_n+1

�

�

�

�

j� _n�1

+

1

n!

�

�+ ��

�

�

_n+1

�

�

�

�

n� _n�1

n+

X

j=n

j�n

Y

l=1

�

n�+ l�

#

�1

:

Une fois �

0

onnu, les �equations (4.10) nous permettent de aluler les probabilit�es �

k

pour

1 � k � n+ . Ces �

k

sont ensuite utilis�es pour aluler la probabilit�e PfW > tg. Soit V le

nombre de lients dans le syst�eme, PfV = j + ng la probabilit�e qu'un lient �a son arriv�ee

observe j + n lients dans le syst�eme et PfW > tjV = j + ng la probabilit�e que le temps

d'attente d'un lient venant d'arriver et observant j lients en attente soit sup�erieur �a t.

Selon la th�eorie des probabilit�es onditionnelles, on peut �erire :

PfW > tg = PfW > 0gPfW > tjW > 0g (4.11)

=



X

j=0

PfW > tjV = j + ngPfV = j + ng: (4.12)

Plusieurs de es probabilit�es peuvent être repr�esent�ees en fontion des probabilit�es station-

naires �

k

. Cei est possible �a ause de la propri�et�e PASTA [57℄. Cette propri�et�e nous permet

de dire que :

Propri�et�e 4.3.1 PASTA.

Pour tout i, la fration des arriv�ees (proessus de Poisson) trouvant la hâ�ne dans l'�etat i

est �egale �a �

i

, la fration du temps o�u la hâ�ne est dans l'�etat i.

Par ette propri�et�e, on obtient que :

PfW > 0g =

n+

X

j=n

�

j

=

1

n!

�

�+ �

�

�

_n+1

�

�

�

�

n� _n�1

�

0

n+

X

j=n

j�n

Y

l=1

�

n�+ l�

; (4.13)

PfV = j + ng = �

j+n

et on a par [46℄ :

PfW > tjV = j +ng = e

��t

�

n�

�

��

n�

�

+ 1

�

� � �

�

n�

�

+ j

�

j!

j

X

k=0

(�1)

k

�

j

k

�

e

�(n�+k�)t

n�=� + k

: (4.14)

�

A l'aide des �equations (4.13) et (4.14), on peut aluler :

PfW > tjW > 0g =

1

X

j=0

PfW > tjV = j + ng

�

j+n

PfW > 0g

(4.15)
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et

PfW > tg =



X

j=0

PfW > tjV = j + ng�

j+n

=

�

0

e

��t

n!

�

�+ ��

�

�

_n+1

�

�

�

�

n� _n�1



X

j=0

j

Y

l=1

�

n�+ l�

�

n�

�

��

n�

�

+ 1

�

� � �

�

n�

�

+ j

�

j!

j

X

k=0

(�1)

k

�

j

k

�

e

�(n�+k�)t

n�=� + k

: (4.16)

Le grand avantage de ette formule est qu'elle permet de aluler la distribution de

W de mani�ere analytique. L'estimation de ette distribution sera plus r�ealiste qu'ave la

formule (4.5) pour un temps de alul semblable. Nous allons toutefois voir que le r�ealisme

du mod�ele #1 a des limites. Le mod�ele repr�esente bien un entre d'appels en mode mixte,

mais la simpli�ation du omposeur plae e mod�ele assez loin de e que l'on observe dans

la r�ealit�e.

4.3.2 Mod�ele #2

Ce nouveau mod�ele tentera de mieux repr�esenter le proessus de omposition d'appels

sortants que l'on retrouve dans le entre d'appels �etudi�e. Voii les di��erenes au niveau des

hypoth�eses pour e mod�ele par rapport au mod�ele #1 :

1. La dur�ee requise pour rejoindre un lient �a l'aide d'un appel sortant est omprise

dans la dur�ee de servie. Ainsi, nous supposons que le servie d'un lient d�ebute

imm�ediatement apr�es la omposition de l'appel.

2. Le proessus de omposition des appels sortants est le suivant : il tente de rejoindre

des lients �a haque fois qu'un agent se lib�ere et qu'il y a au plus _n agents oup�es.

Si o est le nombre d'agents oup�es �a l'instant de la omposition alors le nombre

d'appels ompos�es en parall�ele sera d�enot�e par v(o). On rappelle aussi que haque

appel ompos�e a une probabilit�e de onnexion �, de sorte que le nombre d'appels

onnet�es suit une loi binomiale de param�etres v(o) et �. La probabilit�e d'avoir x

appels sortants onnet�es lorsqu'on e�etue une omposition ave o agents oup�es

est :

�

o

(x) =

�

v(o)

x

�

�

x

(1� �)

v(o)�x

pour 0 � x � v(o):
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3. Nous avons des \mismathes" lorsque nous rejoignons trop de lients sortants. Si nous

sommes dans l'�etat i et que nous avons rejoint x lients sortants alors nous allons avoir

max(0; i + x� n) \mismathes". Ces lients sont perdus.

Si on d�enote par X(t) le nombre de lients dans le syst�eme au temps t � 0, on obtient

que fX(t); t � 0g est une hâ�ne de Markov en temps ontinu. De plus, l'hypoth�ese de ne

pas avoir plus de n+  lients dans le syst�eme implique que l'espae d'�etats pour X(t) est

�ni. Cei va permettre de trouver plus failement les probabilit�es limites stationnaires �

k

.

Soit

lim

h!0+

1� P

ii

(h)

h

= q

i

; (4.17)

le taux de sortie de l'�etat i et

lim

h!0+

P

ij

(h)

h

= q

ij

; i 6= j; (4.18)

le taux de transition de l'�etat i vers l'�etat j. Nous savons par [52℄ que les probabilit�es limites

sont d�etermin�ees par les �equations :

�

j

q

j

=

X

i6=j

�

i

q

ij

; j = 0; 1; : : : ; n+  (4.19)

�

0

+ �

1

+ � � � + �

n+

= 1: (4.20)

Nous allons utiliser es �

k

, 0 � k � s+  pour aluler la valeur de PfW > tg.

D�emarhe pour trouver PfW > tg

La m�ethode pour aluler la probabilit�e est sensiblement la même que pour le mod�ele

#1. Enore une fois, nous pouvons appliquer la propri�et�e PASTA et nous obtenons que :

PfW > 0g =

n+

X

j=n

�

j

:

De plus, les probabilit�es PfW > tjW > 0g et PfW > tjV = j+ng sont les mêmes que dans

le mod�ele #1 puisque nous avons le même proessus stohastique lorsque nous savons que le

lient doit attendre. Finalement, il suÆt de aluler les �

j

pour j = n; :::; n+, pour obtenir

la valeur de PfW > tg. Ces derni�eres sont alul�ees en r�esolvant le syst�eme d'�equations

(4.19) et (4.20).

Pour bien omprendre les q

i

et q

ji

de e mod�ele, nous allons faire un exemple ave i = 3

en supposant que i � _n. Tout d'abord, nous avons q

ji

> 0 seulement pour j � 4. Par
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exemple, pour j = 2, nous avons

q

2;3

= �+ 2��

1

(2):

Le taux de transition q

2;3

ouvre deux as. Dans l'�etat 2, nous observons l'arriv�ee d'un appel

ou la �n du servie d'un lient ombin�e �a une omposition d'appels sortants rejoignant 2

lients. Nous obtenons aussi :

q

3

= �+ 3�� 3��

2

(1):

Dans e as, nous quittons l'�etat 3 lorsqu'il y a soit l'arriv�ee d'un appel ou la �n du servie

d'un lient. La derni�ere valeur soustraite repr�esente le as o�u on demeure dans l'�etat 3 malgr�e

la �n de servie d'un lient : il y a �n de servie d'un lient ombin�ee �a une omposition

d'appels sortants rejoignant 1 seul lient.

Nous avons utilis�e l'ensemble de es relations pour d�evelopper e syst�eme d'�equations

lin�eaires :

(�+ i�� i��

i�1

(1))�

i

=

i+1

X

j=1

j 6=i

j��

j�1

(i� j + 1)�

j

+ ��

i�1

, 0 � i � _n

(�+ i�� i��

i�1

(1))�

i

=

_n+1

X

j=1

j 6=i

j��

j�1

(i� j + 1)�

j

+ (i+ 1)��

i+1

+ ��

i�1

, i = _n+ 1

(�+ i�)�

i

=

_n+1

X

j=1

j��

j�1

(i� j + 1)�

j

+ (i+ 1)��

i+1

+ ��

i�1

, _n+ 1 < i < n

(�+ i�)�

i

=

_n+1

X

j=1

j�

2(n�j+1)

X

k=i�j+1

�

j�1

(k)�

j

+ (n�+ �)�

n+1

+ ��

n�1

, i = n

(�+ n�+ (i� n)�)�

i

= ��

i�1

+ (n�+ (i+ 1� n)�)�

i+1

, n < i < n+ 

(n�+ (i� n)�)�

i

= ��

i�1

, i = n+ :

Pour obtenir la valeur des probabilit�es stationnaires �

j

, on doit ajouter la ondition

que

P

n+

k=0

�

k

= 1 et r�esoudre e syst�eme d'�equations lin�eaires. Une fois que es probabilit�es

sont alul�ees, nous pouvons obtenir la probabilit�e d'attente PfW > tg par (4.12) et (4.14).

Cette m�ethode propose un mod�ele plus \r�ealiste", mais la r�esolution du syst�eme d'�equations

lin�eaires sera plus oûteuse en temps de alul par rapport �a la formule analytique du mod�ele

#1.
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4.3.3 Mod�ele #3

Le troisi�eme et dernier mod�ele propos�e tente d'am�eliorer la mod�elisation du groupe

d'agents et des dur�ees de servie. Nous allons introduire la di��erene entre les deux groupes

d'agents : soit un traitant uniquement les appels entrants et un deuxi�eme servant les deux

types d'appels. De plus, nous allons �eliminer l'hypoth�ese que les dur�ees de servie des deux

types d'appels suivent la même loi. Voii les hypoth�eses de e mod�ele qui di��erent par

rapport au mod�ele #2 :

1. Les dur�ees de servie des appels entrants suivent une loi exponentielle de taux �

e

.

2. Les dur�ees de servie des appels sortants suivent une loi exponentielle de taux �

s

.

3. Nous mod�elisons deux groupes d'agents. Il y a n

1

agents dans le groupe I qui sert

uniquement des appels entrants et il y en a n

2

dans le groupe B qui sert les deux

types d'appels. On d�e�nit le nombre total d'agents par n = n

1

+ n

2

.

4. Le proessus de omposition des appels sortants est le suivant : il tente de rejoindre

des lients �a haque fois qu'un agent se lib�ere, qu'il y a au plus _n agents oup�es et

qu'au moins 1 agent soit libre dans le groupe B. Si o est le nombre d'agents oup�es

dans le groupe B �a l'instant de omposition, alors le nombre d'appels ompos�es en

parall�ele sera v(o) pour o � _n. On suppose aussi que haque appel ompos�e a une

probabilit�e de onnexion �, de sorte que le nombre d'appels onnet�es suit la même

loi que dans le mod�ele #2, i.e., une loi binomiale de param�etres v(o) et �.

5. Enore une fois, nous avons des \mismathes" lorsque nous rejoignons trop de lients

sortants. Si nous avons j agents oup�es dans le groupe B et que nous avons rejoint

x > 0 lient(s) sortant(s), alors il y a max(0; j + x � n

2

) \mismathes". Ces lients

sont perdus.

Soit

X(t) = (Y (t); Z(t));

o�u Y (t) est le nombre total de lients dans le syst�eme au temps t � 0 et Z(t) est le nombre

de lients d'appels sortants dans le syst�eme au temps t � 0. Ave X(t) 2 f(i; j) : 0 � i �

n+; 0 � j � n

2

g pour tout t, les hypoth�eses nous permettent de voir que fX(t); t � 0g est

un proessus de Markov en temps ontinu ave un espae d'�etats �nis. Il nous est possible

de aluler les probabilit�es stationnaires �

(i;j)

en r�esolvant un syst�eme d'�equations lin�eaires

que nous expliiterons plus bas.



113

D�emarhe pour trouver PfW > tg

Enore une fois, nous pouvons appliquer la propri�et�e PASTA et nous obtenons que :

PfW > 0g =

n+

X

i=n

n

2

X

j=0

�

(i;j)

(4.21)

et

PfW > tg =

n+

X

i=n

n

2

X

j=0

PfW > tjV = i; V

s

= jg�

(i;j)

; (4.22)

o�u V est le nombre de lients dans le entre d'appels et V

s

est le nombre d'appels sortants

en servie. Cependant, le seul probl�eme est que la probabilit�e PfW > tjV = i; V

s

= jg ne

s'obtient pas aussi failement que dans les deux premiers mod�eles. La �n de servie d'un

appel entrant versus sortant modi�e di��eremment le taux de �n de servie global puisqu'il

n'y a que des appels entrants dans la �le.

Connaissant d�ej�a omment aluler les �

(i;j)

, il ne reste plus qu'�a �evaluer PfW >

tjV = i; V

s

= jg. Au lieu d'obtenir la valeur exate, nous proposons d'approximer ette

probabilit�e en nous basant sur la formule (4.14) ave un taux de servie moyen �x�e �a

1=� = ((i � j)=�

e

+ j=�

s

)=i. Nous avons une meilleure approximation de ette probabilit�e

ave e mod�ele. Les deux premiers mod�eles supposaient un taux de servie global �egal �a

b

e

=�

e

+ b

s

=�

s

. L'avantage de ette m�ethode est qu'elle tient ompte du nombre ourant de

haque type de lients �a servir. Nous avons hoisi ette approximation, ar la moyenne du

taux de servie global avant de servir i� n lients doit être assez pr�es de ette valeur.

Ave e dernier r�esultat, le alul de PfW > tg est possible par (4.22) en alulant

les �

(i;j)

pour 0 � i � n + ; 0 � j � n

2

. Celles-i sont donn�ees en r�esolvant le syst�eme

d'�equations lin�eaires (4.19) et (4.20), o�u I d�enote la fontion indiatrie :

Pour 0 � i � _n :

(�+ (i� j)�

e

+ j�

s

� j�

s

�

j�1

(1))�

(i;j)

=

j

X

k=0

(i� j + 1)�

e

�

j�k

(k)�

(i�k+1;j�k)

+

j

X

k=0;k 6=1

j�k+1�n

2

(j � k + 1)�

s

�

j�k

(k)�

(i�k+1;j�k+1)

+I

[(i�1)�j℄

��

(i�1;j)

; 0 � j � min(i; n

2

� 1);

(�+ (i� j)�

e

+ j�

s

� j�

s

v(j�1)

X

h=1

�

j�1

(h))�

(i;j)

=

j

X

k=0

(i� j + 1)�

e

v(j�k)

X

h=k

�

j�k

(h)�

(i�k+1;j�k)
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+

j

X

k=0;k 6=1

j�k+1�n

2

(j � k + 1)�

s

v(j�k)

X

h=k

�

j�k

(h)�

(i�k+1;j�k+1)

+I

[(i�1)�j℄

��

(i�1;j)

; j = n

2

; j � i:

Pour i = _n+ 1 et n 6= _n+ 1 :

(�+ (i� j)�

e

+ j�

s

� j�

s

�

j�1

(1))�

(i;j)

=

j

X

k=1

(i� j + 1)�

e

�

j�k

(k)�

(i�k+1;j�k)

+

j

X

k=2

(j � k + 1)�

s

�

j�k

(k)�

(i�k+1;j�k+1)

+I

[(i�1)�j℄

��

(i�1;j)

+ (i� j + 1)�

e

�

(i+1;j)

+I

[j+1�n

2

℄

(j + 1)�

s

�

(i+1;j+1)

; 0 � j � min(i; n

2

� 1);

(�+ (i� j)�

e

+ j�

s

� j�

s

v(j�1)

X

h=1

�

j�1

(h))�

(i;j)

=

j

X

k=1

(i� j + 1)�

e

v(j�k)

X

h=k

�

j�k

(h)�

(i�k+1;j�k)

+

j

X

k=2

(j � k + 1)�

s

v(j�k)

X

h=k

�

j�k

(h)�

(i�k+1;j�k+1)

+ I

[(i�1)�j℄

��

(i�1;j)

+(i� j + 1)�

e

�

(i+1;j)

+ I

[j+1�n

2

℄

(j + 1)�

s

�

(i+1;j+1)

; j = n

2

; j � i:

Pour _n+ 1 < i < n et n 6= _n+ 1 :

(�+ (i� j)�

e

+ j�

s

)�

(i;j)

=

j

X

k=(i� _n)

(i� j + 1)�

e

�

j�k

(k)�

(i�k+1;j�k)

+

j

X

k=(i� _n)

(j � k + 1)�

s

�

j�k

(k)�

(i�k+1;j�k+1)

+I

[(i�1)�j℄

��

(i�1;j)

+ (i� j + 1)�

e

�

(i+1;j)

+I

[j+1�n

2

℄

(j + 1)�

s

�

(i+1;j+1)

; 0 � j � min(i; n

2

� 1);

(�+ (i� j)�

e

+ j�

s

)�

(i;j)

=

j

X

k=(i� _n)

(i� j + 1)�

e

v(j�k)

X

h=k

�

j�k

(h)�

(i�k+1;j�k)

+

j

X

k=(i� _n)

(j � k + 1)�

s

v(j�k)

X

h=k

�

j�k

(h)�

(i�k+1;j�k+1)

+ I

[(i�1)�j℄

��

(i�1;j)

+(i� j + 1)�

e

�

(i+1;j)

+ I

[j+1�n

2

℄

(j + 1)�

s

�

(i+1;j+1)

; j = n

2

; j � i:

Pour i = n et n 6= _n+ 1 :

(�+ (i� j)�

e

+ j�

s

)�

(i;j)
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=

j

X

k=(i� _n)

min(n; (i� j + 1))�

e

v(j�k)

X

h=k

�

j�k

(h)�

(i�k+1;j�k)

+

j

X

k=(i� _n)

(j � k + 1)�

s

v(j�k)

X

h=k

�

j�k

(h)�

(i�k+1;j�k+1)

+ I

[(i�1)�j℄

��

(i�1;j)

+((n� j)�

e

+ �)�

(i+1;j)

+ I

[j+1�n

2

℄

(j + 1)�

s

�

(i+1;j+1)

; 0 � j � n

2

:

Pour i = _n+ 1 = n :

(�+ (i� j)�

e

+ j�

s

� j�

s

v(j�1)

X

h=1

�

j�1

(h))�

(i;j)

=

j

X

k=(i� _n)

min(n; (i� j + 1))�

e

v(j�k)

X

h=k

�

j�k

(h)�

(i�k+1;j�k)

+

j

X

k=(i� _n)

k 6=1

(j � k + 1)�

s

v(j�k)

X

h=k

�

j�k

(h)�

(i�k+1;j�k+1)

+ I

[(i�1)�j℄

��

(i�1;j)

+(min(n; i� j + 1)�

e

+ �)�

(i+1;j)

+ I

[j+1�n

2

℄

(j + 1)�

s

�

(i+1;j+1)

; 0 � j � n

2

:

Pour n < i < n+  :

(�+ (n� j)�

e

+ (i� n)� + j�

s

)�

(i;j)

= ��

(i�1;j)

+ ((n� j)�

e

+ (i+ 1� n)�)�

(i+1;j)

+I

[j+1�n

2

℄

(j + 1)�

s

�

(i+1;j+1)

; 0 � j � n

2

:

Et �nalement, l'�etat ave i = n+  :

((n� j)�

e

+ (i� n)� + j�

s

)�

(i;j)

= ��

(i�1;j)

; 0 � j � n

2

:

Il suÆt de r�esoudre e syst�eme d'�equations lin�eaires ave la ondition que

n+

X

i=0

n

2

X

j=0

�

(i;j)

= 1; (4.23)

pour obtenir les probabilit�es stationnaires. Celles-i nous permettent d'obtenir la probabilit�e

d'attente PfW > tg. Ce mod�ele semble plus \r�ealiste" que les deux premiers, mais la

r�esolution du syst�eme d'�equations lin�eaires sera oûteuse en temps de alul. Nous devrons

�evaluer si le gain en r�ealisme l'emporte sur le temps de alul suppl�ementaire.
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4.4 Exp�erimentations

4.4.1 Mesures de performane pour es mod�eles

Les mod�eles d�erits se basent sur plusieurs simpli�ations. La plus importante est er-

tainement que l'on suppose un environnement stationnaire pour le proessus d'arriv�ees

d'appels entrants, le nombre de serveurs, et. Les analyses du hapitre 2 montrent bien que

ette hypoth�ese est irr�ealiste. Il est inutile d'utiliser es mod�eles pour repr�esenter le entre

d'appels tout au long de la journ�ee. Toutefois, il y a la possibilit�e de les utiliser demi-heure

par demi-heure. Les plani�ateurs d'horaires de hez Bell font l'hypoth�ese que le syst�eme

est stationnaire par demi-heure et ils utilisent la formule (4.5) d'Erlang-C pour aluler

le nombre d'agents �a plani�er pour haque demi-heure. Le entre d'appels �etudi�e plani�e

la plus petite quantit�e d'agents qui permet au mod�ele M=M=n de respeter la r�egle 80-20

sur horizon in�ni. Nous allons utiliser la même tehnique ave nos mod�eles, i.e., utiliser le

plus petit n respetant la r�egle 80-20 sur horizon in�ni. Le mod�ele #3 n'est pas di��erent

puisque nous allons supposer que le nombre d'agents dans le groupe B est �x�e d'avane.

Cette hypoth�ese ne semble pas trop forte puisque e nombre d'agents d�epend de la plani�-

ation dans les demi-heures pr�e�edentes : les agents travaillent en mode mixte pour les 3,5

derni�eres heures de leur journ�ee. Dans la suite du projet, il serait tout de même int�eressant

d'�etudier une m�ethode pour optimiser es deux quantit�es.

Nous allons aluler quelques mesures de performane sur es mod�eles pour onnâ�tre

�a quel point ils repr�esentent bien le entre d'appels �etudi�e. Les mesures int�eressantes se-

ront le pourentage d'oupation des agents, le taux d'appels sortants servis et le taux de

\mismathes". Nous allons utiliser es trois valeurs et leur temps de alul n�eessaire a�n

de omparer la performane de haque mod�ele. Nous allons maintenant d�erire omment

aluler es mesures.

Taux d'oupation des agents

On peut aluler le taux d'oupation T

o

des agents sur horizon in�ni pour haque

mod�ele d�erit dans e hapitre. Les probabilit�es stationnaires �

i

(�

(i;j)

pour mod�ele #3)

nous donnent la fration du temps o�u le syst�eme est dans l'�etat i ((i; j) pour mod�ele #3).



117

Ainsi, nous pouvons aluler le taux d'oupation des 2 premiers mod�eles par :

T

o

=

n

X

i=0

�

i

n

�

�

i

+

1

X

i=n+1

�

i

(4.24)

=

n

X

i=0

�

i

n

�

�

i

+ (1�

n

X

i=0

�

i

): (4.25)

Et pour le mod�ele #3 :

T

o

=

n

X

i=0

min(i;n

2

)

X

j=0

�

i

n

�

�

(i;j)

+

1

X

i=n+1

n

2

X

j=0

�

(i;j)

(4.26)

=

n

X

i=0

min(i;n

2

)

X

j=0

�

i

n

�

�

(i;j)

+ (1�

n

X

i=0

min(i;n

2

)

X

j=0

�

(i;j)

): (4.27)

Taux d'appels sortants servis par unit�e de temps

Le taux d'appels sortants servis par unit�e de temps sur horizon in�ni, d�enot�e par T

s

,

est alul�e �a l'aide des probabilit�es stationnaires de haque mod�ele. Le T

s

dans l'�etat i des

deux premiers mod�eles peut être vu omme le taux de servie (min(i; n)�) des deux types

d'appels moins le taux d'arriv�ee (� ou p� si i � n) des appels entrants. Nous pouvons

repr�esenter ei par

T

s

=

n�1

X

i=0

�

i

(i�� �) +

1

X

i=n

�

i

(n�� p�� (i� n)�): (4.28)

Pour le mod�ele #3, nous avons diretement le taux de servie des appels sortants : j�

s

pour

l'�etat (�; j). Cei nous donne :

T

s

=

1

X

i=0

min(i;n

2

)

X

j=0

�

(i;j)

j�

s

: (4.29)

Taux de \mismathes" par unit�e de temps

Le taux de \mismathes" par unit�e de temps sur horizon in�ni est d�enot�e par T

m

.

L'absene de \mismath" dans le mod�ele #1 fait en sorte que nous avons un taux nul,

e qui n'est pas vraiment r�ealiste. Pour les deux autres mod�eles, le \mismath" survient

lors de la omposition d'appels sortants, i.e., �a la �n du servie d'un lient. Soit la variable

al�eatoireM

l

= nombre de \mismathes" lorsqu'il y a l agents oup�es. Si nous sommes dans

l'�etat i � n du mod�ele #2 alors le taux de \mismathes" �egale le taux de �n de servie (i�)
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multipli�e par le nombre esp�er�e de \mismathes" E[M

i

℄, i.e., :

T

m

=

_n+1

X

i=0

�

i

i�E[M

i�1

℄; (4.30)

o�u E[M

i

℄ =

P

v(i)

j=n�i+1

(j � (n� i))�

i

(j).

Et pour le mod�ele #3, nous d�enotons la variable al�eatoire du nombre de \mismathes"

lorsque nous avons l agents oup�es dont k dans le groupe B parM

l;k

. Si nous sommes dans

l'�etat (i; j) alors le taux de \mismathes" est �egal �a :

T

m

=

_n+1

X

i=0

min(i;n

2

)

X

j=0

(I

[j<n

2

℄

i�

e

E[M

i�1;j

℄ + (i� j)�

s

E[M

i�1;j�1

℄)�

(i;j)

; (4.31)

o�u I est la fontion indiatrie et

E[M

i;j

℄ =

v(j)

X

k=min(n�i;n

2

�j)+1

(k �min(n� i; n

2

� j))�

j

(k): (4.32)

Extensions

Nous allons maintenant voir omment il serait possible d'utiliser une CMTC qui n'a pas

n�eessairement des probabilit�es de transition stationnaires. Dans le hapitre 2, nous avons

montr�e qu'il semble irr�ealiste de penser, par exemple, que les arriv�ees d'une demi-heure

suivent un proessus de Poisson stationnaire. L'exp�eriene de la sous-setion 3.2.3 nous a

montr�e le danger d'utiliser ette stationnarit�e.

Dans notre extension, nous voulons trouver une mani�ere d'obtenir les mesures de perfor-

mane de nos mod�eles de CMTC ave un proessus d'arriv�ee des appels entrants Poisson-

Gamma tel que propos�e dans [31℄. Ce mod�ele permet une analyse ind�ependante de haque

demi-heure sauf que nous avons un taux d'arriv�ee d�e�ni par la variable al�eatoire � suivant

une loi gamma. Sa fontion de densit�e sera d�e�nie par f(�). Ces hypoth�eses nous permettent

de voir haque p�eriode de 30 minutes omme un yle r�eg�en�eratif. Nous allons d�e�nir les

mesures ave un proessus d'arriv�ee Poisson-Gamma : P

0

fW > tg pour la probabilit�e d'at-

tendre plus de t unit�es de temps, T

0

s

pour le taux d'appels sortants servis, T

0

m

pour le

taux de \mismathes" et T

0

o

pour le taux d'oupation des agents. Avant d'expliquer leur

alul, nous allons red�e�nir les mesures des mod�eles stationnaires ave un taux d'arriv�ee

�egal �a � par PfW > tj� = �g, T

o

(�), T

s

(�) et T

m

(�). Soit

�

� la moyenne de la variable

al�eatoire �, A

t

le nombre d'appels entrants ayant attendu plus de t unit�es de temps durant
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une demi-heure et D le nombre d'appels entrants arriv�ees durant une demi-heure. Nous

obtenons :

P

0

fW > tg =

E[A

t

℄

E[D℄

=

E[A

t

℄

30

�

�

=

1

30

�

�

Z

1

0

E[A

t

j� = �℄f(�)d�

=

1

30

�

�

Z

1

0

30�PfW > tj� = �gf(�)d�

=

1

�

�

Z

1

0

�PfW > tj� = �gf(�)d� (4.33)

et

T

0

s

=

Z

1

0

T

s

(�)f(�)d� (4.34)

T

0

m

=

Z

1

0

T

m

(�)f(�)d� (4.35)

T

0

o

=

Z

1

0

T

o

(�)f(�)d�: (4.36)

Les mesures ainsi obtenues tiendront ompte d'une quantit�e d'arriv�ees plus variable

qu'ave un proessus de Poisson stationnaire et seront plus r�ealistes.

4.4.2 Plani�ation des agents

Dans ette sous-setion, nous allons proposer une m�ethode pour plani�er le nombre

n�eessaire d'agents dans notre entre d'appels. Nos mod�eles de CMTC nous permettent

d'obtenir di��erentes mesures de performane. Ces derni�eres serviront �a proposer une plani-

�ation demi-heure par demi-heure. Nous allons retenir le nombre minimum d'agents a�n

de respeter la r�egle 80-20 sur horizon in�ni pour haque demi-heure.

L'utilisation de nos trois mod�eles n�eessite de d�e�nir leurs di��erents param�etres sur

haque demi-heure. Les tableaux 2.2 et 2.3 donnent les param�etres du proessus de Poisson

stationnaire, tandis que les tableaux 2.5 et 2.6 donnent les param�etres du proessus Poisson-

Gamma. Le tableau 2.13 donne les probabilit�es � de onnexion. Nous allons �xer la apait�e

de la �le d'attente �a  = 20 et la probabilit�e d'avoir auune attente sera  = 0,005. Cette

probabilit�e semble n�egligeable mais il est quand même int�eressant d'utiliser toute la rihesse

de nos mod�eles. Nos mod�eles pourraient �eventuellement être utilis�es dans un ontexte o�u
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ette probabilit�e ne serait pas n�egligeable. Ensuite, le taux de onnexion du mod�ele #1

sera v = 30 par minute. Il y a aussi d'autres param�etres qui se basent sur le mod�ele R du

hapitre 3 dont le taux d'abandons : 1=� = 0; 005=�

1

+ 0; 995=�

2

, o�u �

1

et �

2

sont les deux

taux d'abandons possibles (voir module \Inall" de la sous-setion 3.1.1). Le tableau 4.1

donne un aper�u des param�etres utilis�es pour les dur�ees de servie dans les trois mod�eles.

Les taux pour les mod�eles #1 et #2 sont d�e�nis par la r�egle (4.7). Les taux sont pr�esent�es

par minute. Finalement, les param�etres reli�es �a la omposition des appels sortants auront

la valeur qui permet d'obtenir des mesures de performane semblables �a e qu'on retrouve

dans le entre d'appels �etudi�e. Nous allons les d�e�nir un peu plus loin.

Nous nous sommes int�eress�es uniquement aux journ�ees du lundi et du merredi. Cei

vient du fait que le lundi montre une intensit�e de tra� partiuli�ere et le merredi repr�esente

bien l'intensit�e renontr�ee dans les 4 autres jours de semaine.

Plani�ation des agents pour la p�eriode sans appel sortant

Entre 8h00 et 14h00, le entre d'appels ne sert auun appel sortant. Sans appel sortant,

les 3 mod�eles propos�es dans e hapitre sont �equivalents. En d'autres mots, nous avons

une �le M=M=n ave des abandons dans la �le. Ce syst�eme est souvent appel�e Erlang-A.

Pour ette p�eriode de la journ�ee, il est lair que le mod�ele #1 l'emporte sur les deux autres

puisqu'on obtient les mêmes mesures pour la fration du temps de alul.

Le nombre n�eessaire d'agents a�n de respeter la r�egle 80-20 est d�enot�e par N

ST

pour

le mod�ele stationnaire et par N

PG

ave le mod�ele utilisant le proessus d'arriv�ee Poisson-

Gamma. Il est assez simple d'obtenir N

PG

, ar nous pouvons aluler num�eriquement

l'int�egrale dans l'�equation (4.33). De plus, la formule analytique (4.16) pour PfW > tg du

mod�ele #1 aide �a obtenir rapidement le alul de ette int�egrale. Nous utilisons l'algorithme

d'int�egration num�erique adaptative que l'on retrouve dans la librairie GSL (GNU Sienti�

Library) [22℄.

Le tableau 4.2 montre les plani�ations obtenues pour les deux jours et les omparent

ave elles utilis�ees dans nos simulations (N

SIM

). Il est important de noter que N

SIM

n'est

pas le nombre d'agents requis pour avoir la r�egle 80-20 dans le mod�ele R. Il repr�esente plutôt

la plani�ation atuelle du entre d'appels. Les valeurs de N

SIM

sont l'arrondissement �a

l'unit�e des valeurs du tableau 2.16 multipli�ees par le fateur de orretion de l'eÆait�e



121

Mod�ele #1 et #2 Mod�ele #3

Demi-heure � �

e

�

s

8h00-8h30 0,101 0,101 0,0

8h30-9h00 0,101 0,101 0,0

9h00-9h30 0,101 0,101 0,0

9h30-10h00 0,101 0,101 0,0

10h00-10h30 0,101 0,101 0,0

10h30-11h00 0,101 0,101 0,0

11h00-11h30 0,101 0,101 0,0

11h30-12h00 0,101 0,101 0,0

12h00-12h30 0,104 0,104 0,0

12h30-13h00 0,104 0,104 0,0

13h00-13h30 0,104 0,104 0,0

13h30-14h00 0,104 0,104 0,0

14h00-14h30 0,111 0,104 0,136

14h30-15h00 0,116 0,105 0,136

15h00-15h30 0,118 0,105 0,136

15h30-16h00 0,118 0,105 0,136

16h00-16h30 0,117 0,105 0,136

16h30-17h00 0,119 0,109 0,136

17h00-17h30 0,119 0,109 0,136

17h30-18h00 0,122 0,109 0,136

18h00-18h30 0,121 0,109 0,136

18h30-19h00 0,127 0,118 0,136

19h00-19h30 0,128 0,118 0,136

19h30-20h00 0,130 0,118 0,136

20h00-20h30 0,130 0,118 0,136

Tableau 4.1 { Param�etres des taux de servie utilis�es dans les trois mod�eles de CMTC.
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des agents que nous avons d�erit dans le mod�ele R. Cei revient �a dire que nous nous

int�eressons uniquement �a l'eÆait�e r�eelle des agents. Ainsi, on doit tenir ompte de e

fateur de orretion pour savoir le nombre r�eel d'agents �a plani�er. Cette remarque est

valable pour le reste de la setion.

lundi merredi

Demi-heure N

SIM

N

ST

N

PG

N

SIM

N

ST

N

PG

8h00-8h30 12 13 15 11 10 12

8h30-9h00 18 18 19 17 15 16

9h00-9h30 22 23 26 21 19 20

9h30-10h00 25 26 28 23 22 23

10h00-10h30 27 28 31 23 22 23

10h30-11h00 26 29 30 24 23 24

11h00-11h30 26 28 30 23 22 24

11h30-12h00 24 28 30 24 23 24

12h00-12h30 22 26 28 22 20 22

12h30-13h00 23 26 28 21 20 21

13h00-13h30 28 27 30 27 22 23

13h30-14h00 25 26 29 26 20 22

Tableau 4.2 { Tableau omparatif entre le nombre (N

SIM

) d'agents utilis�e dans la simulation

du mod�ele R et les nombres n�eessaires d'agents pour respeter la r�egle 80-20 sur horizon

in�ni du mod�ele #1 ave un proessus d'arriv�ee stationnaire (N

ST

) et ave un proessus

d'arriv�ee Poisson-Gamma (N

PG

). Nous onsid�erons haque demi-heure entre 8h00 et 14h00

du lundi et merredi.

Ce tableau montre que le nombre d'agents N

ST

est toujours inf�erieur �a N

PG

. La plus

grande variabilit�e dans le nombre d'arriv�ees du proessus Poisson-Gamma fore la plani�a-

tion de plus d'agents. Nous avons vu dans la sous-setion 3.2.3 que le proessus de Poisson

stationnaire par demi-heure donne une trop bonne qualit�e de servie. Ainsi, le nombre

d'agents N

ST

risque d'être trop bas pour satisfaire la qualit�e de servie dans le entre

d'appels r�eel.

Nous royons que le nombre N

PG

donnera une meilleure plani�ation par rapport �a

N

SIM

. Nous allons tenter de r�epondre �a ette question en simulant le mod�ele R du hapitre
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3 ave N

PG

agents disponibles. Mais avant tout, il nous faut aluler les besoins en agents

des demi-heures apr�es 14h00. Le tableau 4.2 montre aussi une plani�ation d'un grand

nombre d'agents pour la premi�ere demi-heure. Cei est dû au alul sur horizon in�ni qui

ne tient pas ompte d'un syst�eme vide au d�ebut de ette demi-heure. Nous pourrions orriger

e nombre par un ertain fateur.

Plani�ation des agents pour la p�eriode ave appels sortants

L'utilisation des trois mod�eles pour la p�eriode entre 14h00 et 20h30 est plus omplexe.

Nous devons �xer ertains param�etres pour la omposition d'appels sortants. Le seuil maxi-

mal _n d'agents oup�es permettant la omposition d'appels sortants, le nombre v(o) d'appels

ompos�es lorsqu'il y a o agents oup�es et le nombre n

2

d'agents dans le groupe B doivent

être d�e�nis. Nous avons d�ej�a disut�e que nous supposons avoir un nombre d'agents dans le

groupe B pr�ed�e�ni : nous allons prendre les valeurs que nous avons utilis�ees dans la simu-

lation du mod�ele R. Pour _n et v(o), nous allons aluler les mesures de performane ave

di��erentes valeurs et retenir elles qui semblent les plus r�ealistes.

Pour le mod�ele #1, nous avons fait des exp�erienes nous montrant qu'il n'y avait au-

un algorithme de omposition permettant d'obtenir des mesures de performane r�ealistes.

Premi�erement, il n'y a auun \mismath". Ensuite, on obtenait jamais un nombre moyen

d'appels servis par demi-heure pr�es de e qu'on observe en r�ealit�e. Et �nalement, le mod�ele

montrait toujours un taux d'oupation des agents trop �elev�e. Ce mod�ele ne semble pas

vraiment utile pour ette p�eriode de la journ�ee. Le mod�ele #1 est assez semblable �a eux

que nous avons d�erit dans la setion 4.2. Ainsi, les r�esultats obtenus montrent que nous

avons bien fait de rejeter l'appliation de mod�eles existants dans la litt�erature.

Le mod�ele #2 montre lui-aussi ertains probl�emes au niveau de ses mesures de perfor-

mane. Son plus grand d�efaut est qu'il ne di��erenie pas les deux groupes d'agents. En

d'autres mots, nous faisons l'hypoth�ese que tous les agents sont dans le groupe B. Cei

implique que nous obtenons des mesures assez r�ealistes pour les demi-heures entre 18h00 et

20h30, ar le nombre d'agents dans le groupe I est proportionnellement faible. Cependant,

nous obtenons des mauvaises mesures pour les demi-heures entre 14h00 et 18h00. Quelques

exp�erimentations nous ont permis de montrer que nous avions un syst�eme trop performant

durant ette p�eriode : le nombre d'appels sortants servis est trop grand, le nombre de \mis-
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mathes" est trop faible et le taux d'oupation des agents est trop grand. Cei inuene le

tra� d'appels �a servir, la qualit�e de servie et ainsi, la plani�ation du nombre n�eessaire

d'agents pour respeter la r�egle 80-20. Enore une fois, il semble que e mod�ele ne soit pas

appliable.

Le mod�ele #3 r�egle la plupart des probl�emes renontr�es dans les deux premiers mod�eles.

Cependant, e gain en r�ealisme est oûteux en temps de alul. En fait, l'optimisation du

nombre n�eessaire d'agents pour une demi-heure en partiulier peut prendre plus de 2

heures. Cei ne nous empêhe pas d'utiliser ette m�ethode. Dans le as pratique, on pour-

rait utiliser des tables pr�e-alul�ees pour haque demi-heure qui d�eriraient pour un sous-

ensemble de � et � du proessus d'arriv�ee le nombre d'agents �a plani�er. Sans n�eessairement

entrer dans les d�etails, nous voulons simplement montrer que ette m�ethode de plani�ation

est appliable dans la r�ealit�e.

Tout d'abord, nous devons �xer les param�etres de omposition du mod�ele #3. Pour le

lundi, nous obtenons des mesures assez r�ealistes pour le nombre de d'appels sortants servis

par demi-heure et le nombre de \mismathes" par demi-heure ave _n = n� 3 entre 14h00-

16h00, _n = n� 4 entre 16h00-19h00 et _n = n� 5 entre 19h00-20h30, et v(o) = n

2

� o+ 1.

Pour le merredi, nous utilisons le même v(o), mais on �xe _n = n � 3 entre 14h00-17h00

et _n = n � 4 entre 17h00-20h30. Nous n'avons pas la même agressivit�e pour le proessus

de omposition du lundi et elui du merredi, ar les taux d'arriv�ee et le nombre d'agents

di��erent entre es deux jours. Le tableau 4.3 montre le nombre d'agents disponibles N

SIM

dans la simulation du mod�ele R et le nombre d'agents �a plani�er N

PG

d'apr�es le mod�ele

#3 ave un proessus d'arriv�ee Poisson-Gamma. La troisi�eme olonne de haque jour donne

le nombre d'agents disponibles dans le groupe B.

Selon le mod�ele #3, nous pouvons r�eduire le nombre d'agents disponibles dans la grande

majorit�e des demi-heures. N

SIM

montre une sur-plani�ation allant jusqu'�a 7 agents en

trop. Cette sur-plani�ation n'est pas une surprise, ar nous avions remarqu�e une trop

bonne qualit�e de servie sur ertaines demi-heures.

Nous pouvons onlure que la plani�ation pour ette p�eriode de la journ�ee semble

pr�ef�erable ave le mod�ele #3 : les deux premiers mod�eles donnent des mesures trop loin de

la r�ealit�e. Il reste �a v�eri�er l'impat de ette plani�ation d'agents. Est-e qu'on respete

toujours la qualit�e de servie ? Et quelle est son impat sur le volume d'appels sortants ?
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lundi merredi

Demi-heure N

SIM

N

PG

groupe B N

SIM

N

PG

groupe B

14h00-14h30 30 30 5 27 25 5

14h30-15h00 34 34 11 31 27 10

15h00-15h30 39 36 16 36 29 14

15h30-16h00 41 39 18 39 32 17

16h00-16h30 37 36 16 37 31 16

16h30-17h00 31 32 14 31 29 14

17h00-17h30 26 25 11 26 23 11

17h30-18h00 26 27 16 24 24 15

18h00-18h30 20 24 16 20 21 16

18h30-19h00 19 20 16 18 18 14

19h00-19h30 19 17 16 16 16 13

19h30-20h00 20 18 17 19 16 15

20h00-20h30 19 17 16 17 15 14

Tableau 4.3 { Tableau omparatif entre le nombre d'agents disponibles dans la simulation

du mod�ele R et le nombre n�eessaire d'agents pour respeter la r�egle 80-20 sur horizon

in�ni sur le mod�ele #3 ave un proessus d'arriv�ee Poisson-Gamma. Nous avons d�ej�a �x�e

le nombre d'agents dans le groupe B. Nous onsid�erons haque demi-heure entre 14h00 et

20h30 du lundi et merredi.

Simulation ave notre plani�ation

Nous allons maintenant �etudier le omportement du entre d'appels sous la plani�ation

d'agents propos�ee dans les tableaux 4.2 et 4.3. Nous allons faire la simulation du mod�ele R

d�erit dans le hapitre 3 ave N

PG

agents disponibles. Pour haune des journ�ees (lundi

et merredi), nous allons pouvoir aluler des mesures de performane sous ette nouvelle

gestion et les omparer ave elles simul�ees sous la gestion atuelle (N

SIM

). Les tableaux

4.4 et 4.5 montrent la omparaison sur des mesures journali�eres simul�ees.

Pour le lundi, nous avons une am�elioration de la qualit�e de servie des appels tant au

niveau de la distribution de l'attente qu'au niveau des abandons. Ce gain se fait ependant

au d�etriment du taux d'oupation des agents. Ce dernier est plus faible, ar la p�eriode

8h00-14h00 montre un nombre moyen d'agents plus �elev�e ave les N

PG

qu'ave les N

SIM

.



126

Mesures ave nouvelle plani�ation (lundi)

Appels sortants servis par jour 450,3 � 2,1 appels (-14,6)

Abandons par jour 31,7 � 0,9 abandons (-31,3)

Appels sortants ompos�es par jour 1462,1 � 7,0 appels (-50,2)

Nombre de \mismathes" par jour 31,9 � 0,2 \mismathes"(-1,7)

Oupation des agents (%) 71,7 � 0,1 % (-2,9%)

Qualit�e de servie 87,6 � 0,1 % (+9,2%)

Tableau 4.4 { Tableau des mesures de performane obtenues suite �a la simulation du mod�ele

R du lundi ave la plani�ation d'agents obtenue �a l'aide des mod�eles de CMTC. La qua-

lit�e de servie est d�e�nie par le pourentage d'appels entrants ayant attendu moins de 20

seondes. Le nombre entre parenth�eses est la di��erene observ�ee ave les mesures simul�ees

sous la plani�ation atuelle.

Il est int�eressant de noter que l'am�elioration de la qualit�e de servie ne se fait pratiquement

pas au d�etriment du nombre d'appels sortants servis : on am�eliore un omportement tout

en onservant une même performane.

La nouvelle plani�ation du merredi permet d'augmenter le taux d'oupation des

agents. Cei est prinipalement dû �a une diminution du nombre n�eessaire d'agents. Il est

important de noter que ette diminution permet toujours de respeter la r�egle 80-20. Sauf

que ette baisse d'agents entrâ�ne une diminution dans le nombre d'appels sortants servis.

Cette diminution d'agents vaut-elle la baisse d'appels sortants servis ? Nous laisserons Bell

r�epondre �a ette question. Toutefois, nous pouvons mentionner que nos mod�eles de CMTC

alulent le taux d'appels sortants servis et que e alul pourrait être utilis�e dans une

plani�ation sous ontrainte d'avoir un ertain taux d'appels sortants servis. Cette nouvelle

m�ethode d'optimisation pourrait faire partie de la suite du projet ave Bell.

Les tableaux 4.4 et 4.5 montrent une qualit�e de servie bien au dessus de la limite du

80 %. Cei est peut-être dû �a nos mod�eles de CMTC qui forent une plani�ation trop

onservatrie, mais nous pourrions aussi l'expliquer par le fait que nous avons un entre

d'appels de petite dimension. L'ajout d'un agent suppl�ementaire a un plus grand impat

sur notre entre d'appels que sur un entre ayant plus de 100 agents. C'est un peu pour

ette raison que nous avons de la diÆult�e �a atteindre une qualit�e de servie plus pr�es de

80 %.
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Mesures ave nouvelle plani�ation (merredi)

Appels sortants servis par jour 421,3 � 1,6 appels (-71,9)

Abandons par jour 26,3 � 0,6 abandons (+5,3)

Appels sortants ompos�es par jour 1366,8 � 5,5 appels (-255,3)

Nombre de \mismathes" par jour 29,3 � 0,2 \mismathes"(-7,2)

Oupation des agents (%) 71,0 � 0,1 % (+1,8%)

Qualit�e de servie 87,6 � 0,1 % (-2,4%)

Tableau 4.5 { Tableau des mesures de performane obtenues suite �a la simulation du mod�ele

R du merredi ave la plani�ation d'agents obtenue �a l'aide des mod�eles de CMTC. La

qualit�e de servie est d�e�nie par le pourentage d'appels entrants ayant attendu moins de 20

seondes. Le nombre entre parenth�eses est la di��erene observ�ee ave les mesures simul�ees

sous la plani�ation atuelle.

Notre nouvelle plani�ation montre de bons r�esultats journaliers, mais il pourrait être

int�eressant de onnâ�tre son omportement sur haque demi-heure. Les �gures 4.2 �a 4.5

pr�esentent la qualit�e de servie et le taux d'oupation simul�es sur haque demi-heure. La

ligne pointill�ee repr�esente les mesures simul�ees sous la plani�ation atuelle et la ligne pleine

repr�esente les mesures simul�ees sous notre nouvelle plani�ation. Les �gures sur la qualit�e

de servie sont les plus int�eressantes, ar elles montrent une am�elioration tout au long de la

journ�ee. Nous r�eussissons �a orriger ertaines mauvaises qualit�es de servie obtenues sous

la plani�ation atuelle (surtout les demi-heures 4 �a 10 du lundi).

Les plus importantes diminutions du nombre n�eessaire d'agents se produisent pour

les demi-heures ave une exellente qualit�e de servie sous la plani�ation atuelle. Nos

diminutions en nombre d'agents permettent d'augmenter l'oupation des agents tout en

respetant la qualit�e de servie (voir demi-heures 11 �a 19 du merredi). Les �gures 4.4 et

4.5 montrent le gain obtenu, sur haque demi-heure, pour le taux d'oupation des agents.

La plani�ation propos�ee �a l'aide de nos mod�eles de CMTC semble assez robuste pour

l'utiliser dans le proessus de onstrution d'horaire du entre d'appels �etudi�e. La simu-

lation nous a permis de voir qu'il est possible de faire des gains onsid�erables ave une

meilleure plani�ation du nombre n�eessaire d'agents. La prohaine �etape serait d'utiliser

notre m�ethode de plani�ation dans le proessus de onstrution d'horaire pour haque

agent sous di��erentes ontraintes (quart de travail, pause-af�e, d̂�ner, formation, et.).
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Figure 4.2 { La qualit�e de servie (pourentage d'appels entrants ayant attendu moins de

20 seondes) simul�ee pour haque demi-heure du lundi ave la plani�ation atuelle (ligne

pointill�ee) et la plani�ation obtenue �a l'aide des mod�eles de CMTC (ligne pleine).
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Figure 4.3 { La qualit�e de servie (pourentage d'appels entrants ayant attendu moins de 20

seondes) simul�ee pour haque demi-heure du merredi ave la plani�ation atuelle (ligne

pointill�ee) et la plani�ation obtenue �a l'aide des mod�eles de CMTC (ligne pleine).
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Figure 4.4 { Taux d'oupation des agents simul�e pour haque demi-heure du lundi ave

la plani�ation atuelle (ligne pointill�ee) et la plani�ation obtenue �a l'aide des mod�eles de

CMTC (ligne pleine).
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Figure 4.5 { Taux d'oupation des agents simul�e pour haque demi-heure du merredi ave

la plani�ation atuelle (ligne pointill�ee) et la plani�ation obtenue �a l'aide des mod�eles de

CMTC (ligne pleine).
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4.5 Extensions possibles

Il existe des extensions possibles �a nos mod�eles de CMTC qui n'ont pas �et�e explor�ees

dans e m�emoire. Les r�esultats de e hapitre et l'exp�eriene de simulation de la sous-setion

3.2.3 nous montrent l'importane de bien mod�eliser le proessus d'arriv�ee des appels. Malgr�e

les bons r�esultats obtenus dans e m�emoire, nous royons qu'il serait int�eressant d'�etudier

des mod�eles plus omplexes. Dans nos mod�eles, nous supposons que nous avons des demi-

heures ind�ependantes. Cei a simpli��e nos aluls, mais il est lair que nous avons fait une

hypoth�ese pas vraiment r�ealiste. Ainsi, nous pourrions nous int�eresser �a d'autres proessus

d'arriv�ee et tenter de les appliquer dans nos mod�eles. Enore une fois, l'�etude de proessus

plus omplexes serait failit�ee ave l'obtention de donn�ees plus raÆn�ees.

Nos mod�eles permettent une ertaine non stationnarit�e entre les demi-heures, mais il

semble que nous pourrions les am�eliorer en nous inspirant des mod�eles M(t)=M(t)=s. Il

existe des m�ethodes onnues dans la litt�erature pour le alul de mesures de performane

ave es mod�eles. Nous pourrions peut-être les appliquer dans notre as. Parmi elles-i,

il y a le \Pointwise Stationnary Approximation" (PSA) [24, 25, 29, 55℄ et le \Simple Sta-

tionnary Approximation" (SSA) [29, 55℄ aussi onnu sous le nom \Average Stationnary

Approximation" (ASA). Le prinipe du PSA est de onsid�erer le syst�eme �a haque instant

t, de faire temporairement l'hypoth�ese que le mod�ele est stationnaire pour la valeur de ses

param�etres, et de aluler les mesures de performane sur horizon in�ni ainsi obtenues. On

fait ela pour haque valeur de t, puis on alule la moyenne par rapport au temps t, sur

la p�eriode de temps [0; T ) qui nous int�eresse, de haque mesure de performane onsid�er�ee.

Cette moyenne par rapport au temps sert �a approximer la moyenne orrespondante ou

l'esp�erane math�ematique pour le syst�eme non stationnaire. Pour e qui est du SSA, il ap-

plique simplement un mod�ele stationnaire ave le taux d'arriv�ee moyen pour la p�eriode. En

fait, nous utilisons un peu ette m�ethode dans e hapitre. De plus, il serait possible d'ex-

plorer une autre m�ethode d'approximation d�evelopp�ee par Jennings, Mandelbaum, Massey

et Whitt [29℄. Cette m�ethode, qui se nomme \in�nite servers" (IS), a prouv�e son utilit�e

lorsque le taux d'arriv�ee des appels entrants utue assez rapidement [29℄. Nous royons

qu'il est possible d'�evaluer la pr�eision et l'utilit�e de haune de es approximations dans le

ontexte d'un mod�ele repr�esentant un entre d'appels en mode mixte.

Ensuite, il serait aussi possible d'am�eliorer nos mod�eles au niveau du proessus de om-



131

position des appels sortants. Pour l'instant, nous utilisons un proessus assez simple qui est

loin de e qu'on retrouve dans la r�ealit�e. Son am�elioration pourrait permettre d'obtenir de

meilleures mesures et une meilleure gestion. Le probl�eme est que e proessus doit prendre

es d�eisions ave l'�etat atuel du syst�eme : le rendre plus omplexe pourrait demander un

�enorme espae d'�etats. Il faudrait �etudier dans quelles mesures nous pouvons am�eliorer le

r�ealisme de la omposition des appels sortants en onservant un mod�ele utilisable.

L'�etude de es extensions semble être la suite logique de nos travaux sur les CMTC.



Chapitre 5

Conlusion

La prinipale ontribution de e m�emoire se trouve dans la mod�elisation d'un entre

d'appels en mode mixte. Premi�erement, nous avons tent�e d'ajuster des lois de probabilit�e

�a di��erents aspets d'un entre d'appels r�eel. Cette �etape s'est faite sous la forme d'une

analyse de donn�ees : nous avons fait de l'ajustement de param�etres et test�e statistiquement le

r�ealisme de es ajustements. Dans ette analyse de donn�ees, nous nous sommes sp�eialement

attard�es au proessus d'arriv�ee des appels entrants. Nous avons �etudi�e quelques proessus

doublement stohastiques existants de la litt�erature :

{ Proessus Poisson-Gamma d�erit dans [31℄. Celui-i suppose une ind�ependane entre

les di��erentes demi-heures. Nous royons que e proessus est loin d'être id�eal, ar il

ne permet auune orr�elation entre le nombre d'arriv�ees de demi-heures suessives.

En plus, il semble que sa large param�etrisation permet un bon ajustement, mais tr�es

peu d'informations au niveau de la pr�evision.

{ Proessus doublement stohastique d�erit dans [56℄. Ce proessus a un taux d'arriv�ee

stohastique �(t) de la forme :

�(t) =W�(t), t � 0; (5.1)

o�u �(t) = �

i

lorsque t est dans la demi-heure i et W est une variable al�eatoire positive

d�ependante de la journ�ee. Nous supposons que W est de loi gamma ind�ependante des

autres proessus dans le entre d'appels. Ce proessus permet un bon ajustement des

donn�ees et des nombres d'arriv�ees orr�el�es entre les demi-heures et ei ave une plus

petite param�etrisation que le proessus Poisson-Gamma.
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Nous avons prinipalement �etudi�e le deuxi�eme proessus. Nous avons d�evelopp�e une m�ethode

pour estimer ses param�etres en maximisant sa fontion de vraisemblane. Ensuite, nous

avons �etudi�e quelques-unes de ses propri�et�es. Parmi elles-i, nous avons vu qu'il est pos-

sible de forer des orr�elations trop fortes entre les nombres d'arriv�ees des demi-heures d'une

même journ�ee. Toutefois, e proessus semble assez r�ealiste pour l'appliquer dans notre as.

L'analyse de donn�ees et l'ajustement des proessus d'arriv�ee nous ont permis de d�evelop-

per des mod�eles repr�esentant un entre d'appels en mode mixte. Ceux-i pr�esentent di��erents

niveaux de d�etails et de r�ealisme. Dans ertains as, nous avons utilis�e la simulation pour

obtenir leurs mesures de performane et analyser la sensibilit�e du entre d'appels lorsqu'on

modi�e sa gestion. Nous avons aussi onstruit trois mod�eles bas�es sur les CMTC. Ces der-

niers ont �et�e utilis�es pour la plani�ation du nombre n�eessaire d'agents a�n de respeter

la r�egle 80-20. Ces mod�eles sp�ei�ques �a notre entre d'appels sont des nouvelles extensions

de e que l'on retrouve dans la litt�erature.

Une autre ontribution est la onstrution d'une librairie permettant la simulation d'un

mod�ele repr�esentant un entre d'appels en mode mixte. Cette libraire, disponible au la-

boratoire de simulation du d�epartement d'informatique et de reherhe op�erationnelle de

l'Universit�e de Montr�eal, permet d'exp�erimenter la sensibilit�e d'un mod�ele sous di��erents

s�enarios. L'ensemble de nos exp�erimentations propose des am�eliorations possibles dans la

gestion du entre.

En plus de la mod�elisation, e m�emoire a ontribu�e �a �xer les bases d'un projet de

3 ans ave Bell. Il a permis d'obtenir des informations sur le fontionnement du entre,

d'am�eliorer notre interpr�etation des donn�ees et de omprendre les besoins de Bell dans e

projet. La suite du projet se basera sur les travaux pr�esent�es dans e m�emoire.
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Introdution

Dans e guide, il est question de la librairie utilis�ee pour la simulation d'un mod�ele

repr�esentant un entre d'appels en mode mixte. Le but de ette librairie est d'estimer des

mesures de performane pour e type de mod�eles. Ces derni�eres seront obtenues en simulant

le mod�ele sur plusieurs jours.

La struture de la librairie est �xe. Elle est divis�ee en di��erents modules qui repr�esentent

haun un aspet pr�eis du entre d'appels. Chaque module a un fontionnement interne

ind�ependant, mais il y a des interrelations possibles entre les modules. Voii la liste des

modules ainsi que leur rôle dans la simulation :

{ Module Inall : Repr�esente les appels entrants. Son prinipal rôle est de g�erer les

arriv�ees d'appels. Il reueille aussi des mesures de performane sur les appels entrants.

{ Module Servers : Repr�esente les agents dans le entre d'appels. Il g�ere la disponibi-

lit�e des agents et la dur�ee de servie des appels entrants et sortants.

{ Module Waitqueue : Repr�esente la �le d'attente. Il g�ere les priorit�es dans la �le ainsi

que les abandons.

{ Module Dialer : Repr�esente le syst�eme de omposition d'appels sortants. Ce module

d�eide du nombre d'appels �a omposer en se basant sur diverses informations sur le

syst�eme. Celles-i sont g�en�eralement obtenues en questionnant les autres modules.

{ Module Outall : Repr�esente les appels sortants. Ce module fait le lien entre le

syst�eme de omposition d'appels sortants et les agents pouvant servir e type d'ap-

pels.

{ Module Statisti : Reueille, tout au long d'une simulation, des mesures de per-

formane journali�eres sur le mod�ele simul�e.

{ Module Distribution : Permet la g�en�eration de variables al�eatoires suivant des lois

de probabilit�e partiuli�eres et de proessus stohastiques non-onventionnels.
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{ Module Constant : Contient les param�etres g�en�eraux �a tous les modules dont les

heures d'ouverture et de fermeture.

{ Module Call : Peut être onsid�er�e omme le programme prinipal de nos simulations.

C'est lui qui initialise tous les modules �a haque d�ebut de journ�ee et qui simule le

mod�ele sur plusieurs jours.

Ce guide pr�esente une desription de es modules et des interrelations possibles entre

eux. Une interrelation est d�e�nie par une fontion visible par les autres modules et elle peut

être appel�ee en tout temps.

La struture g�en�erale du mod�ele �a simuler est �x�ee par les modules. Le hangement

d'une partie de ette struture est possible en modi�ant le fontionnement interne du module

qui lui est assoi�e. Les hangements de param�etres du mod�ele sont possibles en modi�ant

le �hier de param�etres d'entr�ee.
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Module Distribution

Ce module permet de g�en�erer des variables al�eatoires suivant des lois ou des proessus

stohastiques non-onventionnels. Les lois d�e�nies ont souvent la partiularit�e d'avoir des

param�etres d�ependant de l'instant de la journ�ee. Ainsi, la g�en�eration de es variables doit

se faire en s'assurant d'avoir les param�etres ourants. Il est possible de g�en�erer des variables

de loi Bernouilli, exponentielle, lognormale, gamma et Weibull.

Les autres proessus que l'on retrouve dans e module touhent la mod�elisation des

arriv�ees. Il est possible de g�en�erer les instants d'arriv�ee ave les proessus d'arriv�ee �etudi�es

dans le m�emoire. Les possibilit�es sont un proessus de type Poisson-Gamma et de Poisson

non homog�ene ave ou sans orr�elation.

Nous donnons aussi la possibilit�e de g�en�erer des variables al�eatoires suivant une dis-

tribution empirique onstruite par noyau. Dans e as, nous utilisons les m�ethodes de la

librairie UNURAN [42℄.

La onstrution de e module a �et�e n�eessaire dans les as o�u nous ne pouvions pas utili-

ser diretement les fontions de g�en�eration de SSC [40℄. La non stationnarit�e des param�etres

et la omplexit�e de nos mod�eles nous ont for�e �a d�evelopper es m�ethodes.

Pour haque loi et proessus, nous devons r�eer un objet assoi�e en utilisant la fontion

de r�eation et en donnant un lien �a un �hier ontenant es param�etres. Les param�etres

d�ebutent apr�es la leture du signe $$. Chaque ligne doit ontenir les param�etres d'un in-

tervalle de temps ainsi que la dur�ee de et intervalle. Le �hier pour la distribution empi-

rique doit ontenir l'ensemble des donn�ees (une par ligne). Ensuite, on peut g�en�erer les va-

riables en appelant les fontions Distribution_LawReturnIntGenerationFuntion pour

une variable disr�ete et Distribution_LawReturnDoubleGenerationFuntion pour une

variable ontinue, en sp�ei�ant l'instant de g�en�eration et l'objet assoi�e �a la loi ou proessus.

typedef strut Distribution_LawReturnInt_ * Distribution_LawReturnInt;

strut Distribution_LawReturnInt_

{

int (*GenerationFuntion) (Distribution_LawReturnInt Law, double SimTime);

} ;

L'objet Distribution_LawReturnInt_ permet de g�en�erer une variable al�eatoire disr�ete dont la

loi a des param�etres variant dans le temps. GenerationFuntion pointe sur la bonne fontion
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de g�en�eration �a utiliser.

typedef strut Distribution_LawReturnDouble_ * Distribution_LawReturnDouble;

strut Distribution_LawReturnDouble_

{

double (*GenerationFuntion) (Distribution_LawReturnDouble Law, double SimTime);

} ;

L'objet Distribution_LawReturnDouble_ permet de g�en�erer une variable al�eatoire ontinue

dont la loi a des param�etres variant dans le temps. GenerationFuntion pointe sur la bonne

fontion de g�en�eration �a utiliser.

typedef void * Distribution_Law;

Objet g�en�eral repr�esentant autant un objet Distribution_LawReturnInt_qu'un objet Distribu-

tion_LawReturnDouble_.

typedef Distribution_LawReturnInt Distribution_Bernouilli;

D�e�nit une loi Bernouilli dont les param�etres varient selon l'instant de la journ�ee. La g�en�eration

d'une telle variable est expliqu�ee dans le m�emoire.

typedef Distribution_LawReturnDouble Distribution_Exponential;

D�e�nit une loi exponentielle dont les param�etres varient selon l'instant de la journ�ee. La g�en�eration

pour un instant pr�eis utilise la fontion de SSC (m�ethode d'inversion) [40℄.

typedef Distribution_LawReturnDouble Distribution_Gamma;

D�e�nit une loi gamma dont les param�etres varient selon l'instant de la journ�ee. La g�en�eration

pour un instant pr�eis utilise la fontion de SSC [40℄.

typedef Distribution_LawReturnDouble Distribution_Weibull;

D�e�nit une loi Weibull dont les param�etres varient selon l'instant de la journ�ee. La g�en�eration

pour un instant pr�eis utilise la fontion de SSC [40℄.

typedef Distribution_LawReturnDouble Distribution_Lognormal;

D�e�nit une loi lognormale dont les param�etres varient selon l'instant de la journ�ee. Sa g�en�eration

utilise la fontion de SSC (m�ethode d'inversion) [40℄.

typedef Distribution_LawReturnDouble Distribution_PoissonNonHomoCorrelated;

D�e�nit un proessus d'arriv�ee doublement stohastique d�erit dans [56℄. Ce proessus a un taux

d'arriv�ee stohastique �(t) de la forme :

�(t) =W�(t), t � 0 (5.2)
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o�u �(t) = �

i

lorsque t est dans la demi-heure i et W est une variable al�eatoire positive assoi�ee �a

une journ�ee. Nous supposons queW est de loi gamma. Une fois leW = w �x�e, nous avons un pro-

essus de Poisson non-homog�ene de taux w�(t). Il est important de noter que nous repr�esentons

un proessus de Poisson non-homog�ene lorsque les deux param�etres de la loi gamma sont �egaux

�a 0. Les d�etails et la m�ethode de g�en�eration du proessus sont expliqu�es dans le m�emoire.

typedef Distribution_LawReturnDouble Distribution_PoissonGamma;

D�e�nit un proessus d'arriv�ee de type Poisson-Gamma d�erit dans [31℄ dont les param�etres

varient selon l'instant de la journ�ee. Les d�etails et la m�ethode de g�en�eration du proessus sont

expliqu�es dans le m�emoire.

typedef Distribution_LawReturnDouble Distribution_Constant;

D�e�nit une onstante dont la valeur varie selon l'instant de la journ�ee.

typedef Distribution_LawReturnDouble Distribution_UNURAN;

D�e�nit une variable al�eatoire suivant une distribution empirique onstruite par noyau. La m�ethode

de onstrution est d�erite dans le guide de la librairie UNURAN [42℄.

Distribution_Bernouilli Distribution_CreateBernouilli (FILE * f) ;

Retourne et onstruit un objet repr�esentant une loi Bernouilli dont les param�etres variables au

ours d'une journ�ee sont d�etaill�es dans le �hier f.

Distribution_Exponential Distribution_CreateExponential (FILE * f) ;

Retourne et onstruit un objet repr�esentant une loi exponentielle dont les param�etres variables

au ours d'une journ�ee sont d�etaill�es dans le �hier f.

Distribution_Gamma Distribution_CreateGamma (FILE * f) ;

Retourne et onstruit un objet repr�esentant une loi gamma dont les param�etres variables au

ours d'une journ�ee sont d�etaill�es dans le �hier f.

Distribution_Gamma Distribution_CreateWeibull (FILE * f) ;

Retourne et onstruit un objet repr�esentant une loi Weibull dont les param�etres variables au

ours d'une journ�ee sont d�etaill�es dans le �hier f.

Distribution_Lognormal Distribution_CreateLognormal (FILE * f) ;

Retourne et onstruit un objet repr�esentant une loi lognormale dont les param�etres variables au

ours d'une journ�ee sont d�etaill�es dans le �hier f.
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Distribution_PoissonNonHomoCorrelated Distribution_CreatePoissonNonHomoCorrelated

(FILE * f) ;

Retourne et onstruit un objet repr�esentant un proessus de type Distribution_PoissonNon-

HomoCorrelated. Ses param�etres sont d�etaill�es dans le �hier f.

Distribution_PoissonGamma Distribution_CreatePoissonGamma (FILE * f) ;

Retourne et onstruit un objet repr�esentant un proessus de type Distribution_PoissonGamma.

Ses param�etres sont d�etaill�es dans le �hier f.

Distribution_Constant Distribution_CreateConstant (FILE * f) ;

Retourne et onstruit un objet repr�esentant une onstante variant au ours de la journ�ee. Ses

valeurs sont d�etaill�ees dans le �hier f.

Distribution_UNURAN Distribution_CreateUNURAN (onst har * file);

Retourne et onstruit un objet repr�esentant une variable al�eatoire suivant une distribution empi-

rique onstruite par noyau. La distribution est onstruite �a partir des observations individuelles

ontenues dans le �hier d�erit par la hâ�ne de arat�eres file.

int Distribution_LawReturnIntGenerationFuntion (Distribution_LawReturnInt L,

double SimTime);

G�en�ere une valeur al�eatoire selon la loi disr�ete L et l'instant SimTime.

double Distribution_LawReturnDoubleGenerationFuntion (Distribution_LawReturnDouble

L, double SimTime);

G�en�ere une valeur al�eatoire selon la loi ontinue ou le proessus L et l'instant SimTime.

void Distribution_InitLawReturnInt (Distribution_LawReturnInt Law) ;

Initialise la loi disr�ete Law pour le d�ebut d'une journ�ee.

void Distribution_InitLawReturnDouble (Distribution_LawReturnDouble Law) ;

Initialise la loi ontinue ou le proessus Law pour le d�ebut d'une journ�ee.
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Module Inall

Inall est le module qui repr�esente les appels entrants. On ative e module en appe-

lant sa fontion de r�eation qui re�oit en param�etre un tableau de lois et de proessus. Ces

derniers mod�elisent les aspets touhant e type appel.

void Inall_Create (Distribution_Law P [℄) ;

Cr�ee et ative le module Inall. Le tableau P ontient les lois assoi�ees aux appels entrants. Sa

premi�ere ase ontient le proessus d'arriv�ee des appels et la deuxi�eme ontient la loi de la dur�ee

qu'un lient entrant est prêt �a attendre dans la �le. Ces lois seront utilis�ees uniquement par e

module. Il est possible d'ajouter des nouveaux aspets al�eatoires en utilisant d'autres ases du

tableau P.

void Inall_Init (void) ;

Cette fontion initialise le module pour le d�ebut d'une nouvelle journ�ee dans le entre d'appels.

Les mesures journali�eres sont remises �a z�ero et les param�etres de ses lois sont r�e-initialis�es.

void Inall_BeginColletStat (void);

Avertit le module qu'il doit ommener �a reueillir des mesures d'int�erêt sur les appels entrants.

Il s'agit du nombre d'appels arriv�es, perdus, servis, ayant attendu plus de 20 seondes, et.

void Inall_NewDone (strut InfoCall * all) ;

Cette fontion permet d'avertir le module Inall que le syst�eme a servi un appel entrant suppl�e-

mentaire. En g�en�eral, 'est le module Servers qui utilise ette fontion �a la �n du servie d'un

appel.

void Inall_NewLost (strut InfoCall * all) ;

Cette fontion permet d'avertir le module Inall que le syst�eme a obtenu un abandon suppl�ementaire.

En g�en�eral, 'est le module Waitqueue qui utilise ette fontion.

double Inall_MaxWait (void);

Cette fontion g�en�ere le temps qu'un lient est prêt �a attendre dans la �le d'attente. La loi

repr�esentant et aspet a �et�e d�e�nie �a la r�eation du module Inall.

void Inall_ArrivalSheduling (void);

Cette fontion plani�e l'arriv�ee d'un nouvel appel entrant. Le proessus d'arriv�ee a �et�e d�e�ni �a la

r�eation du module Inall. On appelle ette fontion au d�ebut de la journ�ee et �a haque instant

d'arriv�ee d'un appel (pour plani�er le prohain). On informe le module Servers d�es qu'on a un
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nouvel arriv�ee.

void Inall_ArrivalStopping (void) ;

Cette fontion arrête les arriv�ees d'appels entrants. On appelle ette fontion �a la fermeture du

entre.

void Inall_GeneratingWaitBy (strut InfoCall * all);

�

A haque d�ebut de servie d'un lient entrant, le module Servers informe, �a l'aide de ette

fontion, le module Inall que l'appel entrant all n'aura plus �a attendre. Ainsi, il peut aluler

l'attente de et appel et mettre �a jour les mesures de performane touhant l'attente des lients

entrants.

int Inall_NbInDone (void);

Retourne le nombre d'appels entrants servis depuis le d�ebut de la journ�ee ourante.

int Inall_NbInLost (void);

Retourne le nombre d'abandons (appels entrants) depuis le d�ebut de la journ�ee ourante.

int Inall_NbInMore20 (void);

Retourne le nombre d'appels entrants re�us (servis et abandons) ayant attendu plus de 20 se-

ondes dans la �le depuis le d�ebut de la journ�ee ourante.

int Inall_NbInMore30 (void);

Retourne le nombre d'appels entrants re�us (servis et abandons) ayant attendu plus de 30 se-

ondes dans la �le depuis le d�ebut de la journ�ee ourante.

int Inall_NbInWaiting (void);

Retourne le nombre d'appels entrants ayant attendu dans la �le depuis le d�ebut de la journ�ee

ourante.

int Inall_TotalInWaitingTime (void);

Retourne l'attente totale g�en�er�ee par les appels entrants ayant attendu dans la �le depuis le

d�ebut de la journ�ee ourante.

double Inall_QualofServ (void);

Retourne un indie de qualit�e de servie sur les appels entrants. La version ourante de la

librairie retourne la proportion d'appels entrants ayant attendu plus de 20 seondes durant les 10

derni�eres minutes. Cette mesure est utilis�ee par le module Dialer pour savoir s'il doit omposer

de nouveaux appels sortants.
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void Inall_ReportDH (int NRep);

Construit un programme S-plus permettant d'analyser (sous forme de graphique) le pourentage

d'appels ayant attendu moins de 20 seondes et le pourentage d'abandons sur haque demi-heure

de la journ�ee.
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Module Servers

Le module Servers repr�esente le servie des appels entrants et sortants. Il mod�elise

les dur�ees de servie et les deux groupes d'agents : groupe I servant uniquement les appels

entrants et groupe B servant les deux types d'appels. Ces aspets sont des variables al�eatoires

que l'on d�e�nit �a la r�eation du mod�ele.

void Servers_CreateGroup (Distribution_Law P [℄) ;

Cr�ee et ative le module Servers. Le tableau P ontient les lois assoi�ees au servie des appels.

Les deux premi�eres ases ontiennent respetivement la loi de la dur�ee de servie d'un appel

entrant et elle d'un appel sortant. Les deux ases suivantes repr�esentent la disponibilit�e des

agents dans les deux groupes. Ces lois seront utilis�ees uniquement par e module. Il est possible

d'ajouter des nouveaux aspets al�eatoires ave d'autres ases du tableau P.

void Servers_InitServersGroup (void);

Initialise le module pour le d�ebut d'une nouvelle journ�ee dans le entre d'appels. Les mesures

journali�eres sont remises �a z�ero et les param�etres de ses lois sont r�e-initialis�es.

void Servers_BeginColletStat(void);

Avertit le module qu'il doit ommener �a reueillir des mesures d'int�erêt sur le servie des ap-

pels. Il s'agit du volume d'appels entrants servis, du volume d'appels sortants servis, du taux

d'oupation des agents, et.

void Servers_Type1ServieTreatement (strut InfoCall * all) ;

Avertit le module qu'on a un nouvel appel entrant all �a servir. Cet appel peut venir de

l'ext�erieur (module Inall) ou de la �le d'attente (module Waitqueue). Avant tout, on v�eri�e

s'il est possible de le servir, i.e. on v�eri�e le nombre d'agents libres dans les deux groupes. S'il

y en a au moins un de libre alors on g�en�ere sa dur�ee de servie (d�e�nie par le tableau P �a la

r�eation du module) et on oupe un nouvel agent du groupe I si possible (on prend un agent du

groupe B sinon). Une fois que le servie de l'appel d�ebute, nous informons le module Inall de

son attente dans la �le ar l'appel n'a plus �a attendre. Si tous les agents sont oup�es alors on

ins�ere l'appel dans la �le d'attente et on doit ommuniquer ave le module Waitqueue.

void Servers_Type2ServieTreatement (strut InfoCall * all) ;

Avertit le module qu'on a un nouvel appel all sortant �a servir. Cet appel vient du syst�eme de

omposition d'appels sortants (module Dialer). Ce dernier a r�eussi �a rejoindre un lient sortant

et demande au groupe d'agents s'il est possible de le servir. Don, on v�eri�e le nombre d'agents
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libres dans le groupe B. S'il y en a au moins un de libre alors on g�en�ere sa dur�ee de servie

(d�e�nie par le tableau P �a la r�eation du module) et on oupe un nouvel agent du groupe B.

Si tous les agents du groupe B sont oup�es alors nous avons un nouveau \mismath" que l'on

ommunique au module Dialer.

void Servers_Type1EndServie (void);

Avertit le module de la �n de servie d'un appel entrant. On lib�ere l'agent qui servait et appel et

on met �a jour ertaines mesures d'int�erêts : volume d'appels entrants, nombre d'appels entrants

servis (module Inall). Ensuite, on ommunique ave le module Waitqueue pour savoir s'il y a

un appel en attente pouvant se faire servir par le nouvel agent libre. Et �nalement, on demande

au module Dialer de prendre une d�eision sur le nombre d'appels sortants �a omposer.

void Servers_Type2EndServie (void);

Avertit le module de la �n de servie d'un appel sortant. On lib�ere l'agent du groupe B qui servait

et appel et on met �a jour ertaines mesures d'int�erêts : volume d'appels sortants, nombre d'appels

sortants servis (module Outall). Ensuite, on ommunique ave le module Waitqueue pour savoir

s'il y a un appel en attente pouvant se faire servir par le nouvel agent libre. Et �nalement, on

demande au module Dialer de prendre une d�eision sur le nombre d'appels sortants �a omposer.

int Servers_NbAgentsAvailTypeI (void);

Retourne le nombre d'agents disponibles dans le groupe d'agents I. Ce groupe ne sert que les

appels entrants.

int Servers_NbAgentsAvailTypeB (void);

Retourne le nombre d'agents disponibles dans le groupe d'agents B. Ce groupe sert les deux types

d'appels (entrants et sortants).

int Servers_NbAgentsAvail (void);

Retourne le nombre d'agents disponibles dans les deux groupes d'agents.

int Servers_NbAgentsFreeTypeI (void);

Retourne le nombre d'agents libres (en attente) dans le groupe d'agents I.

int Servers_NbAgentsFreeTypeB (void);

Retourne le nombre d'agents libres (en attente) dans le groupe d'agents B.

int Servers_NbAgentsFree (void);

Retourne le nombre d'agents libres (en attente) dans les deux groupes d'agents.
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int Servers_NbAgentsBusyTypeI (void);

Retourne le nombre d'agents oup�es (en servie) dans le groupe d'agents I.

int Servers_NbAgentsBusyTypeB (void);

Retourne le nombre d'agents oup�es (en servie) dans le groupe d'agents B.

int Servers_NbAgentsBusy (void);

Retourne le nombre d'agents oup�es (en servie) dans les deux groupes.

double Servers_OupanyMean (void);

Retourne le taux d'oupation des agents des 2 groupes depuis le d�ebut de la simulation.

double Servers_OupanyMeanDay (void) ;

Retourne le taux d'oupation des agents des 2 groupes depuis le d�ebut de la journ�ee ourante.

void Servers_OupanyMeanReport (int NRep);

Construit un programme S-plus permettant d'analyser (sous forme de graphique) le volume

d'appels entrants servis, le volume d'appels sortants servis et le taux d'oupation sur haque

demi-heure de la journ�ee.
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Module Waitqueue

Le module Waitqueue repr�esente la �le d'attente du entre d'appels. La r�egle de priorit�e

pour les appels entrants est du type premier arriv�ee - premier servi (FIFO : Firts In First

Out). Il n'y a qu'une seule �le pour les appels entrants et sortants, mais les appels sortants

ont priorit�e sur les appels entrants. La �le a une apait�e in�nie. On ative le module en

appelant la fontion de r�eation.

void Waitqueue_CreateQueue (void);

Cr�ee et ative le module Waitqueue. On onstruit la �le d'attente qui est une liste doublement

hâ�n�ee (module List de SSC [40℄) aeptant des objets InfoCall (voir module Constant).

void Waitqueue_InitQueue (void);

Initialise la �le d'attente pour le d�ebut d'une journ�ee. On vide la �le.

void Waitqueue_BeginColletStat(void);

Avertit le module qu'il doit ommener �a reueillir les mesures d'int�erêt (journali�eres) sur la �le

d'attente. On reueille l'attente moyenne, le nombre moyen de lients dans la �le, et.

void Waitqueue_Insert (strut InfoCall * all);

Ins�ere l'appel all dans la �le d'attente selon sa priorit�e. Avant de l'ins�erer, on alule le temps

maximal que le lient est prêt �a attendre dans la �le. Cette dur�ee d�epend du type d'appels

(module Inall ou Outall).

void Waitqueue_NextCall (void) ;

Cette fontion demande au module de v�eri�er la possibilit�e de servir un lient en attente. Tout

d'abord, on doit trouver le premier appel dans la �le qui est toujours en attente. Si la �le est vide

alors on ne fait rien. Sinon, on prend e premier appel et on tente de le servir en ommuniquant

ave le module Servers.

int Waitqueue_NbInQueue (void) ;

Retourne le nombre ourant de lients dans la �le d'attente.

double Waitqueue_AverageNbInQueue (void);

Retourne le nombre moyen de lients (par unit�e de temps) dans la �le depuis le d�ebut de la

journ�ee.



Module Waitqueue 153

double Waitqueue_CumulateWait(void);

Retourne l'attente totale dans la �le depuis le d�ebut de la journ�ee.

double Waitqueue_AverageSojournTime (void);

Retourne l'attente moyenne dans la �le depuis le d�ebut de la journ�ee.
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Module Dialer

Ce module repr�esente le syst�eme de omposition d'appels sortants. Celui-i d�eide du

nombre d'appels sortants �a omposer en se basant sur di��erentes informations (qualit�e de

servie, oupation des agents, ...). On ative le module en appelant la fontion de r�eation.

void Dialer_CreateDialer (Distribution_Law P [℄) ;

Cr�ee et ative le module Dialer. Le tableau P ontient les lois assoi�ees �a la omposition des

appels sortants. Sa premi�ere ase repr�esente la probabilit�e de rejoindre un lient par un appel

sortant. La deuxi�eme et troisi�eme repr�esente respetivement le temps n�eessaire pour rejoindre

un lient et pour se rendre ompte que le lient ne pourra pas être rejoint. Ces lois seront utilis�ees

uniquement par e module. Il est possible d'ajouter d'autres aspets al�eatoires ave d'autres ases

du tableau P.

void Dialer_InitDialer (void);

Initialise le module pour le d�ebut d'une nouvelle journ�ee dans le entre d'appels. Les mesures

journali�eres sont mises �a z�ero et les param�etres des lois sont r�e-initialis�es.

void Dialer_BeginColletStat(void);

Avertit le module qu'il doit ommener �a reueillir les mesures d'int�erêt (journali�eres) sur la om-

position d'appels sortants. Il s'agit du nombre de \mismathes", du nombre d'appels ompos�es,

et.

void Dialer_Compose (void);

Demande au module de omposer (si n�eessaire) de nouveaux appels sortants. Le nombre �a

omposer d�epend d'un algorithme de d�eision sp�ei�que. En e moment, il utilise l'algorithme

de omposition d�erit dans le m�emoire, i.e. elui qui permet d'obtenir des mesures assez pr�es

de e qu'on retrouve dans le entre d'appels Contat Unique. Voii son algorithme : Tout

d'abord, on v�eri�e les trois onditions suivantes : si le nombre d'agents libres dans le groupe

B (Servers_NbAgentsFreeType2) est sup�erieur �a 2, si le nombre total d'agents libres dans les

deux groupes (Servers_NbAgentsFree) est sup�erieur �a 4 et si plus de 75 % des appels en-

trants (agr�eg�es par minute) depuis les 10 derni�eres minutes ont attendu moins de 20 seondes

(Inall_QualofServ). Si es trois onditions ne sont pas toutes satisfaites, on n'e�etue auune

omposition d'appel. Dans le as ontraire, le nombre d'appels sortants ompos�es est �egal �a deux

fois le nombre d'agents libres dans le groupe B si le pourentage de \mismathes" (agr�eg�es par

minute) depuis les 15 derni�eres minutes ne d�epasse 8% (Dialer_QualofServ) et �a seulement une

fois le nombre d'agents libres dans le groupe B sinon. Les appels sont ompos�es en parall�ele et on



Module Dialer 155

d�eide du nombre de lients ayant �et�e rejoints �a l'aide de la loi d�e�nie �a l'ativation du module.

Pour haque appel rejoint, on informe le module Outall pour qu'il se harge du traitement de

son servie.

void Dialer_NewMismath (strut InfoCall * all) ;

Informe le module sur le fait que l'appel all est un \mismath". On ins�ere et appel dans la

�le d'attente (module Waitqueue) si le lient est prêt �a attendre avant de se faire servir.

int Dialer_NbCompose (void) ;

Retourne le nombre d'appels que le syst�eme a ompos�e depuis le d�ebut de la journ�ee.

int Dialer_NbReah (void);

Retourne le nombre de lients que le syst�eme a rejoint depuis le d�ebut de la journ�ee.

int Dialer_NbMismath (void);

Retourne le nombre de \mismathes" que le syst�eme a fait depuis le d�ebut de la journ�ee.
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Module Outall

Le module Outall repr�esente les appels sortants. Il s'oupe de g�en�erer le temps que

e type d'appels est prêt �a attendre dans la �le et de reueillir des mesures de performane

sur les appels sortants. On ative le module en appelant sa fontion de r�eation.

void Outall_Create (Distribution_Law P [℄) ;

Cr�ee et ative le module Outall. Le tableau P ontient la loi assoi�ee �a la dur�ee qu'un lient d'un

appel sortant est prêt �a attendre dans la �le. Il est possible d'ajouter d'autres aspets al�eatoires

ave d'autres ases du tableau P.

void Outall_Init (void);

Initialise la loi et les mesures du module pour le d�ebut d'une journ�ee.

void Outall_BeginColletStat(void);

Avertit le module qu'il doit ommener �a reueillir les mesures d'int�erêt (journali�eres) sur les

appels sortants. Il s'agit du nombre d'appels servis, perdus et de l'attente g�en�er�ee.

void Outall_NewDone (strut InfoCall * all) ;

Avertit le module que l'appel all vient d'obtenir son servie. En g�en�eral, 'est le module

Servers qui utilise ette fontion �a la �n du servie d'un appel.

void Outall_NewLost (strut InfoCall * all) ;

Avertit le module que l'appel all vient d'abandonner le syst�eme sans avoir re�u son servie.

En g�en�eral, 'est le module Waitqueue qui utilise ette fontion.

double Outall_MaxWait (void);

G�en�ere la dur�ee qu'un lient d'un appel sortant est prêt �a attendre dans la �le. La loi repr�esentant

et aspet a �et�e d�e�nie �a la r�eation du module Outall (tableau P).

void Outall_ArrivalSheduling (void);

Cette fontion avertit le module qu'il y a un nouvel appel sortant �a servir. La fontion est utilis�ee

par le module Dialer lorsqu'il a r�eussi �a rejoindre un lient �a l'aide de la omposition d'un appel

sortant. Il y a mise �a jour des mesures et ensuite, le module Servers se fait avertir qu'il y a un

nouvel appel sortant �a servir (Servers_Type2ServieTreatement).

void Outall_GeneratingWaitBy (strut InfoCall * all);

�

A haque d�ebut de servie d'un lient sortant, le module Servers informe (par ette fontion) le

module Outall que l'appel sortant all n'aura plus �a attendre. Ainsi, il peut aluler l'attente
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de et appel et mettre �a jour ses mesures de performane touhant l'attente des lients sortants.

int Outall_NbOutDone (void);

Retourne le nombre d'appels sortants servis depuis le d�ebut de la journ�ee ourante.

int Outall_NbOutLost (void);

Retourne le nombre d'appels sortants perdus depuis le d�ebut de la journ�ee ourante.
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Module Statisti

Ce module umule un ensemble de mesures journali�eres sur le entre d'appels.

�

A la �n

de haque journ�ee simul�ee, on met �a jour des blos statistiques d�e�nis dans la librairie SSC

[40℄. Ces mises �a jour permettent de aluler une moyenne, un �eart-type, un minimum,

un maximum et un intervalle de on�ane sur plusieurs aspets du mod�ele repr�esentant

un entre d'appels. Les mesures journali�eres onsid�erent le nombre d'appels entrants ser-

vis, d'appels entrants perdus, d'appels sortants servis, d'appels sortants ompos�es et de

\mismathes". Nous nous int�eressons aussi �a l'attente des lients : nous alulons la dur�ee

moyenne d'attente, la dur�ee moyenne d'attente sahant qu'un lient doit attendre, le nombre

moyen de lients dans la �le par unit�e de temps et le pourentage de lients ayant attendu

moins de 20 (et 30) seondes. Et �nalement, on pr�esente une mesure sur l'oupation des

agents tout au long de la simulation.

Pour utiliser le module, il suÆt d'ativer le module et d'appeler la fontion de mise

�a jour �a la �n de haque journ�ee simul�ee. Cette fontion fait la mise �a jour en obtenant

diverses informations sur les autres modules.

Il est possible d'obtenir un rapport d�etaill�e sur les mesures d'int�erêt. Pour haune

d'entre elles, nous pr�esentons sa moyenne, son �eart-type, son minimum, son maximum et

un intervalle de on�ane.

void Statisti_CreateUnit (har * Desriptor);

Cr�ee et ative le module Statisti. La hâ�ne de arat�eres Desriptor ontient une desription

de l'ensemble des mesures reueillies. Cette fontion onstruit les blos statistiques n�eessaires

aux aluls des mesures.

void Statisti_InitUnit (void) ;

Initialise le module pour le d�ebut d'une simulation (et non une journ�ee). Les blos statistiques

sont mis �a z�ero et on alule des mesures �a partir de ette initialisation.

void Statisti_Update (void);

Met �a jour les blos statistiques du module �a la �n d'une journ�ee. Cette mise �a jour est possible

en questionnant les autres modules sur les mesures reueillies pour ette journ�ee.
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void Statisti_Report (long NbRep) ;

Imprime un rapport sur les mesures alul�ees depuis la derni�ere initialisation. Pour haque me-

sure, on pr�esente sa moyenne, son �eart-type, son minimum et son maximum.

void Statisti_Report2 (long NbRep);

Imprime un rapport sur les mesures alul�ees depuis la derni�ere initialisation. Pour haque me-

sure, on pr�esente sa moyenne, son minimum et son maximum et un intervalle de on�ane (95%)

Exemple d'un rapport fourni par e module :

Resultats de simulation pour 10000 repetitions

Periode etudiee = statistiques journalieres

| | Min | Max | Mean | IntCon | Rep |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Nbr d'appels sortants | 121.0 | 741.0 | 511.9 | 1.7 | 10000 |

| servis par jour | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Nbr d'appels entrants | 530.0 | 1797.0 | 1169.0 | 3.8 | 10000 |

| servis par jour | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Nbr d'appels entrants | 0.0 | 452.0 | 31.8 | 0.8 | 10000 |

| perdus par jour | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Nbr d'appels entrants | 531.0 | 2243.0 | 1200.8 | 4.5 | 10000 |

| servis et perdus par jour | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Moyenne de la duree | -- | -- | 12.8 | 0.3 | 10000 |

| d'attente (se) | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Moyenne de la duree | -- | -- | 71.8 | 0.7 | 10000 |

| d'attente sahant que le | | | | | |

| lient a attendu par jour | | | | | |

| (se) | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Nb. dans la queue par | 0.0 | 5.2 | 0.4 | 0.0 | 10000 |

| unite de temps par jour | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Nbr dont attente > 20 se | 0.0 | 1435.0 | 164.1 | 3.6 | 10000 |

| par jour | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Nbr dont attente > 30 se | 0.0 | 1347.0 | 144.8 | 3.3 | 10000 |

| par jour | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Nbr de mismath par jour | 5.0 | 73.0 | 37.6 | 0.2 | 10000 |
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|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Nbr d'appels sortants | 325.0 | 2421.0 | 1666.0 | 5.5 | 10000 |

| omposes par jour | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Taux d'oupation | | | 71.5 | 0.1 | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Pourentage des lients | -- | -- | 86.3 | 0.0 | 10000 |

| entrants dont attente < 20 | | | | | |

| se | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|

| Pourentage des lients | -- | -- | 87.9 | 0.0 | 10000 |

| entrants dont attente < 30 | | | | | |

| se | | | | | |

|----------------------------|---------|---------|----------|--------|--------|
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Module Constant

Ce module omprend un ensemble de onstantes utilis�ees dans plusieurs modules de la

librairie.

#define INF 10E9

#define Hour 1.0 /* One hour */

#define Minute (1.0 / 60.0) /* One minute */

#define Seond (1.0 / 3600.0) /* One seond */

L'unit�e de temps utilis�e dans la librairie est l'heure. Les onstantes Minute et Seond

permettent de onvertir un autre unit�e de temps (ii les minutes et les seondes) en heures.

typedef enum {In, Out} TypeOfCall;

/* Type d'appel */

typedef enum {InOnly, Blend} TypeOfServ;

/* Type de serveur */

strut InfoCall

/* Information sur l'appel (ou lient) */

{

TypeOfCall TypeCall; /* Son type */

double ArrivTime; /* Son instant d'arrivee */

double MaxWait; /* Le temps d'attente maximal du

lient dans la file */

double ServTime; /* Temps de servie */

TypeOfServ TypeServ; /* Type de serveur */

} ;

Plusieurs informations sur les appels (ou lients) sont essentielles �a leur traitement dans la simu-

lation. Nous avons d�e�ni et objet qui englobe les informations importantes. On emmagasine son

type (entrant ou sortant), son type de serveur (groupe I ou B), son instant d'arriv�ee, la dur�ee

qu'il est prêt �a attendre dans la �le et la dur�ee de son servie.

void Constant_CreateConstEv (FILE * f) ;

Ative le module ave le �hier de param�etres f. La premi�ere ligne de param�etres d�ebute apr�es le

symbole $$ et elle d�erit l'instant du d�ebut des arriv�ees d'appels entrants, l'instant d'ouverture

du entre, l'instant du d�ebut de la omposition des appels sortants et l'instant de fermeture du

entre.

double Constant_InitDay (void) ;

Retourne l'instant du d�ebut des arriv�ees d'appels entrants.
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double Constant_StartDay (void);

Retourne l'instant de l'ouverture du entre, i.e. les serveurs peuvent servir les lients dans le

syst�eme.

double Constant_StartDialer (void) ;

Retourne l'instant du d�ebut de la omposition des appels sortants.

double Constant_EndDay (void);

Retourne l'instant de la fermeture du entre. Apr�es et instant, il n'y a plus d'arriv�ees d'appels

entrants et de omposition d'appels sortants. Les agents terminent le servie des appels d�ej�a dans

le syst�eme.
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Module Call

Ce module peut être onsid�er�e omme le programme prinipal de la simulation. C'est lui

qui ative les modules (�xe leurs di��erentes lois) et les initialise �a haque d�ebut de journ�ee.

Il permet de aluler des mesures de performane sur le mod�ele �a l'aide de la simulation de

plusieurs jours ind�ependants.

Avant de faire nos simulations, on doit onstruire les tableaux de lois (module Distri-

bution) pour les di��erents modules. On �xe les lois en appelant la bonne fontion de r�eation

ave un �hier ontenant ses param�etres. Ces tableaux seront utilis�es lors de l'ativation

des modules. Voii un exemple de onstrution de tableaux et d'ativation possible :

FILE * fi;

...

/* Creation du module Constant */

Constant_CreateConstEv (fi);

/* Creation des variables aleatoires */

DialerP [0℄ = Distribution_CreateBernouilli (fi);

DialerP [1℄ = Distribution_CreateExponential (fi);

DialerP [2℄ = Distribution_CreateExponential (fi);

OutallP [0℄ = Distribution_CreateConstant(fi);

InallP [0℄ = Distribution_CreatePoissonNonHomoCorrelated(fi);

InallP [1℄ = Distribution_CreateExponential(fi);

ServersP [0℄ = Distribution_CreateGamma(fi);

ServersP [1℄ = Distribution_CreateUNURAN("/u/deslaura/maitrise/simulation/"

"2elibrairie/logoutdure.dat");

ServersP [2℄ = Distribution_CreateConstant(fi);

ServersP [3℄ = Distribution_CreateConstant(fi);

/* Creation des objets des autres modules */

Dialer_CreateDialer (DialerP);

Waitqueue_CreateQueue();

Outall_Create (OutallP);

Inall_Create (InallP);

Servers_CreateGroup (ServersP);

Statisti_CreateUnit ("statistiques journalieres");

Une fois que nos modules sont onstruits, nous pouvons faire la simulation de plusieurs

jours. Au d�ebut d'une journ�ee, on initialise les modules et on plani�e l'ouverture du entre

d'appels (Constant_InitDay) , le d�ebut de la disponibilit�e des agents (Constant_StartDay),
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le d�ebut de la omposition d'appels sortants (Constant_StartDialer) et la fermeture du

entre (Constant_EndDay).

�

A l'ouverture du entre, on d�ebute le proessus des arriv�ees

d'appels (Inall_ArrivalSheduling). Ensuite, on laisse les modules interagir entre eux

jusqu'�a la fermeture du entre. On reueille des mesures �a la �n de haque journ�ee pour

onstruire des estimateurs sur les mesures d'int�erêt journali�eres. Il est possible d'imprimer

un tableau informatif sur es mesures en appelant les fontions Statisti_Report*.

Nous avons onstruit un \make�le" permettant d'obtenir un ex�eutable du module

Call. Cet ex�eutable prend en param�etre un nom de �hier d'entr�ee. Les informations

importantes du �hier d�ebutent sur la ligne suivant le signe $$ et terminent ave une ligne

vide. Voii un exemple de �hier de param�etres ave leur expliation :

# Parametres de toutes les options possibles de simulation

# Nombre de repetition de la simulation

# et num�ero de journ�ee �etudi�ee 0 = semaine, 1 = lundi,...

$$

10000 0

# Initday Startday StartDialer Endday

$$

7.91667 8.0 14.0 20.5

# Prob de rejoindre un lient par intervalle + duree intervalle

$$

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0.27 30

0.27 30

0.28 30

0.29 30

0.29 30

0.3 30

0.33 30

0.37 30

0.4 30
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0.38 30

0.41 30

0.41 30

0.41 30

# Moyenne (se) du temps requis pour atteindre un lient outbound ~ Exp

# + dur�ee intervalle

$$

0.0 750

# Moyenne (se) du temps requis avant de se rendre ompte qu'un lient outbound

# ne pourra pas etre rejoint ~ Exp + dur�ee intervalle

$$

0.0 750

# Moyenne (se) du temps d'attente aeptee du lient sortant

# dans la file d'attente ~ Cte + dur�ee intervalle

$$

5.0 750

# Parametres du proessus d'arrivee Whitt voir memoire :

# parametres (alpha,beta) de W suivi de la fontion lambda(t)

# + dur�ee intervalle

$$

28.9 0.0346

26.1 30

38.5 30

51.1 30

58.2 30

61.3 30

61.6 30

62.2 30

60.2 30

56.6 30

56.4 30

58.6 30

57.0 30

56.2 30

55.2 30

56.3 30

58.9 30

59.6 30

54.5 30

43.5 30

40.0 30

33.5 30

29.8 30

25.3 30

22.5 30

18.0 30
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# Moyenne (se) du temps d'attente aeptee du lient entrant dans la

# file d'attente ~ Exp + dur�ee intervalle

$$

400.0 60

400.0 30

700.0 60

600.0 150

500.0 390

100.0 30

50.0 30

# Param�etres du temps de servie d'un appel inbound ~ Gamma + dur�ee intervalle

$$

0.729 817.0 240

0.620 927.6 150

0.755 753.8 120

0.553 996.9 120

0.518 981.6 120

# Nombre d'agents disponibles par intervalle + dur�ee intervalle

$$

11.3 30

18.1 30

23.0 30

25.9 30

26.5 30

27.0 30

26.4 30

26.3 30

23.9 30

24.2 30

30.6 30

29.4 30

25.7 30

24.0 30

24.2 30

24.7 30

22.2 30

18.7 30

17.0 30

9.4 30

4.1 30

3.4 30

2.9 30

3.1 30

3.0 30
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# Nombre d'agents disponibles par intervalle + dur�ee intervalle

$$

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

0 30

6.1 30

12.6 30

17.3 30

20.1 30

18.4 30

16.6 30

12.8 30

19.0 30

19.5 30

18.5 30

17.3 30

19.5 30

18.0 30

###FIN


