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Sommaire 

Dans cette thèse, nous étudions comment les régles de réseau peuvent être utilisées 

en simulation comme méthode de réduction de la variance. 

Nous nous intéressons d'abord aux règles de réseau "standard" et donnons des ex- 

pressions et des bornes pour la variance des estimateurs obtenus en utilisant différentes 

randomisations. Nous présentons ensuite un nouveau crithre de sélection basé sur les 

projections de le règle de réseau sur les sous-espaces de l'hypercube unitaire en s di- 

mensions sur lequel la règle est définie. Des résultats numériques obtenus sur divers 

problèmes pour lesquels la simulation est typiquement utilisée sont donnés, afin de 

comparer les règles de réseau avec la méthode Monte Carlo. Ces résultats illustrent 

également l'utilité du nouveau critère. 

Puis, nous passons aux règles de réseau polynômiales et à leur lien avec les (t, m, s)- 

réseaux. Des résultats théoriques sur la variance des estimateurs associés à ces règles et 

un nouveau critère de sélection sont dérivés de façon analogue au cas standard. Nous 

donnons également des résultats numériques permettant de voir comment ces règles 

se comparent en pratique avec la méthode Monte Carlo et les règles standard. 

Finalement, nous présentons des résultats illustrant la différence entre les règles 

de rang 1 et celles de type ur-copie. Les résultats théoriques sont appuyés par des 

exemples numériques comparant ces deux types de règles sur différents problèmes et 

par rapport à certains critères de sélection. 
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Chapitre 1 

Introduction 

Nous énonçons à la section 1.1 le problème qui est discuté dans cet ouvrage, fai- 

sons à la section 1.2 un résumé des travaux les plus importants qui lui sont reliés et 

énumérons les contributions qui y sont faites à la section 1.3. Les définitions formelles 

qui sont requises pour énoncer les résultats de cette thèse sont données au début des 

chapitres 2 et 4. 

1.1 Problématique 

Si l'intégrale 

d'une fonction f à valeur réelle définie sur l'hypercube unitaire en s dimensions n'a pas 

de solution analytique, on peut choisir un ensemble de points PN = { x ~ , .  . . , x N }  c 
[O, l)s et estimer p par la valeur moyenne de f sur PN, donnée par 

Lorsque la dimension s est petite et que la fonction est suffisamment régulière, on 

peut constsuire I'ensemble PN en appliquant sur chacune des s dimensions une règle 

qui fonctionne bien en une dimension : ceci correspond aux règles de type produit. 

Un cas particulier de cela consiste à prendre une grille rectangulua~e, c.-à-d., à poser 

Piv={(mi/n ,..., m , / n ) : O ~ m t  S n - l , l < t 5 s ) ,  o h N = n s .  



Si la dimension s est modérément grande (disons, supérieure à 4 ou 5) ou que la 

fonction n'est pas très régulière, la méthode de Monte Curlo (MC) est plus appropriée. 

Cette méthode, introduite par Metropolis et  U l m  en 1949 [91], consiste à prendre 

N points i i d  (indépendants et identiquement distribués) uniformes sur [O, l)b pour 

construire PM. Si on dénote par PMc la valeur de QN obtenue avec un tel ensemble, 

alors on a que 

E()IMc) = V ~ ~ @ M C )  = 0 2 / ~ t  

où o2 = ho,,). f2(x)dx - pz est la variance de f (x) lorsque x - U([O, 1)l). De plus, en 

supposant que a2 < 00, on obtient par le théorème de la limite centrale que 

où Op(g(n)) = {h(n) : il existe no E N, c E ni tels que Pr(h(n) 5 cg(n)) 2 p, si n > 
na), pour p E (0,1]. Ainsi, le comportement asymptotique (en fonction de N )  de 

l'erreur ne dépend pas de la dimension s du problème. Par contre, la dimension s peut 

influencer l'erreur de façon indirecte en agissant sur a. 

Un avantage de cette méthode est que la relation (1.2) nous permet d'estimer 

l'erreur en se basant sur l'écart-type échantillonal o. De plus, la variance de l'estimateur 

fiMC peut étre estimée par a2/iV. Autrement dit, la méthode MC nous fournit non 

seulement un estimateur de p, mais aussi une idée de la précision de cet estimateur. 

Quel est le lien entre cette méthode et la simulation stochastique? Cette dernière 

est une technique utilisée pour estimer une mesure de performance donnée sur un 

système qui évolue de façon stochastique. Elle consiste à programmer sur ordinateur 

un modèle mathématique du système avec certaines entrées (aléatoires) et observer 

les résultats. La mesure de performance peut habituellement s'écrire comme étant 

où (q, . . . , Yb$) est l'ensemble de variables aléatoires correspondant aux entrées du 

modèle. Le nombre de variables M peut également être aléatoire. Dans le programme 

de simulation, les Miiables aléatoires YI,. . . , YM sont générées en transformant des 

nombres pseudo-aléatoires entre O et 1, c.-à-d., des nombres qui imitent des &ables 



uniformes i.i.d. sur [O, 1). Pour cette raison, par simple changement de vaxiables, la 

mesure de performance (1.3) peut être réécrite sous la forme (1.1), c.-à-d., 

où u E [O, 1)' est le vecteur de variables (pseudo-)aléatoires entre O e t  1 nécessaires pour 

générer YI , .  . . , Ynr La dimension s peut être infinie, car même si chaque simulation 

requiert un nombre fini y de variables uniformes, ce nombre y peut être aléatoire et 

il se peut qu'il n'y ait pas de borne s telle que la probabilité que y soit inférieur à s 

soit égale à 1. En somme, la reformulation de (1.3) à (1.1) nous permet de dire que 

la simulation stochastique correspond en fait à utiliser la méthode MC afin d'estimer 

l'intégrale d'une fonction souvent compliquée et de dimension habituellement grande 

ou même infinie. L'exemple suivant sert A illustrer comment le passage de (1.3) à (1.1) 

se fait sur un problème simple. Nous verrons aux sous-sections 2.5.1 et 2.5.2 deux 

autres exemples de reformulation sur des problèmes un peu plus compliqués. 

Exemple 1.1.1 Supposons que l'on veut estimer E ( W ~ , , ~ ) ~  l'espérunce de la durée 

de séjour moyenne des 100 premiers clients d'un système de file d'attente de type 

GI/GI / l  (c.-à-d., il y a un seul semeur et les durées intemm'vées entre les clients 

ainsi que les durées de service sont des vafiables aléatoires indépendantes [69]), pour 

lequel la politique de semice est "premier crm*vé premier semi". En dénotant par Si la 

durée de service du ze client et par Ai la durée interarrivée entre le (i - 1)= et le ie 

1 LOO 

 AI, SI, ,SUJO) = C(W, + Si) 100 *=i 

et Wi est le temps d'attente dans la file du ie client, qui satisfait l'équation de Lindley 

en supposant que Wo, Sa = O. On voit bien qu'en remplaçant successivernent chaque 

Wi dans (1 4) par 1 'expression (1.5)' kvloo est une fonct2on des Ai, Si. En utilisant la 



notation donnée précédemment, les uariables aléatoires Al, Si, . . . , Sioo correspondent 

à Yi,. . . , YM, avec M = 200. 

Si on suppose que l'inversion est utilisée pour générer les Ai et les Si et que 

ul, u2,. . . représente la suite de nombres entre O et 1 produits par le générateurpseudo- 

aléatoire, alors on peut poser 

où FA(*) et Fs(-) sont les fonctions de répartition de Ai e t  Si, respectivement. On peut 

donc réécrire g ( - )  en fonction des -Q : 

et donc, s i  on pose 

on obtient que 

Étant donné ce lien entre la méthode MC et la simulation, on pourrait se poser 

la question suivante : si d'autres méthodes que MC sont disponibles pour estimer des 

intégrales en grande dimension, pourrait-on les appliquer afin d'obtenir de meilleurs 

estimateurs pour la simulation? C'est le but de cette thèse de présenter de telles 

méthodes et de montrer comment elles peuvent être utiles pour contniire des estima- 

teurs à variance réduite en simuiation. 

Avant d'expliquer cette idée plus en détail, nous présentons un exemple qui permet 

de voir quel genre de construction on doit éviter pour faire mieux que MC quand Ia 

dimension devient grande : 

Exemple 1.1.2 Supposons que l'on veut intégrer 



On peut montrer qu'il est possible de décomposer f de la façon suiumte : 

Donc, même si la fonction est d é h i e  sur [O, I ) ~ ,  elle est en fait une somme de fonc- 

tions unidimensionnelles ( fj(xj), j = 1,2,3) et bidimensionnelle (f 1,2(xi, Y)). On 

peut également montrer que les composantes f3(x3) et f2(xZ) contribuent pour 64% 

et 27% de la variance totale, respectivement. Ce type de décomposition est appelée 

"décomposition AN0 VA " et s'avère très utile pour analyser les méthodes d'intégration 

numérique en plusieurs dzmewiow, comme nous le verrons à plusieurs reprises dans 

cet ouvrage. 

Pour cet exemple, l'utilisation de la grille rectangulaire contenant N = n3 points 

n'est pas recommandée. En effet, on obtient alors que chaque fj(zj) est intégrée par 

seulement n = W 3  points distincts et la fonction fis(xi, x2) est intégrée par seulement 

n2 = 1 ~ ~ ' ~  points distincts. Or, il n'est pas difficile de croire qu'un ensemble PN p o u  

lequel chacune des projections PN(I) (où pour I = {il, : . . , it) C (1, . . . ,3) non vide, 

PN (1) = {($nii , - . . xnit y n = 1, . . . , N )  ) sur les 23 - 1 SOUS-espaces de [O, 1) contient 

N points pourrait faire m i e u  que la grille et ceci deviendra de plus en plus facile 

à croire à mesure que la dimension s augmente puisque de façon générale, la grille 

rectangulaire utilise iVj/S points différents pour intégrer les composantes fr en j = 111 

dimensions. 

La méthode MC a la propriété que chaque projection de PN contient N points 

avec probabilité 1, car les points sont i.i.d. et donc, la probabilité que deux points 

et xj aient une coordonnée en commun est nulle. Mais il est également possible 

d'utiliser des méthodes déterministes ayant cette propriété, ainsi que celle d'avoir 

une distribution plus unifonne que ceUe d'un ensemble de points i.i.d. : un ensemble 

ayant cette propriété est appelé ensemble de points à faible discrépance. C'est ce 

type d'ensemble qui est utilisé dans les méthodes quasi-Monte Carlo (QMC) et les 



règles de réseau sont un exemple de ce type de méthode. La figure 1.1 donne un 

exemple de règle de réseau en deux dimensions. Les 251 points illustrés sur cette 

figure sont définis par xi1 = (i - 1)/251 et xi2 = (33(i - 1) mod 251)/251, pour 

i = 1,. . . ,251. Ainsi, les projections unidimensionnelles {xii,i = 1,. . . ,251) et  

{zi2, i = 1,. . - ,251) correspondent toutes deux à l'ensemble de points également es- 

pacés donné par {O, 11251,. . . ,250/251). Les différents concepts associés aux regles de 

réseau seront expliqués en détail aux sous-sections 2.1.1 et 2.1.2. 

FIGURE 1 .l: Règle de réseau en deux dimensions 

0.0 x1 1 .O 

La discripance D(Piv) mesure la non-uniformité d'un ensemble de points PLV dans 

[O, 1)' en comparant sa distribution empirique dans [O, 1)' avec celle de la loi uniforme 

[98, 461. Il y a plusieurs façons de comparer ces deux distributions. Par exemple, si on 

considère toutes les boites rectangulaires dans [O, 1)' qui sont alignées avec les axees et 

qui ont un coin à l'origine, alors on peut calculer la différence entre la fraction des points 

de PN contenus dans la boite et son volume, puis prendre D(PN) égale au supremum 

sur toutes les boites de cette différence (en valeur absolue). Ceci est la définition de 

la disrnépance-étoile (rectangular star-dzscrepancy) [98]. On dit habituellement qu'une 

suite de points est à faible discrépance si, lorsque l'on prend les N premiers points de 

la suite pour former PN, la discrépance D(PN) est significativement plus petite que 

celle d'un ensemble comprenant N points i.i.d. suivant la loi uniforme sur [O, 1)'. Dans 

le cas particulier où on utilise la discrépance-étoile pour définir D(PN), il est courant 

de dire que PN est à faible discrépance si D(PN) = O(N-I log N). 

La notion de discrépance permet également de construire des bornes sur l'erreur 



déterministe ayant la forme suivante : 

I Q N  - pl I D(PN)V(J) ,  pour toute fonction f E E, (1-6) 

où V (  f )  est une mesure de la variabilité de f et E est un ensemble de fonctions, tous 

deux reliés à la définition précise de discrépance D(PN) utilisée [46]. L'inégalité de 

ce type la plus connue est sans doute celle de Koksma-Hlawka, dans laquelle D(&) 

est la discrépance-étoile, V ( f )  est la variation au sens de Hardy et Krause et E est 

l'ensemble des fonctions à variation bornée. Le lecteur peut se référer à [62, 981 pour 

plus de détails sur ce type de borne. 

L'argument habituel qui est utilisé pour justifier la supériorité des méthodes QMC 

sur la méthode MC est de dire que puisque V (  f )  ne dépend que de f, si D(PN) est dans 

O ( W L  logs N) et que V (  f )  < m, alors la borne supérieure sur l'erreur donnée par (1.6) 

est aussi dans O ( W 1  logS N ) ,  ce qui, pour s fixé, est un meilleur taux de convergence 

que le N-'/* associé à la méthode MC. Pour cette raison, on s'attend à ce que les 

méthodes QMC approximent p avec une plus petite erreur que la méthode MC, du 

moins si N est suffisamment grand. Par contre, la dimension s n'a pas besoin d'être très 

grande pour que l'on ait iV-' log' iV > N-'/* pour des valeurs de N assez grandes : par 

exemple, quand s = 10, on doit avoir iV 2 1.2 x 1 0 ~ ~  pour que N-' lo& N 5 N-'12 

et donc, l'avantage de l'ordre de convergence de l'erreur de QMC sur MC prévaut 

seulement si on utilise plus de 1.2 x 1 0 ~ ~  points, un ordre de grandeur extrêmement 

plus grand que ce que l'on veut en pratique. 

Est-ce que cela signifie que les méthodes QMC ne servent pas à grand-chose en 

pratique? Non, car premièrement, l'inégalité donnée en (1.6) est une borne en pire 

cas qui ne reflète pas nécessairement le comportement réel de QN pour une fonction 

en particulier ; deuxièmement, comme c'était le cas dans l'exemple 1.1.2, meme si une 

fonction est définie sur [O, l)', il se peut que seulement les composantes f associées 

à des sous-ensembles I contenant un petit nombre de dimensions suffisent à expliquer 

la majeure partie de la variabilité de f et dans ce cas, il suffit gmsso modo d'utiliser 

un ensemble de points dont les projections PN(I)  associées à ces composantes sont 

bien distribuées. Dans ce cas, L'analyse de l'erreur peut se faire comme si la dimension 

était égale à max{lIl : fr est "importante") 5 s, qui définit de façon approximative la 



dimension effective de f [110, 14,461. En résumé, les bornes du genre (1.6) ne sont pas 

à notre avis les meilleurs outils théoriques que l'on puisse utiliser afin d'expliquer la 

supériorité observbe en pratique des méthodes QMC sur la méthode MC. En particu- 

lier, elles ont le désavantage de ne pas pouvoir nous fournir une bonne idée de l'erreur 

réelle d'intégration : nous reviendrons sur ce point sous peu. 

Maintenant, comment utiliser ces méthodes pour faire de la "simulation de quasi- 

Monte Carlo" ? D'abord, une fois que l'ensemble de points PN est choisi, chaque point 

x, devrait être assigné à une "simulation". Xotons que cela implique que l'on doit 

décider l'ordre dans lequel les composantes xil, . . . , xb seront associées aux variables 

aléatoires constituant les entrées de la simulation. Par exemple, dans l'exemple 1.1.1, 

on aurait PU décider d'associer uj à Aj et uj+loo ê Sj plutôt que d'associer ~ 2 j - 1  à Aj 

et u;, à Sj .  L'ordre choisi doit évidemment demeurer le même pour chaque point xi. 

Ensuite, on doit avoir une façon d'estimer l'erreur. Pourrait-on utiliser un cas 

particulier de la borne (1.6) (par exemple, l'inégalité de Koksma-Hlawka) ? Non, et 

plusieurs raisons peuvent nous en convaincre : 

(1) Ce type de borne tient pour un ensemble trop restreint de fonctions. On 

préfererait travailler dans un contexte valide pour toute fonction à variance finie, 

comme c'est la cas pour la méthode MC. 

(2) Même en supposant que la fonction correspondant à notre problème est dans 

un ensemble pour lequel on a une borne de type (l.6), la vraie erreur est pro- 

bablement beaucoup plus petite que la borne puisque, comme nous l'avons dit 

précédemment, ces bornes résultent d'une analyse en pire cas. 

(3) Même en supposant que la borne pourrait nous donner une bonne idée de l'erreur, 

les deux quantités V (  f )  et D(PN) sont souvent très difficiles à calculer. 

Une solution beaucoup plus simple et n'ayant pas ces inconvénients est de randomiser 

l'ensemble PN de façon à ce que 1) la propriété qui fait en sorte que PN est à faible 

discrépance soit préservée ; 2) aprés randomisation, chaque point suive la loi uniforme 

sur [O, 1)$. La deuxième condition nous assure que l'estimateur formé à partir de l'en- 

semble randomisé & est sans biais. En répétant la randomisation m fois, on obtient 

rn copies i.i.d de et ainsi, on peut estimer L'erreur en utilisant le théorème de la 



b i t e  centrale ou calculer un estimateur sans biais de var(QN), où est l'estima- 

teur obtenu à partir de & La première condition requise pour la randomisation nous 

permet d'espérer que l'on obtiendra un estimateur réduisant la variance par rapport 

à MC. Pour donner un exemple, Cranley et Pattenon ont proposé dans [20] une ran- 

domisation pour les règles de réseau satisfaisant ces deux propriétés et qui consiste à 

translater les règles (modulo 1) à l'aide d'un vecteur u généré aléatoirement et uni- 

formément dans [O, 1) *. Nous reparlerons de cette technique à la sous-section 2.2. En 

résumé, non seulement la randomisation nous fournit une façon d'estimer l'erreur (ou 

la variance) de l'estimateur basé sur une règle de réseau, mais elle nous permet aussi 

de comparer les règles de réseau avec la méthode MC en considérant leur vaxiance res- 

pective (théorique et empirique), ce qui est un des objectifs principaux de cet ouvrage. 

Dans le contexte de la simulation, cette méthode s'applique de la façon suivante : 

on choisit un ensemble PN à faible discrépance et une randomisation satisfaisant les 

deux conditions énoncées plus haut. Chacun des iVm points contenus dans les m copies 

i.i.d. &, . . . , de la version randomisée de PiV sert à faire une simulation et nous 

permet de construire les rn estimateurs i.i.d. et sans biais de p donnés par 

La moyenne f i  = l /m xG'=, eNd de ces estimateurs est notre estirnateur sans biais de 

nous fournit un estimateur de VCU(Q~) et pour un niveau de confiance 1 - a donné, 

la quantité 

nous donne une borne probabiliste sur L'erreur, c.-à-d., on a que 

où z ~ - ~ , )  est tel que P ( N ( 0 , I )  < 21-p,2) = 1 - 4 2  [68]. 

Il faut maintenant préciser comment nous dons  construire les ensembles de points 

à faible discrépance dont nous avons besoin pour appliquer la méthode QMC. Dans 



cet ouvrage, nous consid4rons deux possibilitbs : les règles de réseau "standard" et les 

règles de réseau polynômiales. Comme leur nom l'indique, ces méthodes sont toutes 

deux basées sur l'utilisation d'un réseau (lottice) dans un espace E (c.-à-d., un sous- 

espace de € fermé sous l'addition et la soustraction) pour construire PN. Dans le 

premier cas (standard), les réseaux sont définis sur l'espace euclidien Rs alors que dans 

le second, ils sont définis sur un espace de polynômes. Nous avons donné à la page 6 

(figure 1.1) un exemple d'une règle de réseau définie sur IR2 et la figure 1.2 montre un 

exemple de règle de réseau polynômiale en deux dimensions. Les 61 points illustrés sur 

cette figure sont basés sur le polynôme de degré six donné par P(z)  = z6 - z - 1 et 

sont définis par (QI 202)  = (0,O) et z;.i = (z ' ( ' -~) /P(z)  mod (P ( r ) ,  2)) 1 et ~ i z  = 
r=2 

( z f i / P ( z )  mod (P(z ) ,  2))1,,,, pour i = 1,. . . ,63, où " rnod ( P ( r ) ,  2)" signifie qu'on 

prend le reste de la division polynômiale par P(t), en supposant que les opérations sur 

les coefficients sont effectuées dans IF2, le corps de Galois contenant deux éléments. 

Ce type de construction sera expliqué en détail à la section 4.1. 

FIGURE 1.2: Règle de réseau polynômiale avec N = 64 

Le lien entre les deux méthodes retenues peut aussi être établi dans un contexte 

beaucoup plus général (qui comprend d'autres types de méthodes), mais qui peut être 

expliqué sans avoir recours à Ir définition de règle de réseau. Nous voulons donner ce 

point de vue, car il permet de faire des liens entre les générateurs pseudo-aléatoires 

et les ensembles de points à faible discrépance. D'une certaine façon, ceci établit un 

lien supplémentaire entre les méthodes MC et QMC, puisque les générateurs pseudo- 

aléatoires servent à générer L'ensemble PN dans la méthode MC. 



En gros, l'idée est la suivante : le type de méthode que nous 

à choisir un générateur pseudo-aléatoire dont le nombre d'états 

trop grand, puis à former PN en utilisant les s-tuplets successifs 

considérons revient 

possibles n'est pas 

tonnés à partir des 

différentes sous-suites périodiques produites par le générateur. Historiquement, l'idée 

d'utüiser des suites peudo-aléatoires comme méthode QMC a d'abord été énoncée 

dans [95]. 

Plus précisément, si on a un générateur pseudo-aléatoire défini sur l'espace d'états 

3 de cardinaiité 1Z1 = N avec la fonction de transition r : S -t E, qui nous fait passer 

d'un état à l'autre en posant ci = ~ ( 6 ~ ~ )  et ayant une fonction de sortie g : Z + [O, 1)' 

qui produit les nombres entre O et 1 émis par le générateur, alors on construit PN de 

la façon suivante : 

P' = { ( ~ ( t o ) ,  + , g(L-1)) : 6 E 3). (1.8) 

Voici un exemple jouet pour mieux comprendre comment se fait la construction : 

Exemple 1.1.3 Soit f = (0, . . . ,101 = Zn et r(e) = 6 + [ mod 11. En prenant le 

germe Co = 1 ,  o n  obtient la suite 6.6,. . . de période 10 donnée par : 

et tout autre germe dàférent de O donnera lieu à la même sous-suite, mais avec un 

état initial différent (par exemple, = 2 donne 2,1,6,3,7,. . .). Si 6 = O ,  alors on 

a la suite de période 1 donnée par 0: 0:. . . . Il y o donc deux sous-suites ussociées a 

ce générateur. Ainsi, si la dimension s vaut 3 et que Ibn utilise la fonction de sortie 

g(c) = c/11, alors on a que 

contient 10 éléments et PN est obtenu en ajoutant (g(O), g(O), g(0)) = (0,0,0) à cet 

ensemble. 

Les deux types de générateurs pseudo-aléatoires que nous allons utiliser sont les 

générateurs à congnience linéaire (GCL) et les générateurs de Tawworthe. Les en- 

sembles PN obtenus de cette fason sont des cas particuliers de règles de réseau standard 



et polynômiales, respectivement. Les deux types de générateurs choisis sont rapides, 

faciles à implanter, mais surtout, des mesures d'uniformité peuvent être calculées en 

pratique afin de juger de la qualité des ensembles PN ainsi produits. Ces mesures sont le 

test spectrd [19] pour les GCL et la résolution (721 pour les générateurs de Tausworthe. 

C'est en définissant des critères de sélection basés sur ces mesures que nous pourrons 

choisir les paramètres des générateurs pseudo-aléatoires nous permettant de construire 

des ensembles de points PN ayant les bonnes propriétés d'uniformité nécessaires pour 

être utilisés dans un conteste QMC. 

Ces mesures sont d'ailleurs reliées à des critères de sélection typiquement utilisés 

pour choisir des ensembles de points à faible discrépance, dans le contexte général oii 

ils ne proviennent pas nécessairement de générateurs pseudo-aléatoires. En effet, le 

test spectral est équivalent, à un choix de norme près, à l'indez de Babenko-Zarernbu, 

un des critères de sélection souvent utilisés pour choisir les règles de réseau. De son 

côté, la résolution des générateurs de Tausworthe présente des liens avec la propriété 

définissant les (t, m, s) -réseam [98], aussi appelées règles de réseau digitales dans [64]. 

Les (t, rn, s)-réseaux constituent une des familles importantes d'ensembles de points à 

faible discrépance. Les suites de Sobol' 11211, Faure [28] et Xiederreiter-Xing [IO11 pro- 

duisent de tels ensembles. 11 est intéressant de voir que le test spectral et la résolution 

sont reliés aux critères qui ont été développés en parallèle pour choisir des lamilles 

connues d'ensembles de points à faible discrépance. 

Un autre avantage associé au type de construction défini par (1.8) est qu'il est facile 

de trouver des fonctions r faisant en sorte que l'ensemble PN soit stationnuare dans 

ka dimension. En gros, cette propriété signifie que les projections PN(I) dépendent 

seulement de l'espacement entre les indices dans 1. Par exemple, lorsque PN a cette 

propriété, alors on a que PN({ l ,  2,4}) = PN((s - 3, s - 2,s)). NOUS verrons une 

définition plus précise de cette propriété au chapitre 3, ainsi que les avantages qui lui 

sont associés. 

On peut maintenant formuler la question globale à laquelle nous tentons de 

répondre dans cette thèse : comment choisir des règles de réseau qui, dans le contezte 

de la simulation, nous petmettront d'obtenir des estzrnateurs ayant une plus petite 



variance que I'estimoteur MC qui utilise le même nombre de point3 ? 

1.2 Survol de la littérature 

Le but de cette section n'est pas de faire une revue complète de la littérature 

traitant de notre sujet, mais plutôt de situer notre contribution parmi les travaux qui 

lui sont reliés de plus près. Avant de faire cela, donnons d'abord quelques références 

générales couvrant notre domaine de recherche. Les méthodes QMC sont exposées 

en détail par Niederreiter dans [98] et les règles de réseau, par Sloan et Joe dans 

[116]. Une revue axée davantage sur les applications pratiques des méthodes QMC 

est faite par Spanier et Waize dans [125]. Fishman [29] et L'Ecuyer (701 couvrent les 

principales techniques de réduction de la variance en simulation. Pour une introduction 

à la simulation en général, on peut utiliser le livre de Bratley et al. [12], Law et Kelton 

[69] ou celui de Fishman [29]. 

Nous allons commencer par faire, dans les deux paragraphes qui suivent, un bref 

historique nous permettant de voir qui a contribué à faire avancer le domaine des 

méthodes QLIC, d'abord pour les règles de réseau et ensuite, pour les (t, m, s)-réseaux. 

Nous décrirons par la suite quelles ont été les principales contributions quant a u  

aspects de ces méthodes qui sont considérés dans cet ouvrage. 

Dans le cas des règles de réseau, les premières constructions ont été proposées par 

Korobov [60], Bahvalov [7] et Hlawka [50]. Ces travau et ceux qui ont suivi sont 

résumés par Niederreiter [94, 981, qui a lui-même apporté de nouveaux éléments, no- 

tamment en ce qui a trait au lien entre ces règles et les générateurs pseudo-aléatoires. 

Ensuite, Sloan et Joe et leurs collaborateurs ont fait plusieurs contributions impor- 

tantes qui sont résumées en détail dans leur livre [116]. En particulier, ils ont généralisé 

les constructions antérieures et ont précisé la façon de représenter les règles de réseau. 

Plus récemment, Hickernell a généralisé plusieurs concepts, surtout au niveau des 

critères de sélection pouvant être utilisés pour choisir les règles et de leur lien avec 

l'erreur d'intégration. Ces résultats se trouvent dans [46,47] et les références qui y sont 

données. La contribution dYHeliekalek (42) au développement d'une structure générale 

pour décrire les critères de sélection mérite également d'être mentionnée et tout comme 



Hickernell, sa théorie ne s'applique pas seulement aux règles de réseau. 

Pour ce qui est des (t, rn, 5)-réseau, Sobol' a proposé les premières constructions 

dans [121], qui étaient en base 2. Elles étaient alors appelées ccP,-réseaux'' et "LP,- 

suites". Faure a généralise A d'autres bases dans [28], définissant ainsi des suites ayant 

de meilleures propriétés d'équidistribution que celles de Sobol', mais qui offrent moins 

de flexibilité quant au choix du nombre de points N. Puis, Niederreiter a formalisé 

et généralisé ces constructions dans plusieurs articles, qui sont résumés dans [98]. Ses 

constructions les plus récentes, d4veloppkes avec Sing, se trouvent dans [102, 1031. 

Larcher, Schmid et leurs collaborateurs [65, 64, 1141 ont apporté des contributions 

intéressantes, notamment en ce qui a trait à l'étude de l'erreur en utilisant une 

décomposition en série de Walsh. Owen [104, 105, 106, 1091 a aussi fait d'impor- 

tantes contributions, entre autres grîce à la randomisation qu'il a proposée pour ces 

méthodes. Finalement, mentionnons les travaux de Halton [39], qui a proposé une suite 

à faible discrépance souvent utilisée en pratique. 

Maintenant, puisque l'utilisation de méthodes QMC en simulation telle que nous la 

décrivons dans cet ouvrage repose avant tout sur une randomisation appropriée, voyons 

quelles ont été les principales contributions à ce niveau. Pour les règles de réseau, 

C r ~ l e y  et Patterson ont proposé dans (201 de translater aléatoirement la règle (modulo 

1). Joe a étudié d'autres randomisations dans [53] et a analysé l'erreur associée. La 

va,riance des estimateurs obtenus par translation aléatoire a été étudiée par niffin dans 

[130], mais dans le contexte assez restrictif des fonctions dont La série de Fourier est 

absolument convergente. 

Dans le cas des (t, m, 3)-réseau, Owen a proposé une randomisation dans [104], en 

construisant ce qu'il appelle des (t, m, 3) -rbeauz brouillés (scmmbled (t, m, s) -nets). Il 

a également étudié la variance théorique des estimateurs ainsi obtenus et l'a comparée 

avec ceile de l'estimateur MC dans [105, 106, 1091. 

Tufnn [129] ainsi que Morohosi et Fushimi (931 ont étudié la randomisation 

par translation aléatoire des (t, m, 8)-réseaux et ont comparé la variance associée, 

théoriquement et empiriquement, à celle des (t, rn, s)-réseaux brouillés. En gros, 

leurs conclusions sont que théoriquement, les (t, m, s)-réseaux brouillés ont I'avan- 



tage d'avoir une variance inférieure. Par contre, empiriquement, les deux types de 

randomisations sont à peu près équivalentes et la translation aléatoire a un coût de 

calcul moins élevé. Autrement dit, leurs résultats empiriques semblent indiquer que la 

différence entre les variances théoriques associées B ces deux randomisations est petite, 

du moins pour les problémes qu'ils ont considérés. 

Plus récemment, Wang et Hickernell [133] ont proposé une nouvelle randomisation 

pour la suite d'Halton et l'ont comparée à d'autres randomisations pour cette suite 

ainsi qu'à la méthode MC, en regardant lii variance empirique des estiniateurs obtenus 

sur une fonction-test et ont trouvé que leur randomisation semblait avantageuse. La 

randomisation de ces imites a aussi été étudiée par Spanier dans [124]. 

Nous voulons mentionner les travaux qui ont été faits sur la méthode de l'échantil- 

lonnage de l'hypercube latin (latin hypercube sarnpling (LHS)), puisqu'elle peut être 

vue comme une méthode QMC randomisée. Cette méthode a été introduite par McKay, 

Beckman et Conover dans [go]. La variance est étudiée dans [go], par Stein dans [126], 

par Xvramidis et Wilson dans [5] et d'un point de vue QMC par Owen dans [105]. 

Nous voulons maintenant énumérer les contributions importantes qui ont été faites 

quant a l'utilisation de méthodes QMC sur des problèmes pratiques (contrairement 

à des fonctions-tests, par exemple). Or, il semble qu'il y ait beaucoup plus de publi- 

cations dans lesquelles des méthodes non randomisées sont utilisées en pratique. En 

plus de Spanier et Maize [125], Owen donne dans [IO?] plusieurs références à ce su- 

jet, pour des problèmes en finance, en infographie et en physique. L'article de Boyle 

et al. [11] constitue une source supplémentaire de références quant à l'application de 

ces méthodes en finance. En ce qui concerne les méthodes QMC randomisées, des 

(t, m, 9)-réseaux brouillés sont utilisés par Caflisch et al. dans [14] pour l'évaluation de 

produits financiers reliés à des prêts hypothécaires (mortgage-backed securities). Aussi, 

dans [108], Owen et Tavella utilisent des (t, m, s)-réseaux brouillés pour estimer la va- 

leur au risque (value-at-risk) d'un contrat financier. Plus récemment, Rishimi et al. 

[321 ont utilisé des (t, m, 8)-réseaux translatés aléatoirement comme méthode d'estima- 

tion sur différents problèmes hanciers. Dans le cas des règles de réseau, nous n'avons 

pas trouvé de publications antérieures aux nôtres dans lesquelles des versions rand* 



misées (ou non) servent à construire des estimateun pour des problèmes pratiques, 

par exemple en finance. 

Plusieurs résultats importants dans le domaine des méthodes QMC ont été obte- 

nus en utilisant diverses décompositions de la fonction à intégrer. On peut voir cette 

approche comme étant une façon de "diviser-pour-régner" atin de mieux comprendre 

le comportement de l'approximation de p basée sur PN, c.-à-d., on brise le problème 

en une série de petits problèmes plus faciles à traiter (car les fonctions de base uti- 

lisées d a  la décomposition sont simples), puis on recombine le tout. Dans le cas 

des (t, na, 8)-réseau, Sobol [122], Entacher [26], Owen [105, 106, 1091, Morohosi e t  

Fushimi [93] ainsi qu'Hickernel1 et Yue [49] ont utilisé une décomposition en fonc- 

tions de Kaar afin d'étudier les (t, m, s)-réseaux. La décomposition en série de Walsh 

a été utilisée pour étudier l'erreur d'intégration obtenue par les (t, m, s)-réseaux par 

Larcher et ses collaborateurs dans [67, 66, 651. Pour les règles de réseau, ce sont les 

séries de Fourier qui sont habituellement utilisées pour étudier l'erreur et construire 

des critéres de sélection, tel qu'expliqué par Sloan et Joe [116] et Hickernell [44, 461. 

Ces décompositions peuvent également être utilisées pour définir un critére de qualité 

généralisant le test spectral (weighted spectral test). Ce concept a été introduit par 

Heilekalek et est expliqué dans [42]. Un cas particulier de ce type de mesure est la 

diaphonie, qui présente des liens importants avec la discrépance. 

Un des champs de recherche actuels concernant les méthodes QMC est de définir 

des mesures de qualité pour les ensembles de points à faible discrépance qui regardent 

plus en détail leurs projections. A ce niveau, Hickernell a contribué de façon importante 

[45, 46, -1'71 en généralisant les mesures classiques telles que la discrépance-étoile et le 

critère P: [116], qui est très couramment utilisé pour mesurer la qualité des règles 

de réseau. Il utilise pour cela des poids qui quantifient L'importance des dinérentes 

projections. En ce qui a trait aux (t, rn, 8)-réseaux, Owen [log], Larcher 1641, Hickernell 

[47] et S h i d  [Il41 ont proposé de généraliser le paramètre t qui mesure la qualité de 

ces ensembles à un vecteur de paramètres t r  associés aux différentes projections suc 

les sous-ensembles I de S, mais n'ont pas expliqué comment obtenir des constructions 

minimisant ces tI. Citons également un article de Shaw [115] antérieur à ces derniers 



et dans lequel l'auteur donne un tableau de règles de Korobov choisies en considérant 

un certain nombre de projections en basse dimension, mais pour un nombre de points 

N ne dépassant pas 900. 

Nous voulons également mentionner deux approches qui ont été utilisées dans 

l'étude des méthodes QMC. Dans les deux cas, l'idée est de faire une analyse en 

moyenne plutôt qu'en pire cas, comme on le fait lorsque l'on travaille avec des inégalités 

du genre (1.6). La première approche consiste à regarder ce qui se passe en moyenne 

sur une famille donnée d'ensembles de points. Disney et Slom utilisent cela dans [22] 

pour donner des bornes sur l'erreur d'intégration obtenue en utilisant une règle de 

réseau. Disney et Sloan [23] ainsi que Joe et Disney [54] s'en servent pour analyser le 

comportement du Pg moyen pour différentes sortes de règles de réseau. La deuxième 

approche est en quelque sorte la contrepartie de la première, puisqu'on s'intéresse 

maintenant à l'erreur moyenne sur un ensemble donné de fonctions ou encore, à la 

variance d'un estimateur QMC lorsque la fonction est choisie aiéatoirement parmi 

un ensemble donné. Cette approche est étudiée par Wozniakowski [136], LVasilkowski 

[Ml, Hickernell [46, 471 et Hoogland et al. [52]. 

Finalement, nous voulons mentionner certaines contributions qui ont été faites 

pour améliorer les résultats des méthodes QMC sur des problèmes en grande dimen- 

sion. Plus précisément, nous voulons parler des techniques pour réduire la dimension 

effective d'une fonction. Cdisch et Moskovitz [13] ont proposé la méthode du pont 

brownien, qui est utile lorsque la fonction dépend de la réalisation d'un mouvement 

brownien. Cette technique a été utilisée dans plusieurs articles en finance (par exemple, 

[l, 14, 1351). Dans [l], Acworth et al. ont suggéré une méthode basée sur l'analyse en 

composantes principales, qui permet de réduire la dimension effective lorsque le fonc- 

tion dépend d'un vecteur de variables aléatoires de loi normale. Fox [31] a proposé 

des méthodes allant dans le même sens pour la génération de processus de Poisson. 

Nous ne parlerons pas plus de ce type de méthode ici, bien que nous ayons étudié leur 

combinaison avec des règles de réseau sur des problèmes en finance dans [84, 91. 



1.3 Contributions de cette thèse 

Nous voulons préciser qu'une partie des résultats présentés dans cet ouvrage se 

trouvent dans [83, 85, 79, 801. 

Le chapitre 2 d o ~ e  des résultats sur la variance des estimateun formés B partir 

d'une règle de réseau standard randomisée et nous considérons trois M6rentes rand* 

misations. Il commence avec un des résultats importants de cet ouvrage, qui consiste 

B donner une expression pour la variance de l'estimateur formé à partir d'une règle 

de réseau translatée (modulo 1) aléatoirement. Il existe une expression similaire pour 

l'erreur d'intégration [1l6, Theorem 2-81' sauf qu'elle tient seulement pour les fonctions 

dont la série de Fourier est absolument convergente, alors que celle que nous donnons 

pour la variance tient pour n'importe quelle fonction à variance finie. C'est la clé qui 

nous permet par la suite de donner des résultats qui s'appliquent à la grande majorité 

des fonctions que l'on peut rencontrer en simulation. Ce résultat a été démontré de 

façon indépendante par Tuffin dans (1301, mais sous l'hypothèse que la fonction a une 

représentation en série de Fourier qui est absolument convergente. 

Nous donnons ensuite des bornes sur la variance de l'estimateur sus-mentionné, 

qui tiennent en imposant certaines conditions (assez fortes) sur la fonction à intégrer. 

Mais ce qui nous intéresse davantage, c'est de comparer cette variance avec celle de 

l'estimateur MC basé sur le même nombre de points. Nous y arrivons en regardant 

la variance moyenne obtenue sur l'ensemble des règles de rang 1, pour un ordre N 

premier. La borne obtenue est la somme de la variance de l'estimateur MC (multipliée 

par une quantité près de 1) et de la variance de l'estimateur obtenu en utilisant une 

grille rectanguiaire contenant N S  points. En imposant des conditions sur la fonction, 

on montre comment cette borne peut être resserrée (en diminuant le deuxième terme 

de la somme). 

Le reste du chapitre est consacré à l'étude de deux autres méthodes de rando- 

misation pour les règles de réseau, qui peuvent iitre vues comme des extensions de la 

précédente. Dans la première, on permute au hasard les coordonnées des N points dans 

chaque dimension, avant de faire la translation modulo 1. De cette façon, la réduction 

de variance est garantie pour les fonctions monotones par rapport à chacun de leurs 



arguments. Ce résultat était connu pour les méthodes des vaziables antithétiques et 

de l'échantillonnage de l'hypercube latin (LHS) [40,90, 51. Remarquons que cette ran- 

domisation détruit la propribté de réseau et nous donne un ensemble de points qui 

s'apparente fortement à celui obtenu par la méthode LHS, mais requiert moins de tra- 

vail. En effet, on utilise ici le même vecteur pour translater tous les points, alors que 

dans LHS, on utilise u s  vecteur différent par point. Par contre, en comparaison avec 

la méthode par translation aléatoire, le temps de calcul pour générer les points est 

beaucoup plus long. Comme corollaire de ce résultat, on obtient qu'en une dimension, 

si la fonction est monotone, alors la réduction de variance est garantie en utilisant une 

règle de réseau translatée aléatoirement. Un résultat impliquant ce dernier était connu 

[30], mais en supposant des conditions plus fortes sur la fonction à intégrer. 

La deuxième randomisation consiste à partitionner l'hypercube en utilisant une 

certaine base pour le réseau, puis à translater déatoirement chaque point à l'intérieur 

du parallélépipède Fondamental qui lui est ainsi associé. Puisqu'on se trouve de cette 

façon à utiliser la stratification, la réduction de variance est garantie pour toute fonc- 

tion dont la variance est finie. Par contre, on perd ici aussi la propriété de réseau 

et le travail requis pour générer les points augmente par rapport à la méthode par 

translation aléatoire. 

Nous concluons le chapitre en donnant des résultats numériques provenant de 

trois problèmes afin d'illustrer comment les règles de réseau translatées aléatoirement 

peuvent réduire la variance par rapport à la méthode MC. Nous faisons également des 

comparaisons avec les deux autres randomisations proposées. 

Au chapitre 3, nous étudions les projections des règles de réseau standard et des 

fonctions à intégrer sur les sous-espaces de l'hypercube en s dimensions. Nous suppo- 

sons tout au long du chapitre que la randomisation choisie est celle par translation 

aléatoire. A la section 3.3, nous donnons des lemmes qui relient la décomposition 

ANOVA d'une fonction à celie en série de Fourier. Ceci nous permet de réécrire la 

variance de l'estimateur obtenu par translation sous une forme qui justifie le nouveau 

critère de sélection que nous proposons à la section 3.5. Ce nouveau critère accorde 

plus d'importance que ses prédécesseurs aux projections de l'ensemble de points sur les 



sousespaces de l'hypercube en basse dimension, tout en étant calculable en pratique. 

Son avantage par rapport aux critères traditionnels est iliustré à l'aide d'exemples 

numériques oh l'on voit que dans certains cas, son utilisation fait la différence entre 

réduire la variance par rapport à MC ou non. Des tableaux énumérant les meilleurs 

règles par rapport à ce nouveau critère sont également donnés. 

Nous donnons aussi dans ce chapitre des expressions pour la variance des corn- 

posantes ANOVA lorsque la fonction est un polynôme. Ceci nous permet de donner 

des conditions pour qu'il y ait réduction de wiance dans ce cas. Cette étude nous 

conduit également à la définition d'un critère de sélection spécifique au polynôme que 

l'on veut intégrer et dont la minimisation nous assure de choisir une règle qui minimise 

une partie importante de la variance. Plusieurs liens avec le critère P,' [Il61 sont faits 

dans cette section. Nous nous intéressons ensuite au cas des polynômes de degré 1 et 

2, ce qui nous permet de donner des résultats plus précis sur la réduction de variance. 

De plus, pour les polynômes de degré 2, nous donnons un critère de sélection qui 

dépend du polynôme et qui nous permet de trouver une règle minimisant la variance. 

En combinant ce résultat avec un autre, qui démontre qu'en moyenne, sur l'ensemble 

des règles de rang 1 pour un ordre N premier, la variance de I'estimateur obtenu avec 

une règle de réseau est bornée supérieurement par une quantité près de 1 multipliée 

par la variance de l'estimateur MC, on montre que la règle choisie selon ce critère ne 

peut faire bien pire que l'estimateur MC. 

Au chapitre -It nous étudions les règles de réseau polynômiales. Nous donnons 

d'abord à l'annexe E deux lemmes que nous avons établis afin de faciliter la mani- 

pulation des séries de Walsh, car ces dernières nous servent par la suite à étudier la 

variance des estimateurs formés à partir de règles de réseau polynômiales. Ensuite, 

nous donnons des résultats expliquant le lien entre la résolution d'une règle [?2] et un 

autre paramètre d'équidistribution, que nous appelons q~ et qui est relié au paramètre 

t définissant les (t, rn, s)-réseaux. Nous présentons également un nouveau cdtére de 

sélection pour les règles de réseau polynômiales, qui est en fait l'équivalent de celui 

donné au chapitre 3 pour les règles de réseau standard. En analogie avec les résultats 

obtenus dans le cas standard, nous donnons une expression pour la variance des estima- 



teurs formés à partir d'une règle de réseau polynômiale XOR-translatée et faisons des 

liens entre la décomposition ANOVA et celle en série de Walsh. Cette expression nous 

permet par la suite de donner des bornes sur la w0ance  qui dépendent du nouveau 

critère de sélection et qui sont valides lorsque la fonction respecte de fortes conditions. 

Nous comparons ensuite les propriétés de la variance de l'estimateur obtenu par 

XOR-translation avec celle de l'estimateur obtenu à l'aide d'un (t, m, s)-réseau brouillé, 

telle qu'étudiée par Owen dans [105, 106, 1091. Finalement, nous regardons comment 

le taux de convergence de la variance des estimateun XOR-translatés varie en fonction 

des hypothèses sur le taux de décroissance des coefficients de Walsh de la fonction et 

de la norme utilisée pour mesurer les vecteurs h dans IN' en lesquels les coefficients 

de Walsh j(h) sont évalués. Dans [67, 651, Larcher et ses collaborateurs ont utilisé 

la décomposition en série de Walsh pour analyser le comportement asymptotique de 

l'erreur d'intégration obtenue en utilisant des (t, m, s)-réseau pour intégrer un cer- 

tain type de fonction. Ce qui est différent dans notre cas, c'est que l'on considère la 

variance plutôt que I'eneur et comme dans le cas standard, cela nous permet d'affai- 

blir les conditions sur les fonctions afin d'obtenir les différentes expressions et bornes. 

Le chapitre se termine avec des exemples où l'on compare la variance empirique des 

estimateurs formés à partir de ces règles avec la méthode MC et aussi, avec les règles 

de réseau standard. 

Finalement, au chapitre 5, nous étudions un certain type de règles de réseau stan- 

dard, appelées règles de type ur-copie. Dans le livre de Sloan et Joe [116], on discute 

de certains avantages qu'ont ces règles par rapport a u  règles de rang 1. Suivant cela, 

les règles qu'ils suggèrent d'utiliser et qui se trouvent dans leur annexe A sont de cette 

forme. 'Jous apportons un point de vue différent au chapitre 5 en donnant des résultats 

décrivant le mauvais comportement de ce type de règle, notamment en ce qui a trait à 

l'intégration des composantes fr de la fonction à intégrer pour lesquelles 1 ne contient 

pas beaucoup d'indices, c.-à-d., les composantes à basse dimension. 

Nous comparons également ce type de règle avec les règles de Korobov, qui sont 

les règles que nous utilisons habituellement en pratique (par exemple, dans tous les 

résultats numériques des chapitres précédents). Cette comparaison est faite de deux 



façons : d'abord, en calculant certains critères de sélection pour ces deux types de 

règles, puis, en utilisant ces règles sur une fonction-test et sur un problhme d'évaluation 

d'options en finance. Ce qui ressort de ces comparaisons, c'est qu'en utilisant des 

critères de sélection qui regardent de plus près les projections de la règle, on détecte 

facilement le mauvais comportement des règles de type copie. Notre deuxième niveau 

de comparaison fait ressortir les défauts de ces règles de façon encore plus claire, 

car on y voit que lorsqu'elles sont utilisées sur des problhmes où les composantes 

jr en basse dimension sont importantes (par exemple, dans le cas de l'éraluation 

d'options en finance), on obtient des estimateurs ayant une vaxiance parfois beaucoup 

plus grande que celle de l'estimateur MC. En comparaison, les règles de Korobov 

réduisent généralement la variance par rapport à l'estimateur MC. 



Chapitre 2 

Réduction de variance par des 

règles de réseau randomisées 

Dans ce chapitre, nous examinons différentes façons de randomiser une règle de 

réseau standard et pour chacune de ces méthodes, nous donnons des résultats sur 

la variance théorique de l'estimateur ainsi formé et comparons cette variance avec 

celle de l'estimateur MC. Chaque section débute avec un résumé des résultats qui y 

sont présentés, mais voici un bref aperçu du contenu de chacune d'entre elles. Nous 

débutons à la section 2.1 avec une introduction aux règles de réseau, afin de donner 

tout le matériel nécessaire pour présenter nos résultats. Puis, à la section 2.2, nous 

étudions la variance théorique des estimateurs basés sur une règle de réseau translatée 

aléatoirement et Ir comparons avec celle de l'estirnateur MC. .k la section 2.3, nous 

étudions une méthode de randomisation consistant à permuter dans chaque dimension 

les coordonnées de la règle de réseau avant d'appliquer une translation aléatoire. Une 

troisième méthode de randomisation, qui est un cas particulier de la stratification [15], 

est considérée à la section 2.4. Finalement, nous donnons à la section 2.5 des résultats 

numériques provenant de diverses expériences afin d'illustrer comment les différentes 

méthodes se comparent en pratique. 



2.1 Introduction aux règles de réseau 

Nous expliquons d'abord ce qu'est une règle de réseau, puis ~ O M O ~ S  la définition 

d'un GCL et quel est le lien entre ces deux entités. Ensuite, nous présentons quelques 

critères couramment utilisés pour choisir les regles de réseau pour N et s donnés et 

faisons le lien avec le test spectral, que nous décrivons également. 

2.1.1 Définition d'une régle de réseau 

C'est dans les années 1950 et 1960 que les régles de réseau ont vu le jour, grâce aux 

travaux des mathématiciens E. Hlawka, N.M. Korobov, S.K. Zaremba et L.K. Hua. 

A cette époque, on les connaissait sous la forme de "bonnes" règles de réseau (good 

lattice points). Depuis ce temps, ces règles ont été étudiées et généralisées par plusieurs 

chercheurs [117], [119], [120], [23], [%], [54] et  [lis]. 

Un réseau L est un sous-ensemble discret (infini) de IRs fermé sous l'addition 

et la soustraction. On dit qu'un ensemble de vecteurs linéairement indépendants 

{gl,. . . , g,), où gj E Rs pour j = 1,. . . , s, est une base pour le réseau si chaque point 

du réseau est une combinaison linéaire entière de gl ,  . . . , gs, c.-à-d., L = {x!=, cjgj : 

cl, . . . , cs E 22). Ces vecteurs sont appelés les générateurs du réseau. 

-k chaque base d'un réseau donné, on peut associer le parallélépipède fondamental 

A =  h(gl ,..., gs) = { A g ,  +...+ X,g, :O 5 Xi 5 1,l 5 i 5 s), 

qui permet de partitionner IRS en cellules de même volume et de même orientation en 

formant les ensembles 

Ces ensembles seront utilisés à la section 2.4 pour définir une randomisation des règles 

de réseau menant à une forme de stratification. 

La vaJeur absolue du déterminant de la matrice A dont les colonnes sont données 

par gl, . . . , g, est égale au déteminant du réseau et correspond au volume du pa- 

rallélépipède fondamental. Cette quantité est indépendante du choix de base et est 

donc unique. Les vecteurs colonnes de la transposée de il-' forment une base pour le 



réseau dual à L, qui est dénoté par LL et défini par 

Le réseau dual peut être interprété de la façon suivante [116] : B partir de chaque point 

h dans LL, si on considère l'ensemble d'hyperplans de dimension s - 1 définis par 

{x : h x = a), pour 6 = 0, k1, f 2 , .  . . , alors on peut montrer que chaque point dans 

le réseau L se trouve sur un des hyperplans et chaque hyperplan contient au moins un 

point dans L. De plus, ces hyperplans sont parallèles et équidistants et on peut montrer 

que la distance entre eux est de Il hllrl- La figure 2.1 illustre un exemple de réseau (à 

gauche) et  montre son réseau dual (à droite). Remarquons la différence d'échelle entre 

les deux réseaux. Nous avons inclus sur le réseau prima1 la famille d'hyperplans génkrée 

par le point h = (1, 2) qui se trouve dans le réseau dual. 

FIGURE 2.1: Un réseau avec son réseau dual 

Comme nous le verrons plus loin, la notion de réseau dual est très utile afin 

d'étudier l'erreur et la variance des estimateurs associés aux règles de réseau. Elle 

permet également de définir des critères de sélection permettant de choisir ces règles. 

Un réseau d'intégmtion en s dimensions est un cas particulier d'un réseau en s 

dimensions. La propriété supplémentaire qu'il possède est de contenir l'ensemble de 

vecteurs d'entiers F comme sous-ensemble. Une règle de réseau dam [O, 1)" est un 

ensemble de points PN formé par l'intersection de [O, 1)* avec un réseau d'intégration 



en s dimensions. Le nombre de points N dans PN sert B définir l'ordre de la régle. 

Pour un réseau d'intégration, l'inverse du déterminant du réseau conespond à 

la densité du réseau d'intégration, qui est égale au nombre de points du réseau par 

hypercube unitaire aligné avec les axes. Par définition du réseau duai, le dbterminant 

de LI est égal à l'inverse de celui du réseau L, ce qui signine que la ''densité" * du 

réseau dual est de 1/N. .k titre d'illustration, on peut voir à la figure 2.1 de la page 

25 que le réseau à gauche donne lieu à une règle de réseau contenant cinq points et on 

a bien une "densité" de 115 dans le réseau dual, qui est à droite (par exemple, chaque 

carré semi-ouvert de taille cinq par cinq contient cinq points). 

Plutôt que de prendre la base engendrant L pour représenter une règle de réseau 

définie par PN = L n [O, l)S, on peut utiliser la forme suivante [118] : 

où le modulo 1 est effectué composante par composante. Il a été démontré dans [118] 

que toute règle de réseau pouvait être représentée sous cette forme non-répétitive. Les 

zi,. . . , z, E Zs sont les vecteurs générateurs de la règle. Les entiers nl,. . . ,n, > 1 

utilisés dans cette représentation sont appelés les invariants et leur produit est égal B 

N ,  l'ordre de la règle. Les invariants respectent la propriété que q + l  divise ni pour 

i = 1,. . . , r - 1. Le nombre r < s est appelé le mng et correspond au nombre minimal 

de vecteurs z nécessaires pour générer les N points de la règle. Le rang et les invariants 

sont déterminés de façon unique par la règle. Cependant, les vecteurs zi, . . . , z, eux 

ne sont pas uniques. 

En paramétrisant les règles de cette façon, cela permet de définir de façon plus com- 

pacte l'espace sur lequel les recherches pour trouver les meilleures règles par rapport à 

un critère de sélection donné sont définies. Nous verrons dès la prochaine sous-section 

que pour les règles que nous avons considérées dans nos expériences numériques, cette 

paramétrisation est particulièrement simple. 

'Nous mettons densité entre guillemets quand on parle du réseau dual, car ce dernier n'est pas un 

réseau d'intégration. 



2.1.2 Types de régles de r6seau considérés 

Dans cet ouvrage, nous porterons notre attention sur deux cas particuliers de règles 

de réseau : les règles de Korobov [61] et les règles ur-copie [23,55]. Une règle de Korobov 

est une règle de rang 1, dont le vecteur générateur z est de la forme 

z = (1, a, . . . , as-') mod N, 

où le modulo est appliqué à chaque composante. .4insi, une telle règle est formée par 

les N points 

x. = (?a) mod 1, i =  1, ..., N. 
L'ensemble de points illustré à la figure 1.1 est en fait une règle de Korobov avec 

N = 251 et a = 33. Les règles de Korobov ont des avantages par rapport aux autres 

types de règles (de rang 1 ou supérieur) qui seront discutés au début du chapitre 3. 

On peut tout de suite voir que si l'on veut faire une recherche afin de trouver la 

meilleure règle de Korobov par rapport à un critère de sélection donné et  pour un 

nombre de points N Lxé, alors il est suffisant de chercher sur tous les entiers a entre 

1 et LV - 1 afin de trouver la règle qui optimise le critère en question. 

Nous définissons dès maintenant ce qu'est une règle de type copie, même si ce sujet 

sera mis de côté jusqu'au chapitre 5. De cette façon, le lecteur aura un =emple de ce 

qui esiste comme alternative aux règles de Korobov. Xotre définition differe de celle 

donnée dans [116], car nous englobons le cas où le rang r est égal à s avec celui où r < s 

(correspondant aux chapitres 6 et 7 de [116], respectivement). Aussi, nous supposons 

dès le départ que la règle copiée est de rang 1. 

Définition 2.1.1 Une règle ur-copie est une règle de rang r que l'on obtient en par- 

tionnant chacun des r premiers mes de [O, l)s en Y parties égales, obtenant ainsi 

ur rectangles de même volume, puis en "copiant" une règle de rang 1 contenant n 

points dans chocun de ces rectangles, en faisant une mise à l'échelle appropriée des r 

premières coordonnées, ufMl que [O, 1)' soit projeté sur [O, llv)' x [O, 1)#-'. 

Plus précisément, les nur points d'une telle règle sont donnés par l'ensemble 
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où {q i = il. . n) est la règle de rang 1 que l'on a copiée, v 1 2 est un entier et  

pgcd(n, v) = 1, où le symbole "pgcd" signifie "plus grand commun diviseur". Lorsque 

la règle de rang 1 est de type Kombov, cet ensemble est équivalent aux points utilisés 

à l'équation (7.5) dans [116]. La figure 2.2 donne une exemple d'une règle de type 

z2-copie, avec n = 5 pour la règle de rang 1 qui est copiée. Puisque le rang r = 2, on 

partitionne le carré [O, 1)* en vr = 2* carrés de côté l / v  = 112 et on copie la même 

règle d'ordre n = 5 dans chacun de ces quatre carrés, obtenant ainsi un total de 20 

points. 

FIGURE 2.2: Règle 2*-copie 

Les règles de type vr-copie peuvent servir à construire des suites de règles im- 

briquées, en commençant avec la régle de rang 1, puis en passant successivement 

aux rangs supérieurs, jusqu'à r = s [55]. Ainsi, chaque règle de la suite contient 

v fois plus de points que la règle précédente et  contient tous les points de la règle 

précédente. L'avantage d'avoir une telle suite de règles est que si l'on constate que 

l'erreur d'intégration donnée par la première règle de la suite est trop grande, la règle 

suivante nous permet d'ajouter des points à ceux déjà utilisés afin de tenter de di- 

minuer cette erreur et ainsi de suite. Une telle suite peut également servir à estimer 

l'erreur d'intégration, tel que mentionné dans [55, 1161. 



2.1.3 Règle pro jection-régulière 

On dit qu'une règle de réseau est projection-régulièmi P'((1, . . . , t)), la projection 

de PN sur les t premières dimensions de [O, l)', est d'ordre nl  nt [116], pour t = 

1,. . . , S. Dans [&8], on dit qu'une règle de réseau est complètement projection-rdgulièze 

si PN(I) possède nl,. . ,nlq comme invaziants, pour tout I C S non vide, où 1 II 
représente la cardinalité de I et S = (1,. . . , s). 

Dans le cas oll la règle PN est de rang 1, ces définitions peuvent être énoncées 

en fonction de la densité du réseau L associé [85], c.-à-d., le réseau L tel que PN = 

Ln [O, l)S. En effet, une règle de rang 1 est projection-régulière si la densité de L{l,...,t), 

la projection du réseau L sur les t premières dimensions de Rs, est égale B celle de L 

pour tout 1 5 t 5 s et elle est complètement projection-régulière si la densité de LI 

est égaie A celle de L pour tout I S non vide. Dans le second cas, cela revient à 

dire que chaque projection PN(I) pour 1 C S non vide contient N points, alors que 

dans le premier, on n'exige seulement que cette propriété tienne pour les projections 

sur des sous-ensembles I contenant des dimensions successives, c.-à-d., de la forme 

I = (1,. . . , t), pour I 5 t 5 S. 

Nous supposons à plusieurs reprises dans cet ouvrage que les règles de réseau 

utilisées sont de rang 1 et complètement projection-régulières, car cela nous as- 

sure entre autres que toutes les projections unidimensionnelles sont données par 

{O, 1/N, . . . , ( N  - l)/:V). No tons que dans le cas des régles de rang supérieur à 1, 

les projections PN(I) ne contiennent pas nécessairement N points distincts même si 

la règle PN est complètement projection-régulière. En effet, le nombre de points dans 

PN(I) ne peut dépasser le produit ni - - -  nlll des invariants et ce produit vaut N seule- 

ment si 111 1 r. 

2.1.4 Critères de sdlection traditionnellement utilisés 

La plupart des critères de sélection qui sont utilisés pour choisir des règles de 

réseau pour une paire (N ,  s) donnée et un rang r prédéterminé (c.-M., pour choisir 

les vecteurs générateurs al,.  . . , z, engendrant la règle, tels que donnés à l'équation 

(2.1)) sont basés sur la borne donnée en (1.6). L'idée est de choisir une définition 



précise de discrépance D(PN) (rappelons que nous avons parlé de ce concept dans 

l'introduction en disant que D(PN) mesurait la non-uniformité de PN, précisant qu'il 

y avait plusieurs façons de mesurer cette non-uniformité), de déterminer l'ensemble 

de fonctions E pour lequel l'inégalité (1.6) tient (ou vice-versa), puis de faire une 

recherche exhaustive parmi un ensemble de régles ayant une structure précise (par 

exemple, les règles de Korobov, si r = 1)' afin de trouver celle qui minimise D(PN). 

La règle ainsi choisie est donc ceile qui minimise la borne sur l'erreur d'intégration 

pour les fonctions dans E, parmi l'ensemble de règles considérées. Autrement dit, on 

minimise l'erreur en pire cas. Comme alternative à ces recherches, Langtry a proposé 

dans [63] des algorithmes permettant de construire des règles de réseau qui, approxima- 

tivement, devraient minimiser l'index de Babenko-Zaremba (que nous définirons plus 

loin, à l'équation (2.11)). En bout de ligne, il n'est pas clair que les règles qu'il obtient 

ont de meilleures propriétés que celles obtenues à l'aide d'une recherche. L'avantage 

de sa méthode est qu'elle est plus rapide. Nous préférons rester du côté des recherches 

exhaustives, mais en prenant soin d'utiliser des critères qui sont assez rapides à calcu- 

ler. 

Habituellement, on définit E comme un ensemble de fonctions dont les coefficients 

de Fourier "décroissent rapidement!', car les règles de réseau ont une structure qui fait 

en sorte que ce type de fonction est bien intégré, c.-à-d., avec une petite erreur. En 

effet, en utilisant la représentation en série de Fourier de f ,  

f (x) = j (h )e21gh.X ,  pour tout x E [O, L)', 
h€ZS 

est le coefficient de Fourier de f évalué en h, on a que 

Si on suppose que la représentation en série de Fourier de f est absolument conver- 

gente, c.-à-d., que CbEP [j(h)l < m, les conditions du théorème de Fubini [Il21 sont 

respectées et donc, on peut interchanger l'ordre de sommation dans (2.5) et par la 



suite, utiliser le fait que pour une règle de réseau, on a [116, Lemma 2.71 

n 
i=l ( O sinon. 

On obtient ainsi que [116, Theorem 2.81 

Si on suppose que les fonctions que l'on intègre sont 

(2-7) 

assez régulières et donc, que 

leurs coefficients de Fourier décroissent avec h, ceci suggére d'utiliser un critère de 

sélection de la forme [47] 

où les w(h) sont des poids qui devraient décroître avec llhll (pour une norme quelconque 

II 11) en fonction de nos hypothèses sur le comportement des coefficients de Fourier 

de la fonction à intégrer. Plus précisément, en choisissant des poids w(h) qui imitent 

relativement bien le comportement des f(h), on peut voir la mesure Dw(PN) comme 

une approximation de l'erreur (mais qui est plus facile à calculer) et donc, la règle 

PN minimisant Dw(PN) devrait avoir une erreur associée qui soit petite. La mesure 

D;(P,~)  est une approximation encore plus succinte de l'erreur que ne l'est D,(PN) 

et qui peut s'avérer plus rapide à calculer dans certains cas. La plupart des critères de 

sélection discutés dans cet ouvrage sont de la Forme (2.8). 

Une définition possible pour l'ensemble E est de prendre 

où II est une certaine norme, c > O et a est un entier quantifiant le degré de régularité 

des fonctions dans cet ensemble. 

Dans le cas où on choisit de prendre la norme produit llhlln = & max(1, Ihjl) et 

cr > 1, alors E est dénoté par E,(c) dans [116] et la discrépance Dw(Pnr) associée est 

donnée par 

P,S = C llhllna- (2-9) 



Cela revient à utiliser les poids 

dans la définition (2.8). Si la fonction a une représentation en série de Fourier qui est 

absolument convergente, alors P: et E,(c) sont respectivement les quantités D(PN) et 

E dans l'inégalité (1.6)' c est une borne sur V(f) et le produit cPg nous fournit donc 

une borne sur l'erreur d'intégration pour toutes les fonctions dans E,(c). 

De plus, si a est un entier pair, on peut montrer que P: est égal à l'erreur 

d'intégration d'une fonction bien précise qui est dans E,(c) et donc, l'expression (2.9) 

peut être écrite comme une somme sur les points de la règle plutôt que sur le réseau 

dual LL et on obtient alors 

où Ba(*) est le polynôme de Bernoulli de degré a (1161. Sous cette forme, Pi se calcule 

en un temps qui est dans O(iVs). 

Ce critère a été souvent utilisé (habituellement avec a = 2) pour faire des recherches 

qui ont permis de construire des tableau de règles minimisant P& mais dans des 

dimensions dépassant rarement s = 12 [38, 120, 55, 54, 1161. Dans (461, plusieurs 

généralisations de ce P: sont présentées, toujours dans le contexte de l'inégalité (1.6). 

Un autre critère a été assez souvent utilisé et étudié pour choisir des règles de réseau 

et comme pour le critère précédent, il est basé sur la borne sur l'erreur d'intégration 

des fonctions dans &(c), sauf qu'on utilise D;(P~) au lieu de Dw(PN) dans (2.8), 

c.-à-d., on tente plutôt de minimiser le terme dominant de la borne &+hELL llhll;O. 

Ceci donne lieu à I'àndez de Babenko-Zaremba 

que l'on veut maximiser. L'avantage de ce critère sur P,' est qu'il ne dépend pas de 

a, puisque le terme dominant dans CO+hEL~ Ilhll;" est le même pour toute valeur de 

a 2 1. De plus, tout comme pour Pi,  on peut trouver un ensemble de fonctions E, 

tel que p-' correspond à la diserépance L)(PN) dans la bome (1.6) pour les fonctions 



dans Ep. L'inconvénient est que p est beaucoup plus difficile B calculer que P: et donc, 

ii devient très coûteux de faire des recherches pour trouver la règle qui maximise p 

parmi un certain ensemble de règles. On L'utilise dans [89] pour calculer des tableaux 

allant jusqu'en dimension 10. 

Les critères Pi et p sont des cas particuliers de (2.8), mais ils peuvent aussi 6tre 

englobés dans une structure plus générale qui est décrite dans (421. On explique dans 

cet article que le critère Pi correspond à la définition de la diaphonie clcssique [137] 

appliquée aux règles de réseau et que p est une version du test spectral qui utilise la 

nome produit plutôt que la norme euclidienne. Nous reviendrons sur le lien entre p 

et le test spectral à la section 2.1.7. 

2.1.5 Randomisation par translation aldiatoire 

Pour randomiser PN, une méthode & la fois simple et naturelle est de faire une 

translation aléatoire modulo 1, tel que proposé par Cranley et Patterson dans [20]. 

Plus précisément, cette méthode consiste à générer un vecteur u uniformément dans 

[O, l)', puis à l'utiliser pour translater aléatoirement (modulo 1 dans chaque dimension) 

PM, obtenant ainsi & = {(x, + U) rnod 1, i = 1,. . . , N ) .  Chaque point de PN suit 

donc la loi uniforme sur [O, l)S et 

1 "  
~ L R  = - f ( (x ,  + U) rnod 1) 

lv i=i 

est un estimateur sans biais de p. Si on génère m vecteurs ul, . . . , u, i.i.d. uni- 

formément distribués dans [O, l)', on peut alors estimer la variance de bLR à l'aide 

de la formule (1.7), en prenant Qivj  égal à l'estirnateur bLR qui utilise le je vecteur 

uj. L'estimateur de la variance ainsi obtenu est sans biais, tel que démontré dans [80]. 

2.1.6 Lien avec les générateurs à congruence linéaire 

Les générateurs à congruence linéaire (GCL) (voir (711, par exemple) sont définis 

par une récurrence 

4 = a b - l  mod N. 



Les nombres entre O et 1 sont produits par la fonction de sortie 

Le modulo N est un entier positif, le muftiplzcateur a est dans (1, .  . . , N - 1) et 

6 E {O, . . . , N - 1) est le germe. 

Il y a deux propriétés des GCL qui nous intéressent plus particulièrement. D'abord, 

si N est un nombre premier et que a est un élément primitif rnodulo N (c.-à-d., le plus 

petit entier k tel que ak = 1 mod X est k = .V - l), alors le GCL défini par N et a 

atteint la période maximale de N - 1, en autant que Co soit différent de O. Ensuite, 

pour tout p > 0, l'ensemble formé des ptuplets successifs de la suite {uo, ui, . . .) qui 

se chevauchent, et à partir de tous les germes initiaux possibles, a une structure de 

réseau : c.-à-d., si on pose 

alors on a que 

qP = L n [O, i ) p ,  

pour un certain réseau L dans [O, 1)". Ainsi, les points contenus dans B, correspondent 

aux points d'une règle de réseau d'ordre N en p dimensions. Remarquons que la stmc- 

t u e  de ii, correspond h un cas particulier de ce qui a été défini en (1.8), avec s = p, 

g(Q = U N ,  r([)  = a< mod !V et S = ZN. De plus, si les cycles définis par le GCL sont 

purement périodiques, alors q, correspond à l'ensemble de points PN obtenu à par- 

tir d'une règle de Korobov ayant ((1, a, .  . . , as-l) mod N) comme vecteur générateur. 

Finalement, pour un GCL à période maximale, l'ensemble @, peut être construit très 

facilement, car  il suffit d'ajouter le point O à l'ensemble des iV - 1 s-tuplets successifs 

que l'on obtient en énumérant les ui produits par le GCL, comme nous l'avons fait à 

l'exemple 1.1.3 de la page 11. 

2.1.7 Test spectral 

Le fait que Q p  ait une structure de réseau peut sembler mauvais du point de vue 

de l'utilisation d'un GCL comme générateur pseudo-aléatoire, car cela signifie que les 



points dans 9, sont situés sur des hyperplans paralléles et équidistants. Cependant, 

si la distance entre eux est petite, cela signifie que les points dans aP sont assez 

bien distribués dans [O, l ) p b  De plus, Lorsque le GCL sert comme génbrateur pseudo- 

aléatoire, seule une petite fraction de la période est utilisée. Cela veut dire qu'on 

regarde seulement un échantillon de points dans 9,. 

En fait, la structure de réseau de q, permet de définir le test spectml, un des tests 

théoriques très couramment utilisés pour juger la qualité d'un GCL (29, 78, 75) et qui 

consiste à calculer la distance d, entre ces hyperplans. Puisqu'il existe des techniques 

efficaces pour calculer d, et des bornes inférieures absolues d; sur dp (obtenues en 

considérant toutes les formes de réseau possibles et non pas seulement les réseaux 

d'intégration ; voir [75] et les références qui s'y trouvent pour plus de détails), on peut 

définir des figures de mérite de la forme : 

MT = min 4/4, 
1 9 l T  

que L'on veut près de 1. Cette figure de mérite mesure donc l'uniformité de toutes les 

projections PN(I) de PN sur des sous-ensembles I de la forme I = I l , .  . . , p ) ,  pour 

1 5 p 5 T. Le critère MT a 6té utilisé dans [?5! 291 pour construire des tableaux 

de bons GCL, ainsi que d'autres types de générateurs pseudo-aléatoires basés sur des 

congruences linéaires. 

La raison pour laquelle mesurer d, est appelé le test spectral est que l'on peut 

montrer (21, 591 que d i 1 ,  dénoté par 1,' est égal à la longueur du plus court vecteur 

dans Li, c.-à-d., 

lp = I T L h  llhllzt (2.14) 
O g h ~  LL 

oii L est le réseau utilisé dans la représentation (2.12). En fait, historiquement, le test 

spectral a été proposé par Coveyou et Macpherson [19] comme étant une mesure de 

l'éloignement entre la fonction de densité empirique associée à un GCL et celle de la 

loi uniforme. Le moyen utilisé pour mesurer cet éloignement était de faire une analyse 

en série de Fourier (analyse spectrale) de ces deux fonctions. Pour plus de détaiis sur 

le test spectral, voir [19, 58, 731. 

Si on se replace dans le contexte de l'intégration numérique sur [O, 1)$ et que l'on 

regarde l'égaiité donnée en (2.14), on se rend compte que 1, et le critère p donné en 



(2.11) mesurent tous les deux la longueur du plus court vecteur dans LI, mais en 

utilisant une norme différente. Ainsi, si on remplace la norme produit dans (2.9) par 

la norme euclidienne 11 - Il2, la minimisation de d, correspond à minimiser le terme 

dominant de cette nouvelle borne d'intégration et tout comme c'est le cas pour p, on 

peut trouver un ensemble de fonctions Ed, tel que d,  correspond à la discrépance dans 

l'inégalité (1.6). On peut donc imaginer que l'on pourrait utiliser d. ou d'autres critères 

plus généraux qui lui sont reliés, comme hlT, afin de choisir des règles de réseau et 

c'est ce qui est proposé dans [27]. Des inégalités reliant p e t  d, sont également données 

dans cet article. Dans [82, 84, 831, nous utilisons les meilleurs GCL par rapport à &fa 

comme méthode QMC sur des problèmes de finance et de théorie du risque. De plus, le 

critère de sélection que nous allons présenter au chapitre 3 est basé sur le test spectral. 

2.2 Randomisation par translation aléatoire 

Comme nous L'avons expliqué à la section 2.1.5, cette méthode consiste à translater 

aléatoirement et uniformément, modulo 1 dans chaque dimension, une règle de réseau. 

Ainsi, en répétant un certain nombre de fois, on peut estimer L'erreur d'intégration en 

utilisant le théorème de la limite centrale, ou estimer la variance de l'estimateur qui 

utilise les points d'un tel réseau translaté. 

Si on définit l'eficaczté des estimateurs comme étant l'inverse du produit du coût 

de calcul et de l'erreur quadratique moyenne de l'estimateur [70], cette méthode est 

gagnante par rapport à MC si sa variance est plus petite, car les deux sont sans biais 

et le coût de calcul de l'estirnateur MC est supérieur. Des comparaisons du temps de 

calcul seront données a la section 2.5. Nous verrons aussi à cette section que pour 

dinérents problèmes, la variance empirique des estimateurs basés sur les règles de 

réseau translatées aléatoirement est inférieure à celle de l'estimateur MC. 

Ce que nous voulons faire dans la présente section, c'est de donner des résultats 

théoriques comparant la variance de l'estimateur basé sur une règle de réseau translatée 

aléatoirement avec celle de l'estimateur MC, afin de voir si la réduction de vaxiance par 

rapport à MC peut être garantie dans certains cas. Pour cela, nous donnons d'abord à 

la sous-section 2.2.1 une expression pour la variance de fitR en fonction des coefficients 



de Fourier de f ; à la sous-section 2.2.2, nous donnons des bornes sur cette variance 

faisant intervenir le critère PQ; à la sous-section 2.2.3, nous expliquons pourquoi il 

est difficile de garantir la réduction de variance par rapport à MC, mais terminons 

sur une note positive en donnant un résultat nous indiquant qu'"en moyenne" (sur 

un ensemble de règles de rang l), on ne devrait pas faire bien pire que la méthode 

MC. Ensuite, nous voyons à la sous-section 2.2.4 que les résultats de réduction de 

variance existant pour les méthodes des variables antithétiques et de l'échantillonnage 

de I'hypercube latin dans le cas des fonctions monotones ne peuvent être étendus au 

cas des règles de réseau translatées aléatoirement en donnant un contre-exemple, puis 

concluons la section en discutant à la sous-section 2.2.5 que les résultats obtenus en 

pratique sont plus encourageants que ce que la théorie prédit. 

2.2.1 Variance de l'est imateur obtenu par translation aléatoire 

Dans ce qui suit, nous considérons l'estimateur bLR obtenu en utilisant cette 

méthode, qui est donné par 

et montrons que sa variance peut être exprimée en fonction des coefficients de Fourier 

de la fonction f .  

Proposition 2.2.1 Soit f E L2. Alors on a que 

où j(h) est le coeficient de Fourier de f évalué en h, tel que donné a l'équation (2.4). 

Démonstration d'abord, on a que 



où le théorème de Fubini (voir [112], par exemple) nous permet de changer l'ordre de la 

somme et de l'intégrale, puisque f E C2 implique que f E LI, c.-à-d., &,iy f (x)dx < 

w implique que ~o,, ) .  (f (x)ldx < m. Or, pour tout i = 1, .  . . , N, puisque est M, 

on a que y = (a + u) mod 1 est uniformément distribué sur [O, l)S et donc, 

E ( / ~ L ~ )  = / f ( ( ~ i  + Y) rnod 1)du = 
[W8 

Ensuite, on définit la fonction g(-) : [O, 1)' -t IR telle que g(u) = ~ g ,  f ((xi + 
u) mod 1)/N. Ainsi, g est dans L', Vu(y(u)) = Var(jiLR) et par l'égalité de Parseval 

(1121, on a 

11 faut maintenant calculer a(h) : 

= (;Cf([x, Z=I + u) mod 1) 

1 Jv 
= - f ((x. + u) rnod l)e-2"flh.udu 

'V i=, [O.l)* 

Dans la série d'équations précédentes, la troisième égalité est obtenue en interchan- 

geant la somme et l'intégrale et ce changement d'ordre est légal par le théorème de 

Fubini, puisque f est dans C ; la quatrième égalité est obtenue en appliquant le chan- 

gement de variable vi = (% + u) mod 1 ; la dernière égalité est obtenue en appliquant 

(2.6). 

En remplaçant dans (2.18), on obtient bien que Var(PLR) = COfhELl 1 f (h)12. 



Remarque 2.2.1 Une démonstration que PLR est un esthauteur sans biais de I< se 

trouve dans [116, Theorem 4.1 11, mais elle requiert que f ait une représentation en 

série de Fourier qui soit absolument convergente alors que la nOtre ne requiert en 

fait que j soit dans LL (pour que l'espérance existe). De même, il a été démontré 

(indépendamment de nos résultats) dans [130] que Var(jiLR) = COfhEL~ lf(h) 12, mais 

IB aussi, on suppose que f a une représentation en série de Fourier qui est absolument 

conuergen te. 

Ainsi, la variance de PtR est donnée par une expression qui ressemble beaucoup à 

celle donnant l'erreur d'intégration (2.7) lorsque la règle de réseau PN (non-translatée) 

est utilisée pour approximer p. La différence est que pour la variance, on somme les 

normes au carré des coefficients f(h), alors que pour l'erreur, on les somme directe- 

ment. Dans un cas comme dans l'autre, cela signifie que pour une fonction f donnée, la 

règle PN permet d'approximer p avec une petite erreur si les coefficients de Fourier sont 

petits lorsqu'évalués a u  points h faisant partie du réseau dual LL. En particulier, si 

f a des coefficients de F o u ~ e r  qui décroissent quand h s'éloigne de l'origine, on voudra 

que LL contienne le moins de points possible près de l'origine. Remarquons que c'est 

justement ce que les critères de sélection p = minwhpt~ 1 lhllT et d;' = mino+hEL~ llhllz 

regardent, c.-à-d., ils cherchent à maximiser la longueur du plus court vecteur dans 

LL, en utilisant chacun leur propre définition de norme pour mesurer les h. 

On doit cependant signaler que contrairement à la condition requise pour que 

l'erreur d'intégration soit donnée par (2.7), soit que f ait une représentation en série 

de Fourier qui soit absolument convergente, la condition pour que la variance de )ILR 

soit donnée par (2.16) est simplement que f soit dans p. Est-ce que cela veut dire 

que le fait de translater aléatoirement une règle de réseau permet d'intégrer une plus 

grande variété de fonctions que si on ne la translate pas? Yon, cela veut simplement 

dire que moins de conditions sont nécessaires pour analyser la variance que ce qui est 

requis pour analyser l'erreur déterministe. Cette observation est importante, car cela 

signifie que l'expression pour la variance tient pour la plupart des fonctions que l'on 

peut rencontrer en simulation, d o n  que celle pour l'erreur ne tient pour pratiquement 

aucune de ces fonctions. En effet, f a une représentation en série de Fourier absolument 



convergente seulement si la continuation périodique de f ,  définie par f : R% Et, avec 

f(Y) = f (y mod 1) , est continue, ce qui requiert que limj + jpI f (x) = f (O) pour 

n'importe quel sous-ensemble I de S, une condition qui n'est pratiquement jamais 

respectée en pratique (à moins d'effectuer une transformation sur f de façon à ce 

qu'elle respecte cela, comme on l'explique dans [116, section 2.121). 

2.2.2 Bornes sur la variance 

Pm 1a même procédure que celle utilisée pour borner l'erreur d'intégration (voir les 

équations (2.7) et (2.9)), on peut imposer des conditions sur la vitesse de décroissance 

des coefficients de Fourier de f afin de borner la variance de PLR donnée à la proposition 

2.2.1. Nous supposons dans ce qui suit que l'ensemble E, (c)  = (f : [O, 1)' + R : 

lf(h) 1 5 ~llhll;~' pour tout h E Zs} introduit dans [Il61 peut être défini avec a 2 1. 

Corollaire 2.2.1 Si f E L2 est telle que / E E,(c) pour un certain cu 2 1 entier et 

une constante c > O ,  alors 

04 P: est défini en  (2.10) et Bza(*) est le polynôme de Bernoulli de degré 2a. 

Démonstration : on a que 

où la première inégalité tient par hypothèse; l'égalité suivante suit par définition de 

P,d (voir (2.9)) et la dernière égalité est obtenue en utilisant la formule (2.10), puisque 

2a est nécessairement pair. I 

Ainsi, le critère Pi:, a une interprétation également au niveau de la wutance des 

estimateun provenant des règles de réseau translatées aléatoirement, lorsque l'on sup- 

pose certaines conditions sur f. En effet, une des interprétations possibles pour ce 



corollaire est de dire qu'en choisissant une règle qui minimise Pia, on minimise une 

certaine borne sur la vaxiance de PLR qui est valide pour les fonctions dans E,(c). 

Remarque 2.2.2 Notons que pour analyser 1 'erreur d'intégration des fonctions dans 

E,(c) et utiliser la fornule pour P: qui se calcule en O(Ns) opérations, on doit prend= 

a >_ 2 pair, alors que pour la variance, on n'a qu'à prendre a 2 1 entier. 

Remarque 2.2.3 Une condition su f ian te  pour qu'il existe c > O tel que f soit dans 

E&) pour a > 1 un entier, est que f soit périodique avec une période de 1 (dans 

chaque dimension) et que ses dérivées partielles 

existent et soient continues sur [O,  1)' [116, page 711. Donc, cela nous donne une façon 

de vérifier que le comlloire 2.2.1 s 'applique sans connaitre explicitement les coeficients 

de Fourier de f. Par contre, la périodicité semble une condition dificile a respecter en 

pratique. De plus, puisque cette condition tient pour a > 1,  l'avantage de considérer 

la vanance plutôt que 1 'erreur, discuté à La remarque précédente, tombe. 

Dans [116, Theorem 5.21, on donne un résultat (basé sur une borne due à Bahvaiov 

[7]) disant que pour tout rang r ,  pour tout ensemble d'invariants Inz,. . . , n,.) tels que 

n, 2 2 et n k + ~  divise nk, k = 2 , .  . . ,r - 1 et pour tout nombre premier n, on peut 

trouver une règle de réseau de rmg r ayant les invariants ni = n -n2, nl, . . . , n, telle 

où N = nlnz . . . , n, et e(st a) est indépendant de iV. En combinant ceci avec le corol- 

laire 2.1.1, cela signifie que pour toute forme de règle telle que spécifiée ci-dessus, on 

peut en trouver une dont la variance associée sera bornée par une certaine constante 

multipliée par (log N) /iva, pour des fonctions dans E, (c) . Cependant, puisque 

ce résultat n'est pas constructif, on doit quand même faire une recherche sur toutes les 

règles ayant la structure sus-mentionnée afin de trouver celle qui minimise le critère 

'Iiiffin a donné un résultat similaire dans [130], mais en utilisant une borne sur le 

P,' valide pour les règles de rang 1 et qui est donnée dans [99]. L'ordre de convergence 



obtenu est lhgèrement moins bon que O ((log N)2a(s-L)/f~a), puisque la borne tirée de 

[99] tient pour tout N et non pas seulement pour N premier. Par contre, il est plus 

facile de faire une recherche pour trouver la meilleure règle par rapport à Pia en se 

restreignant de cette façon. Mais ce n'est pas l'approche que nous voulons adopter : 

plutôt que d'essayer de minimiser une borne sur la variance, nous préférons essayer de 

minimiser directement celle-ci ou encore, démontrer que cette variance est inférieure 

à celle de l'estimateur MC. Malheureusement, il ne semble pas possible d'obtenir un 

tel résultat, à moins de se resteindre soit du côté des fonctions, soit du côté des règles 

utilisées. Par contre, nous verrons qu'en moyenne (sur un certain ensemble de règles), 

on ne peut généralement pas faire pire que l'estimateur MC. La prochaine sous-section 

traite de ces différentes idées. 

2.2.3 Réduction de variance par rapport à Monte Car10 

Nous donnons d'abord une expression pour la variance de l'estimateur obtenu par 

la méthode MC, qui peut ëtre comparée avec celle donnée en (2.16) pour les règles de 

réseau translatées aléatoirement. 

Proposition 2.2.2 Soit f E l? et bMc l'estimateur MC utilisant N points. Alors 

; le théorème de Paneval s'applique car f E L2 et donc, on a que 

Si on regarde le rapport Var(ihlc)/Var(jiLR), on peut voir le facteur 1/N dans 

(2.19) comme étant une normalisation qui tient compte du fait que la densité des 

points dans LL est de 1/N.  Ainsi, Var(fiLR) sera inférieure à Var(bMc) si et seulement 

si, "en moyenne", les 1 f (h) /* sont plus petits sur LL que sur Zs . 
Évidemment, pour n'importe quelle règle PN, on peut toujours trouver une fonction 

f dans C2 pour laqueue iCR sera un très mauvais estimateur de p : en comparant (2.16) 



et (2.19), on voit bien que V a r ( k ~ ~ )  pourrait être N fois plus grande que Var(fiMC) 

dans le pire cas. Quel est ce pire cas ? Si f est telle que les ~ î (h)  1 sont nuls lorsque 

h $ L~\{o) .  Cela se produit lorsque peu importe u E [O, l)', f ((xi + u) mod 1) = 

f ( (x j  + u) rnod l), pour tout 1 < il j 6 N .  Autrement dit, le pire cas se produit 

lorsque la fréquence de f est dans LL, c.-à-d., s'il existe h E LL tel que f (x) = f (O) 

à chaque fois que h x est entier, mais que f n'est pas constante. 

En ce qui concerne l'erreur, ce pire cas pour la variance de jiLR correspond à avoir 

IQn -p  1 = 1 f (XI) - p  1, qui peut valoir O si f (xl) = p. Donc, les règles de réseau qui sont 

mauvaises du point de vue de la vanoance ne sont pas nécessairement mauvaises quand 

on considère l'erreur. Par contre, une mauvaise règle par rapport à la variance peut 

être détectée en comparant la variance empirique obtenue avec celle de l'estimateur 

MC, alors qu'avec l'erreur, on n'a pas vraiment de moyen de savoir si la règle est bonne 

OU non. 

Pour démontrer que Iû variance de l'estimateur bLR est inférieure à celle de l'es- 

timateur MC en utilisant les expressions (2.16) et (2.19), deux approches semblent 

possibles à première vue. La première serait d'imposer des conditions sur la fonction 

f par l'intermédiaire de ses coefficients de Fourier. Or, ces conditions doivent être 

très spécifiques à la règle employée pour que l'on puisse effectivement obtenir une 

réduction de variance. En effet, si on ne fait qu'imposer des conditions sur la "vi- 

tesse" de décroissance des ~f(h)l en fonction de llhll, cela ne nous gamntit pas que 

Var(jiLR) 5 Var(fi~c),  puisque cette condition profite autant aiLu deux estimateurs. 

La deuxième approche possible serait d'essayer de démontrer que la variance 

moyenne prise sur un certain ensemble R(L)  de règles est inférieure à celle de la 

méthode MC. On voudrait idéalement que le résultat soit vaüde pour n'importe quelle 

fonction dans L2 et on serait tenté de croire que cela est possible, puisque l'on re- 

garde la variance moyenne sur l'ensemble R(L)  et ainsi, les pires cas associés à chaque 

règle sont amoindris par le fait qu'ils ne sont pas les pires cas pour toutes les règles 

considérées. Une approche "en moyenne" comme celle-ci a Qé utilisée dans [22] pour 

démontrer des résultats sur l'erreur d'intégration des règles de réseau et dans [23, 541, 

pour comparer le P,S moyen de règles de différents rangs. C'est ce qui nous a sugg6ré 



l'idée de considérer la variance moyenne. 

Si, en plus de ce résultat, on était en possession d'une figure de mérite y(L) telle 

que pour deux règles LI, L2 E R(L), on avait que 

alors on pourrait montrer que la règle faisant partie de R(L) qui minimise 7(L) donne 

un estimateur ayant une variance inférieure ou égale à celle de l'estimateur MC. Le 

problème ici, c'est que la condition (2.20) est non seulement spécifique à la fonction f ,  

mais il semble également très difficile de trouver un critére ~ ( 0 )  la satisfaisant, à moins 

de se restreindre à un ensemble bien précis de fonctions. Par exemple, nous verrons 

au chapitre 3 que dans le cas où la fonction f est un polynôme de degré deux, il est 

possible de trouver un critère y(*) dépendant de f qui satisfait (2.20). 

En résumé, il semble que pour démontrer que la variance est réduite avec les règles 

de réseau translatées aléatoirement, il faille soit se concentrer sur une règle en parti- 

culier et regarder l'ensemble de fonctions pour lesquelles on peut obtenir le résultat 

désiré, soit se concentrer sur une fonction et trouver un critère de sélection taillé sur 

mesure pour elle, qui nous permettra de choisir la règle appropriée réduisant la va- 

riance. En pratique, L'éventail de fonctions que l'on peut vouloir intégrer est large et 

donc, 1a restriction a un ensemble bien particulier de fonctions n'est pas souhaitable. 

De plus, cela nécessite que l'on soit capable de vérifier les conditions pour que la 

fonction appartienne à l'ensemble en question, ce qui n'est pas nécessairement facile 

à faire. Aussi, on préf'ère utiliser un critère qui ne soit pas spécifique à une fonction 

en particulier. De cette façon, les meilleures règles par rapport à ce critère peuvent 

être prédéterminées et ensuite utilisées sur un large éventail de fonctions. Donc, il vaut 

peut-être mieux penser dès maintenant à d'autres approches que les deux dont nous 

venons de discuter pour essayer de comparer la variance des règles de réseau et celle 

de la méthode MC. 

Comme solutions alternatives, nous suggérons deux possibilités, toutes deux dé- 

rivées de la deuxième approche mentionnée précédemment. Nous allons voir que ces 

deux méthodes s'appliquent chacune dans un contexte différent. 



- Méthode 1 : Définir un critère de sélection qui, pour 1s plupart des fonctions 

rencontrées en pratique, d e m i t  satisfaire la relation (2.20). Cette approche est 

développée dans le chapitre 3, où l'idée clé servant à définir de tels critères est de 

regarder plus en détail les projections de la fonction et de l'ensemble de points 

PN sur les sous-espaces de [O, 1)'. 

- Méthode 2 : Choisir au hasard la règle de réseau parmi l'ensemble des règles 

de rang 1. Cette approche est traitée par la proposition 2.2.3, qui est énoncée 

formellement ci-dessous et qui sera démontrée & la suite de quelques explications. 

Pour énoncer la proposition 2.2.3, nous avons besoin de la notation suivante : 

estimateur venant de la règle d'ordre iV génkrée par le vecteur A, 

estimateur obtenu en utilisant les Ns points d'une grille rectangulaire 

translatée aléatoirement et comptant iV points dans chaque dimension, 
1 N - 1  N-L - 

* * -  1 f ( ( ( % t b . D ? 5 )  +ug) mod 1). 
N' mi=o m,=O !V 
où u, est uniformément distribué dans [O, 1)'. 

Proposition 2.2.3 Soit f E L2 et A un vecteur aléatoire et uniforme dans [l, . . . , N- 
Ils. Soit fisIC I'estimatew MC cona t l~ i t  a partir de N points. Alors 

La proposition 2.2.3 peut être interprétée de deux façons différentes : la première 

interprétation motive la méthode 2 et la deuxième, la méthode 1. D'abord, dans le cas 

où nous n'avons pas suffisamment d'information sur la fonction f afin de déterminer 

si elle entre dans le contexte pour lequel les critères du chapitre 3 sont définis, la 

proposition nous indique que si on choisit une règle de façon aléatoire et uniforme 

parmi les (N - 1)' règles de rang 1 d'ordre N et qu'on la translate aléatoirement, alors 

la variance de l'estimateur obtenu est bornée par la somme d'une quantité légèrement 



supérieure à 1 multipliée par la variance de l'estimateur MC et du produit d'une 

quantité légèrement inférieure à 1 et de la variance de l'estimateur jidd obtenu en 

translatant aléatoirement une grille rectangulaire comptant Ns points. Il est important 

de remarquer que c'est bien la grille avec N points par dimension et non N points au 

total, même si l'estimateur que l'on utilise ne contient que N points au total. Cela 

signifie que le deuxième terme de la borne (2.21) sera habituellement petit. 

La deuxième interprétation de cette proposition s'applique davantage à la simula- 

tion, car nous croyons que dans ce contexte, on a habituellement une bonne idée de la 

structure de la fonction. Elle est basée sur le fait que la va,.riance de L'estimateur basé 

sur une règle de rang 1 choisie au hasard est égale à la variance moyenne sur toutes les 

règles de rang 1. Ainsi, le résultat de la proposition signifie que cette variance moyenne 

est bornée approximativement par la somme de Var(jiMc) et de Donc, cela 

nous permet de dire que si Var(fifid) < Var(jiMC) (ce qui devrait être le cas pour 

plusieurs fonctions), alors il doit y avoir des règles de rang 1 donnant lieu à des esti- 

mateurs réduisant la variance par rapport à fiYC En effet, dans la moyenne qui est 

faite sur les règles de rang 1, il se trouve des règles de piètre qualité qui doivent être 

compensées par des "bonnes" règles afin que la borne (2.21) sur la variance moyenne 

tienne. Ceci suggère qu'avec un critère de sélection motivé par une connaissance suffi- 

sante du type de fonction à intégrer, on pourra trouver ces "bonnes" règles. Ainsi, la 

proposition 2.2.3 peut être vue égaiement comme étant une justification de la méthode 

1. 

Nous tenons à inclure dans le texte la démonstration de cette proposition, car elle 

nous permettra de trouver une borne plus serrée que celle donnée dans l'énoncé de la 

proposition. Ceci sera utilisé par la suite pour tenter d'améliorer le résultat. Le lemme 

qui suit sert à simplifier la présentation de la démonstration et requiert la notation 

suivante : 

~ ~ ( a )  = réseau dual à la règle de rang 1 dont le vecteur générateur est a, pour 



nombre de vecteurs a dans [1, . . . , N - IIs tels que h est dans LL(a), 
d 

C l {hj#O mod N} 
j=1 

nombre de coordonnées de h qui sont différentes de O, modulo N. 

Le lemme 2.2.1 nous indique, pour un vecteur h donné, combien de vecteurs a sont 

tels que h est dans le réseau dual au réseau généré par a. Cela va nous servir à savoir 

combien de fois on doit inclure lj(h)I2 dans le calcul de la variance moyenne. 

Lemme 2.2.1 Soit 1V premier et h = ( h i , .  . . , h,) E F. Alors 

Démonstration : voir l'annexe B, page xxiii. 

Démonstration de Za proposition 2.2.3 : d'abord, on a que 

par la proposition 2.2.1. Pour la variance, on procède comme suit : 



-- C I J ( ~ ) I ~  
N - 1 Wh, 

Dans ce qui précède, la troisième égalité est obtenue en appliquant la proposition 

2.2.1 ; la sixième est obtenue en appliquant le lemme 2.2.1 ; la première inégalité tient 

car le terme entre parenthèses à la ligne 2.23 est inférieur ou égal à O ;  la deuxième 

vient de l'expression (2.19) et du fait que le réseau dual correspondant à la grii1e 

G = { ( m i / N ,  * - * , m S / N ) , O ~ m j < N , 1  s j ( s } e s t  { h € Z S : ~ ( h )  = O ) .  I 

Remarque 2.2.4 On doit passer de 1 / N  à l/(N- 1) à lu ligne 2.22, afin que le t e r n e  

entre parenthèses à ka ligne 2.23 soit inférieur ou égal à 0. 

Même si on s'attend à ce que la variance de Pgnd soit petite pour la plupart des 

fonctions, si on ne fait aucune hypothése sur la fonction f, la borne (2.21) donnée à 

la proposition 2.2.3 peut être très grande. Par exemple, si f a une période de 1/N 

dans chaque dimension, d o n  Var(j&) = iVsVar(jiMc) et donc, on aurait pu utiliser 

directement les expressions (2.16) et (2.19) pour Var(PLR) et Var (jiMc) et obtenir ainsi 

une meilleure borne sur la variance de jiLR(A), soit que Var(DLR(A)) 5 NVar(phfc). 

Par contre, le terrne que nous avons laissé tomber de (2.24) à (2.25) peut être assez 

grand en valeur absolue, car il contient entre autres les coefficients de Fourier évalués 

en des points près de l'origine (de la forme (0, . . . ,O ,  k, 0,. . . , O), avec 1 k 5 N - 1). 
.Ainsi, en n'éliminant pas complètement ce terme et/ou en imposant des conditions 

sur f ,  on peut trouver des bornes plus serrées que celle donnée à In proposition 2.2.3 : 

c'est ce que nous faisons dans les deux corollaires qui suivent. 

Corollaire 2.2.2 Si f est dans E,(c) pour une constante c > O et un entier a 2 1, 

alors 



Démonstration : on a que 

où PZ,,@ est le Pim de la grille rectangulaire G = {(ml/N,. . . , mJN) : O 5 mj 5 

N - 1,l 5 j 5 s). Or, pour calculer cette quantité, on peut utiliser le théorème 6.7 

dans [46] et  ainsi, on obtient que 

puisque C(2 j )  5 C(2) = 7r2/6, pour tout entier j 2 1, où ~ ( y )  est la fonction zeta de 

Riemann évaluée en y. H 

Remarque 2.2.5 Pour s fié, la borne sur V U ( S ~ ~ ( A ) )  donnée au corollaire 2.2.2 

converge vers V a r ( b ~ ~ )  quand N + W. 

Une autre façon d'améliorer le résultat obtenu à la proposition 2.2.3 est de ne pas 

laisser tomber le terme négatif à la ligne (2.24), mais cela requiert que les coefficients de 

Fourier de f satisfassent une condition particulière qui est donnée au corollaire 2.2.3. 

hvant d'énoncer formellement ce résultat, nous voulons expliquer "en mots'' quelle est 

cette condition. La valeur du terme que l'on a laissé tomber à La ligne (2.24) est 

où q(h) = l{h,+o ,.d représente le nombre de coordonnées de h qui sont 

différentes de O, modulo 1V. La condition donnée au corollaire 2.2.3 revient B demander 

que ce terme soit plus grand que le deuxième terme de la ligne (2.24), donné par 



de façon à annuler ce dernier et faire en sorte qu'il ne reste que le premier, donné par 

NVar(PMc) /(N - 1). Or, plutôt que de vérifier cette condition de façon globale, nous 

allons décomposer les expressions (2.26) et (2.27) et vérifier la condition morceau par 

morceau. Plus précisément, à chaque terme dans (2.2?), on associe un sous-ensemble 

de termes de (2.26) de la façon suivante : si ~ f ( h ~ ) l ~  est le terme considéré dans (2.27), 

alors on prend chaque composante non nulle de ho (on sait qu'il y en a au moins une) et 

si cette composante hoJ est positive, on regarde les N -  1 vecteurs h&' = ( h g , .  . . , h;$) 

définis par 

pour I = 1,. . . , N - 1. Donc, tous ces hy sont tels que ~ ( h )  = 1, ne sont différents de 

ho que par une coordonnée et ont la propriété que 1lh:jll2 < Ilhol12. Si hoj < O, on fait 

la même chose, sauf que l'on remplace hovk - 1 par + 1 dans (2.28). La figure 2.3 

illustre comment on définit les hf;i à partir de ho : on y donne dewt points ho, ho et on 

indique tous les points k@, hp qui sont définis à partir de ces deux points respectifs. 

FIGURE 2.3: Illustration du regroupement : cas oh N = 7 

Dans la démonstration du corollaire 2.2.3, on montre que les sous-ensembles de 

vecteurs {hfij, 1 = 1,.  . . , N - 1; j : hj # O) obtenus de cette façon partitionnent 

l'ensemble sur lequel on somme dans (2.26) (c.-à-d., les h tels que q(h) = 1). LL sufnt  



alors de vérifier que chaque satisfait 

afin que (2.26) annule (2.27). Le facteur (N-2) qui multiplie ~f(b) l2 est contrebalancé 

par le fait que l'on somme (N - î)lIhol > N - i termes à droite, où Ib = { j  : hOd # 

O}. De plus, puisque llhyll2 < Ilh&, on peut penser que l'on devrait souvent avoir 

1j(b)l2 lf(hy) I2 en pratique, si les coefficients de Fourier de f décroissent avec la 

longueur 11 hl12 de h. Voici l'énoncé formel du résultat : 

Corollaire 2.2.3 Si pour tout h E Zs \ {O) tel que q(h) = O ,  on a que 

où sgn(hj) = Ihjl/hj et ej E ZS est un vecteur de O avec un I en je position, alors 

06 A est choisi uniformément et aléatoirement dans (1,. . . , N - 11% 

Démonstration : voir l'annexe B, page m. 

Le résultat est intéressant, car il nous montre que sous la condition (2.29), on 

obtient une réduction de variance garantie par rapport à MC en utilisant I'estimateur 

fiLR(A) avec A choisi aléatoirement, à un facteur N / ( H -  1) près. De façon équivalente, 

ce résultat signifie que si j satisfait (2.29), don la variance moyenne sur les règles de 

rang 1 est bornée par la variance de FMC, à un facteur près. M n  de rendre ce résultat 

plus attrayant en pratique, un objectif à atteindre dans le futur serait de traduire la 

condition (2.29) en une plus facile a vérifier, qui, par exemple, ne ferait pas intervenir 

les coefficients de Fourier de f .  

2.2.4 Autres approches que celles utilisant les sdries de Fourier 

Le corollaire 2.2.3 impose des conditions sur les coefficients de Fourier de la fonc- 

tion / afin de démontrer un résultat relié à la rkduction de variance. De façon plus 



générale, l'approche "F'ourier" est celle qui a été favorisée jusqu'à présent dans cette 

section. Par contre, un autre type de condition qui pourrait être considéré serait de 

demander que f soit monotone par rapport à chacun de ses arguments. En effet, 

pour certaines méthodes de réduction de variance connexes comme les variables an- 

tithdtiques et l'échantillonnage de L'hypercube latin, la monotonicité de f par rapport 

à chacun des arguments garantit la réduction de variance [40, 90, 51. De plus, nous 

verrons à La sous-section 2.3.3 que ce résultat est vrai en dimension s = 1 pour une 

règle de réseau translatée qui est complètement projection-régulière. Par contre, nous 

verrons également à cette section que la généralisation B s > 1 ne peut se faire, du 

moins, pas en utilisant le concept de dépendance négative par quadrant (d.n.q.) intro- 

duit par Lehmann dans [81] et utilisé dans [5] pour démontrer la réduction de variance 

ameoée par les variables antithétiques et l'échantillonnage de I'hypercube latin pour 

les fonctions monotones, en dimension s 2 1. 

On pourrait se demander si une approche différente de celIe utilisée dans [5] pour- 

rait permettre de démontrer la réduction de variance pour s > 1. La réponse est 

non, du moins, pas si on veut que le résultat soit vrai pour n'importe quelle règle de 

réseau translatée. Même si on ajoute comme condition que la règle soit complètement 

projection-régulière et de rang 1 (ce qui semble raisonnable, si on veut pouvoir appli- 

quer le résultat en dimension I), le résultat n'est pas vrai, c.-à-d., on peut trouver un 

contre-exemple : 

Exemple 2.2.1 Le contre-exemple est donné en dimension s = 2 et la règle de réseau 

est telle que x, = ((i - 1)/N, (i - L)/N), pour tout i = 1, . . . , iV (donc, les points se 

trouvent sur la diagonale x = y). Notons que cette règle est complètement projection- 

régulière et de rang 1. La fonction f est définie par 

1 cl si g < x - b,, 

/ (Z,Y)= C* s i x - b c ~ y < x + b c ,  

c3 si y > x +  b,, 

où E < (1 + 2(N - 1 ) ) / 2 p ,  6, = (1 - d n )  et q,cz,c3 sont tels que cl < cz < q 
et c2 = (ci + c3) 12. Donc, f est monotone décroissante par rapport à x et monotone 

croissante par mpport ci y. 



FIGURE 2.4: f ( x ,  y) 

Or, on peut montrer que si  iV > 8, alors Var(bLR) > Var(fiMc). La démonstration 

se trouve à l'annexe A. 

Ce contre-exemple détruit donc tout espoir de démontrer le résultat " Si f E L2 est 

monotone par rapport à chacun de ses argumenta et qu'on utilise une règle de réseau 

complètement projection-régulière de rang 1, alors Var(fiLR) 5 Var(jiuc)". 

2.2.5 La pratique à la rescousse de la théorie 

Même si nous n'avons pas donné dans cette section des résultats qui garantissent 

que les règles de réseau translatées aléatoirement réduisent la variance, il semble qu'en 

pratique, lorsque la règle est choisie adéquatement, par exemple à l'aide d'une figure 

de mérite basée sur le test spectral, les règles de réseau translatées ont une variance 

empirique généralement inférieure (souvent significativement) à celle de l'estimateur 

MC et ce, pour différents types de problèmes et donc, de fonctions. Nous donnons à la 

fin de ce chapitre trois exemples pour lesquels on réussit toujours à réduire la variance, 

parfois par des facteurs aussi grands que 460. Dans le premier cas, on s'intéresse au 

calcul de la probabilité qu'un projet soit tenniné à temps pour un réseau stochastique 

d'activités, dans le deuxième, on cherche à estimer le prix d'options asiatiques et dans 

le troisième, on veut calculer la probabilité de mine d'une compagnie d'assu~aaces. 



Pour ces problèmes, les fonctions regardées sont parfois définies en très grande 

dimension (jusqu'à 40000 dans le cas de la probabilité de ruine) et même avec un 

nombre de points N relativement petit (de l'ordre de 256)' on réussit B réduire la 

variance par rapport à MC, empiriquement. Ceci semble aller à l'encontre de ce que 

le taux de convergence asymptotique des méthodes QMC nous dit par rapport à celui 

de la méthode MC, mais ces taux de convergence sont pour les bornes sur l'erreur et 

non pas pour l'erreur en tant que telle. Cela confirme ce dont nous avons déjà discuté 

dans l'introduction, à l'effet que les bornes de type (1.6) ne sont pas très utiles afin 

d'expliquer le succès des méthodes QMC, particulièrement lorsque l'on travaille en 

grande dimension. 

A ce point-ci, on peut utiliser des raisonnements heuristiques basés sur les propo- 

sitions 2.2.1 et 2.2.3 (avec l'interprétation de la variance moyenne) afin d'expliquer 

ces résultats en disant : "Le fait d'utiliser un critère bas6 sur le test spectral afin de 

sélectionner la régle de réseau nous permet de construire l'estimateur fiLR de façon 

à ce que plusieurs des coefficients de Fourier qui contribuent de façon significative 

à la variance de fibfc soient éliminés de Ia variance de fiLR et ainsi, on obtient que 

Var(fiLR) < Var(fiMc). Le résultat donné à la proposition 2.2.3 suggère que de telles 

règles existent.'' Au chapitre 3, le fait de regarder plus en détail les caractéristiques de 

la fonction et de la règle sur les espaces en basse dimension nous permettra de mieux 

voir comment la miance peut être réduite si on choisit les règles de façon appropriée. 

2.3 Permutations des coordonnées 

Dans cette section, nous démontrons que si l'on permute aléatoirement les points 

contenus dans chacune des s projections unidimensionnelles d'une règle de réseau et 

que l'on applique ensuite une translation aléatoire et uniforme dans [O, 1)' (moduio 

1) au réseau, alors la variance de I'estimateur ainsi obtenue est inférieure ou égale à 

celle de l'estimateur MC, à condition que la fonction f soit monotone par rapport à 

chacun de ses arguments. Nous evpliquons à la sous-section 2.3.2 les liens entre cette 

méthode et  celie de l'échantillonnage de I'hypercube latin, puis voyons B la sous-section 

2.3.3 comment notre résultat s'applique aux règles de réseau simplement translatk 



aléatoirement en une dimension. 

2.3.1 Variance de l'estimateur obtenu par permutation 

Nous considérons l'estimateur 

l. P L R ~  = - C f ((wi + U) mod 1) , 
N i=i 

où u est un vecteur aléatoire, uniformément distribué sur [O, 1)' et les wi sont obtenus 

à partir de s permutations aléatoires uniformes et indépendantes de (1, . . . ,q données 

par d = (4,. ..pfV), j = I,.. .,q en posant 

où PN = (xL, . . . , XN) est une règle de réseau. Donc, d permute l'ordre des points de 

PN({j}) , la projection de P,v en dimension j. Notons que pour avoir {wi ,, . . . , yNj} = 

{O, 1 / N , .  . . , ( N  - l)/N) pour j = 1,. . . , s, on doit demander que la règle soit de rang 

1 et complètement pro jection-régulière. 

Remarquons que l'on applique la même translation u à tous les points. Ceci difere 

de la méthode de l'échantillonnage de l'hypercube latin, dans laquelle chaque point 

est translaté indépendamment des autres. Nous reviendrons sur cette différence ir la 

sous-section 2.3.2. 

La proposition qui suit montre que l'estimateur fiLRp est sans biais et que sa va- 

riance est bornée par Var(Psfc), en autant que la fonction soit monotone par rapport 

à chaque variable. Ce résultat et sa démonstration sont largement inspirés du résultat 

similaire qui existe pour la méthode de l'échantillonnage de l'hypercube latin, que l'on 

trouve dans [go, 51. 

Proposition 2.3.1 Soit f E C2, monotone par rapport ù chacun de ses arguments. 

Soit PN une règle de réseau de rang 1 complètement projectzon-régulière e t  jiMc l'es- 

tzrnateur MC bas6 sur N points. Alors 



Démonstration : dans ce qui suit, lorsque nous utilisons la notation Ex(*), c'est pour 

indiquer que l'espérance est définie par rapport à la variable aléatoire x et Cov,,,(*, 0 )  

signifie que la covariance est définie sur tes variables aléatoires x, y. 

D'abord, puisque les permutations T I ,  . . . , ns sont aléatoires, uniformes et indkpen- 

dantes, o n  a que chaque wi suit une loi uniforme discrète sur [O, l/N, . . . , (N - l)/qs. 

par le même argument qu'en (2.17). 

Posons Xi = (wi + U) mod 1, i = 1,. . . , N. Par (2.301, on a que 

1 

~ ~ ( P L R ~ )  = -Var(P(xi)) + C C COV( f (Xi), f (Xj)) 1v N2 i=l j=l,j# 

9 - 
et var(f ( X i ) )  = O-, 1 = 1,. . . , LV, OÙ o2 = ~ o , l ) s  f (x)dx-p2, cw Xi = (&, . . . , XLr) N 

11[0,1)'. Puisque Var(bMc) = 02/N < oo, on doit donc montrer que 

Étant donné que les paires (Xi, &Yj), i = 1,. . . , N,  j = 1,. . . ? N, j # i ont toutes la 

même loi de probabilité conjointe, il est suffisant de montrer que Cov( f (Xi), f (-Y2)) 5 

O pour démontrer (2.31). Pour faire cela, nous allons procéder en trois étapes : 

d'abord, nous allons décomposer autrement les points Xi, i = 1,. . . , N ,  puis, nous al- 

lons conditionner la covariance sur une des variables déatoires nouvellement définies, 

pour ensuite appliquer un résultat tiré de [go] qui nous permettra de démontrer que 

Cov(f (XI), f (Xz)) 5 O à l'aide de définitions et du théorème 1 tirés de [81]. 

Étant donné que u N U([O, l)'), chaque u k ,  k = 1, . . . , s, peut être réécrit comme 

étant uk = nk + ûk, OU nk suit une loi uniforme discrète sur [O, 1/N,. . . , ( N  - L)/W et 

uk - U([O, l/N)), pour k = 1,.  . . , S, et ces 29 variables aléatoires sont mutuellement 

indépendantes. Ainsi, on a que 



où zUik = (wik + m) mod 1. 

Or, dans chaque dimension k = 1,. . . , s, la paire (Cilki ak) a la même loi de 

probabilité conjointe que la paire (wu, wzi) : en effet, pour a, b dans [O, LIN,. . . (N - 
1)/% on a 

i N-L 

1 N-L 
1 = - P[(wü, w Z ~ )  = ( ( a  - p / N )  rnod 1, ( b  - P I N )  mod l)]  

,=O 

1 O sinon 

De plus, la loi de chaque '& est la même que celle de wik et les Gill . . . , Gis sont 

indépendants entre eux, puisque les wik et les uk le sont. Donc, on peut réécrire Xi 

comme étant 

,Y, = Wi + V) 

où v - U([O, l/N)') et les 4, i = 1, . . . , !V ont les mêmes propriétés que les W i ,  i = 

1, . . . , N. Autrement dit, l'ensemble de points {XI, . . . , XN) est équivalent à celui 

qu'on obtiendrait en additionnant à chaque wi un vecteur uniforme sur [O, l / N ) S .  

Ensuite, on utilise le fait que 

et nous allons montrer que cette quantité est inférieure ou égale à O en montrant que 

chaclu.le des deux paires (f (XI 1 81)  , f (X2 I ~ 2 ) )  et  ( E ( f  (XI) I el), E(f W 2 )  I *2)) 

est d.n.q. (à dépendance négative par quadrant), ce qui  nous permettra de conclure. 

Nous expliquons d'abord la dénnition de fonctions concordantes, de variables aiéatoires 

4 dépendance négative par quadrant (d.n.q.) (negatively quadrant dependant) et rappe- 

lons un théorème dû à Lehmann (811, qui nous servira à démontrer que les deux paires 

en question sont d.n.q. . 



Définition 2.3.1 ([al]) Dem fonctions g(xl, . . . , x,) et h(yi, . . . , y.) sont dites con- 

cordantes si soit elles augmentent, soit elles diminuent ensemble en fonction de xk = 

yk, lorsque tous les Xj ,  j # k et y j ,  j # k sont fiés, pour tout k .  

Définition 2.3.2 ([81]) On dit qu'une poire de variables aléatoires (X, Y) est d.n.q. 

si 

P(X 5 2, Y s y) < P(X 5 x)P(Y < y). 

Dans [81, Theorem 11, on dit que si (1) les paires (Xi, YI) ,  (X2, Yz) ,. . . , (X., Y S )  

sont indépendantes, (2) (&, Yt) est d.n.q. pour tout k, (3) X = g(Xi,. . . , X,) et 

Y = h(&, . . . , Y,) sont concordantes en chaque argument, alors (X, Y) est d.n.q. . 
Dans [go], on montre que les paires (tulk, wZk), k = Il  . . . ? s sont d.n.q., ce qui 

implique que les paires (Cl* , '&k), k = 1, . . . , s le sont aussi, puisqu'elleç ont la 

même loi de probabilité conjointe et on sait aussi que ces paires sont mutuellement 

indépendantes, puisque les permutations T I , .  . . , rs et les translations ul, . . . , us sont 

indépendantes d'une dimension à L'autre. De plus, si on pose 

alors g et h sont concordantes, puisque f est monotone pax rapport à chaque variable. 

De même, si on pose 

et que l'on utilise la notation JG I(wi + v)dv pour signifier que l'on intègre f (+) sur la 

cellule déterminée pâr Pti, alors on a que 

et donc on a que g et h sont concordantes, puisque f est monotone par rapport à 

chaque variable. 



Puisque ces deux paires sont d.n.q. et que l'équation d1Hoeffding (voir [al], par 

exemple) nous indique que 

cela signifie que Cov( f (Xi), f (&) 1 el, G2) 5 O avec probabilité 1 et que 

ce qui, en utilisant l'expression (2.32) pour Cov(f (XJ, f (X2)), nous ddmontre que 

Cov(f (.Y,)' f (X2)) I O* I 

Donc, en randomisant davantage une règle de réseau que ce qui est fait dans la 

méthode par simple translation aléatoire, on a un résultat de réduction de variance ga- 

rantie, pour les fonctions monotones. Notons cependant que l'application des permuta- 

tions nj, 1 5 j s s sur le réseau {XI,. . . , x N )  fait en sorte que l'on perd complètement 

la structure de réseau, c.-à-d., les points {wl, . . . , w N )  ainsi obtenus ne forment pas 

un réseau. 

2.3.2 Comparaison avec la méthode de I'bchantillonage de 19hypercube 

latin 

En fait, L'ensemble de points {y, . . . , wN) correspond à celui qui est utilisé dans 

la méthode de l'échantillonage de l'hypercube latin (LHS) [go], avant qu'ils ne soient 

translatés, c.-à-d., pour la méthode LHS, on utilise les N points {wl + ut,. . . , w~ + 
ua}, où les LI,, i = 1, . . . , M sont i.i.d. uniformément distribués sur [O, 1/N)'. Donc, 

la différence entre l'estimateur j i ~ ~ ~  et celui obtenu par la méthode LHS, que l'on 

dénote par /iLHSt est que dans le premier cas, on utilise le même vecteur u pour 

translater tous les points modulo 1, alors que dans le second, chaque point est translaté 

indépendamment des autres, I'hypercube de côté 1/N défini par n;=, [wij3 wj + 
l / N ) .  Cette ressemblance entre les deux méthodes nous a permis de démontrer la 

proposition 2.3.1 assez facilement, car nous n'avons eu qu'à modifier légèrement ce 

qui avait été fait pour jiu~s dans [90, 51. On a donc le même résultat de réduction de 

variance dans les deux cas, mais le coût de calcul de PLas est plus élevé que celui de 

PLRpt puisque l'on doit générer N fois plus de vecteurs aléatoires en s dimensions. 



Nous verrons dans les résultats présentés à la fin de ce chapitre que les deux es- 

timateurs ont une variance empirique à peu près semblable et donc, en termes d'effi- 

cacité, FLRp est avantageux par rapport à PLHs SUI ces exemples. De façon ironique, 

ces résultats nous démontreront également que la variance empirique de l'estimateur 

jiLR obtenu par simple translation aléatoire est habituellement inférieure à celle de ces 

deux estimateurs théoriquement plus sûrs, en plus d'avoir un coût de calcul inférieur. 

Donc, fiLR est doublement gagnant du point de vue de l'efficacité sur ces exemples. 

La variance empirique de  PL^ démontre également un taux de convergence meilleur 

que le O(N-')  de PMC, alors que cela ne semble pas être le cas pour fiLRp et jiLHS- 

Évidemment, la règle de réseau doit être choisie de façon appropriée pour que jiLR ait 

ces propriétés. 

2.3.3 Application aux regles de réseau translatées aldatoirement 

Le résultat suivant sur la mnance de jiLR en une dimension découle directement 

de la proposition 2.3.1 : 

Corollaire 2.3.1 Si s = 1,  que la fonction est monotone et que PN est (complète- 

ment) projectzon-régulière, alors 

Démonstration : la règle est de rang 1 puisque s = 1 et on applique directement 

la proposition 2.3.1, puisque la permutation des coordonnées n'affecte pas PN étant 

donné que s = 1. fl 

Notons qu'en une dimension, on a automatiquement une règle complètement 

projection-régulière, en autant que la règle contienne N points distincts. Dans [30, 

Theorem 21, on démontre un résultat plus fort (soit que la variance est minimisée par 

fiLR en dimension 1), mais en plus de la monotonicité, on demande que la covariance 

associée à la fonction f soit convexe et symétrique par rapport à l'axe x = 112. 

La raison pour laquelle on ne peut généraliser ce résultat à s > 1 dans le cas des 

régles de réseau translatées est que pour ces dernières, dans une dimension k donnée, 

les paires ((xik + ut) mod 1, ( z j k  + uk) mod 1) ,1 5 i, j 5 N, i # j ne sont pas toutes 



d.n.q. et donc, on ne peut appliquer directement le théorème 1 de [81]. Par exemple, 

si les deux points xik et Xjk sont espacés de 1/N, avec disons xi& = (i - 1) /N et 

x jk  = i / N ,  alors on a P( ( ( ( i  - 1) / N  + u) rnod 1) X, ( ( V  + U) mod 1) y) = 

min(x, y) - 1/N, qui n'est pas nécessairement inférieur ou égal à xy. Remarquons 

également que le résultat pour s = 1 nous indique que si f est monotone, alors pour 

tout N 2 1 entier, 

2.4 Stratification 

Dans cette section, nous proposons une autre façon de randomiser une règle de 

réseau, qui revient en fait à utiliser la méthode de la stratification [15], une des tech- 

niques de réduction de la variance souvent utilisée en simulation. L'idée est de choisir 

une base pour le réseau et d'utiliser le parallélépipède fondamental associé à ce choix 

de base pour partitionner l'hypercube [O, 1)' en N cellules de même volume. Ensuite, 

on génère un point aléatoirement et uniformément dans chacune de ces cellules et 

les points ainsi obtenus sont ceux que l'on utilise alin de constmire une approxima- 

tion pour p. La figure 2.5 illustre comment se fait ce type de randomisation en deux 

dimensions. 

O 1 

FIGURE 2.5: Illustration de la stratification 

Les résultats sur la stratfiation nous garantissent que la variance de l'estimateur 

ainsi construit sera inférieure à celle de l'estimateur MC, pour n'importe quelle fonction 



f dans L2. Ainsi, comme à la section précédente, en utilisant une randomisation "plus 

aléatoire" que la translation modulo 1, on réussit à démontrer un résultat garantissant 

la réduction de variance* 

Proposition 2.4.1 Soit f E L2. Soit VI, . . . , v, une base engendrant un riseseau L 

(c.-à-d., , L = {& cjvj : CI, . . . , C, E Z)) et A le parallélépipède associé. Posons 

Ci = (q + A )  mod 1, i = l?. . . , N, 

où {xi,. . . , xn)  = L îi [O, 1)' est la règle de réseau associée c i  L. Soit wi un point 

aléatoirement et uniformément dzststnbué dans Ci, pour i = 1,. . . , N ,  et supposons que 

les points wl, . . . , w~ sont indépendants. Soit ClMc 1 'estimateur MC et posons 

Alors 

et 

Démonstration : d'abord, posons 

Ainsi, 

par indépendance des wi, où 

dors que 



On peut voir que V~(fiL,Rsr) est strictement inférieure a si, pour au moins 

un i, 1 i 5 N, on a # p. Le cas extrême apparaît lorsque la partition de [O, 1)' 

est telle que f est constante sur chaque Ci et ainsi, = O. 

11 est intéressant de voir comment, pour une fonction donnée, on peut essayer de 

minimiser la variance de U faut trouver la base qui minimise 

Voici quelques arguments heuristiques expliquant comment on peut essayer de réaliser 

cela : si on suppose que la fonction est telle que 1 f (x) - f (y) 1 croît avec Ilx - y112 
(e.g., si f est monotone par rapport à chacun de ses arguments), alors on voudra 

partitionner [O, 1)' en cellules qui minimisent la distance maximale Ilx - yllz que l'on 

peut obtenir entre deux points x, y d'une cellule. Pour faire cela en pratique, on peut 

utiliser la base réduite de Minkowski. En effet, cette base est construite en choisissant 

vl égal au plus court vecteur du réseau, puis en ajoutant successivement les vecteurs 

v les plus courts qui permettent à l'ensemble {vl, . . . , vi- 1, v) d'être complété en une 

base pour le réseau, pour i = 2,. . . , s (voir [771 pour plus de détails sur ce type de 

base). En gros, cette construction produit le parallélépipède fondamental qui est le 

plus "orthogonal" possible et ainsi, on satisfait (approximativement) notre critère de 

minimiser la distance maximale pouvant être obtenue à l'intérieur d'une cellule. D'un 

autre côté, si on sai t  que la fonction f est particulièrement variable par rapport B 

certaines dimensions, on préférera choisir une base qui fait en sorte que l'intervalle 

couvert par une cellule soit minimisé dans ces dimensions. 

Bien sûr, en comparaison avec kLRi cet estimateur nécessite un temps de calcul 

supérieur, puisque l'on doit générer N vecteurs aléatoires plutôt qu'un seul. En effet, 

chaque wi est généré à partir d'un = ( u ~ , ~ ,  . . . , ui,J E [O, 1)$ en posant 



Donc, en excluant le travail requis pour déterminer la base {vl, . . . , v,), jiLRst nécessite 

un temps de calcul égal à celui requis pour évaluer pLR plus le temps requis pour gbnérer 

N - 1 vecteurs (pseudo-)aléatoires dans [O, 1)=. Remarquons cependant que le nombre 

de vecteurs aléatoires à générer est le même que pour l'estimateur Duc, mais on a des 

additions modulo 1 à effectuer en plus. 

2.5 Résultats numériques 

Dans cette section, nous illustrons à l'aide de trois exemples comment les règles 

de réseau randomisées peuvent réduire empiriquement la vaxiance par rapport à la 

méthode MC. Dans tous les exemples, les variables aléatoires sont générées par inver- 

sion et donc, la dimension du problème est égale au nombre de variables aléatoires 

qui doivent être générées dans une simulation. Chacun des exemples correspond à un 

problème de dimension petite, moyenne et grande, respectivement. Dans le premier 

exemple, nous comparons entre autres les estirnateurs firR et bLRp, c.-à-d., la rando- 

misation par translation aléatoire avec celle par permutation discutée à la section 2.3. 

Dans la deuxième partie du second exemple, la randomisation par translation aléatoire 

est comparée avec la stratification, telle que discutée à la section 2.4. 

De façon générale dans cet ouvrage, notre façon de comparer les règles de réseau 

avec la méthode MC est de donner les facteurs de réduction de variance estimés par 

rapport à la méthode MC. Ces facteurs de réduction de variance empiriques peuvent 

être utilisés pour calculer un intervalle de confirince approximatif sur le rapport des 

variances théoriques, en utilisant la statistique de Fischer [68]. Par exemple, au niveau 

de confiance 98%, si la variance de la règle de réseau translatée est estimée à l'aide de 

100 translations, alors ( F O _ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ - ~ , ~ ~ ~  R, ~ ~ . ~ ~ ; ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ~ - ~ h )  est un intemile de confiance 

approximatif pour le rapport R = Var(bMc)/Var(l;tR). Les valeurs de la statistique 

de Fischer dans ce cas sont F<h,;,,oN-i,loo = F&&,,,, = 111.43 et Fo.asiiw,iooN-i 

Fo.w;ioo,m = 1.36. Nous allons utiliser cela dans ce qui suit pour donner une idée de la 

précision des résultats présentés dans cette section. Notons que le fait que F0.99;oo,100 

soit égal à 1.43 signifie que lorsqu'un rapport est supérieur à 1.43, on peut dire qu'il y 

a une différence signscative entre les deux variances au niveau 98%. 



2.5.1 Rbseau stochastique d9activit8s 

Cet exemple est tiré de [5] .  On considére un réseau stochastique d'activités (MA), 

qui est représente par un graphe orienté acyclique (Nt A), où N est un ensemble de 

noeuds qui contient une source et une destination et A est l'ensemble d'arcs correspon- 

dant aux actiuités. La figure 2.6 illustre un exemple de RSA. Chaque activité k dans 

A possède une durée aléatoire ayant la fonction de répartition Fk(-), k = 1, . . . , IAl. 

Certaines activités-bidon représentent des relations de précédence et ont une durée 

nulle. On dénote pax N(A) le nombre d'activités ayant une durée non nulle, N ( P )  

représente le nombre de chemins orientés de la source à la destination et Cj C A 

est l'ensemble d'activités formant le chemin j, pour 1 5 j N ( P ) .  Le temps de 

complétion du réseau, dénoté par T, est la longueur du plus long chemin allant de la 

source à la destination. 

destination 

source 

FIGURE 2.6: Exemple d'un RS.4, tiré de [5] 

On veut estimer p = FT(x) = Pr[T 5 x] pour un seuil donné x. Si on utilise 

la méthode standard, que ce soit avec MC ou QMC, la dimension du problème est 

s = N ( 4 ,  puisqu'une variable uniforme est requise pour générer la durée de chaque 

activité, à l'aide de la relation Vk = Fk1(uk). On peut donc écrire p comme étant 

l'intégrale 

La dimension du problème et la variance de l'estimateur MC peuvent être toutes deux 

réduites en appliquant la méthode Monte Carlo conditionnelle (MCC), comme suit [51 : 



on doit choisir un sous-ensemble d'activités L: C A tel que chaque chemin orienté j 

de la source à la destination contient exactement une activité S faisant partie de L. 

Un tel ensemble est appelé ensemble de coupe uniforme (uniformly directed cutset). 

L'idée de MCC est de générer seulement la durée des activités dans B = A \ C et 

d'estimer p par la probabilité conditionnelle que T soit inférieur ou égal 8. x étant 

donné ces durées. La dimension du problème est ainsi réduite à s = N ( B ) ,  où N ( B )  

est le nombre d'activités non bidon dans B. L'estimateur MCC est donne par 

Y =Pr[T s x  1 {V,, j E  B ) ]  = H F ,  [ min (z - 1 h)] 
IEE { j=l , . - . ,N(P): l j  = l )  

k W  \{ij 1 

Cet estimateur est sans biais, car E[Pr(T x 1 (5, j E B))] = Pr(T 5 x )  (ceci vient 

du fait que E(E(X 1 Y)) = E(X) [68]). Remarquons que cette méthodologie pourrait 

être appliquée pour estimer la longueur du plus long chemin dans un réseau en général, 

qui n'est pas nécessairement un RSA. 

Dans les résultats numériques qui suivent, les s nombres uniformes requis pour 

chaque simulation sont générés soit par la méthode MC, soit par une règle de réseau 

randomisée. Dans (51, on propose de les générer à l'aide de la méthode LHS. 

Xous avons fait des expériences sur le réseau donné à la figure 2.6 (réseau 1 dans 

[5, 6]), afin de comparer MCI LHS, une regle de réseau translatée aléatoirement (LR) 

et une règle de réseau permutée (LRp), dont l'estimateur est défini a I'équation (2.30) 

de la page 55, avec ou sans MCC. Les régles de réseau ont été choisies a l'aide du 

critère hf32,2<L,L2,8 (que l'on définit B la section 3.5) et se trouvent au tableau 3.2. Pour 

la durée des activités, nous avons utilisé les mêmes lois que dans [6] : les activités (1, 

2), (1, 3), (2, 4), (6, 9) et (7, 8) sont de loi normale avec p = 13.0, 5.5, 5.2, 3.2 et 3.2, 

respectivement et  cr = p/4 dans chaque cas. La loi nonnale est ajustée de façon à ce 

que la densité associée aux valeurs négatives soit reportée en une masse de probabilité 

en O. Les activités (2, 3), (2, 6), (3, 6), (4, 5), (4, 7), (5, 6), (5, 8) et (8, 9) sont de loi 

exponentielle de moyenne 7.0, 16.5, 14.7, 6.0, 10.3, 20.0, 4.0 et 16.5, respectivement. 

L'ensemble C. contient les cinq arcs {(3,6), (2,6), (5,6), (5,8), (4,7)) [5]. La dimen- 

sion du problème est donc s = 13 sans MCC et s = 8 avec MCC. Nous avons choisi 

un seuil z égal à 90, ce qui implique que FT(x) = 0.89, tel que calculé par notre es- 



timateur ayant la plus petite variance empirique. Pour LR, LRp et LHS, nous avons 

utilisé différentes valeurs pour le nombre de points N et rn = 100 copies de la règle 

translatée. Pour la méthode MC, nous avons fait mN répétitions i.i.d., afin que la com- 

paraison soit juste. Le tableau 2.1 donne les facteurs de réduction de variance estimés 

par rapport à l'estimateur MC naïf, c.-à-d., sans MCC. 

TABLEAU 2.1: Facteurs de réduction de Mnance estimés pour l'exemple du MA 

1 1 N 
Méthode 
LHS 
LRP 
LR 
MCC 
LHS+MCC 
LRp+MCC 
LR+bICC 

La combinaison de LR avec MCC (dernière ligne) est décidément gagnante pour 

ce problème. De plus, les facteurs de réduction de variance augmentent quasiment 

de façon linéaire avec iV : nous avons estimé le facteur de réduction de variance en 

continuant à quadrupler (environ) le nombre de points et avons obtenu 6423 (avec 

Ai = 262139 points), ce qui confirme cette tendance. Autrement dit, la variance de 

l'estimateur LR+MCC semble avoir un taux de convergence dans l'ordre de W2. 

Le temps de calcul de cet estimateur est inférieur à celui de MC pour une taille 

d'échantillon équivalente, puisque LR et MCC réduisent tous d e w  l'effort de calcul, 

en plus de réduire la variance. La combinaison de LHS avec MCC réduit la variance 

par des facteurs non négligeables, tout comme celle combinant LRp et MCC. En fait, 

LHS et LRp donnent environ les mêmes facteurs. Ainsi, du point de vue de l'efficacité 

des méthodes, LRp est mieux que LHS et LR est doublement gagnante, puisqu'elle est 

plus rapide que ces deux méthodes, en plus d'avoir une variance inférieure. Le tableau 

2.2 donne les rapports de temps CPU de chacune de ces trois méthodes par rapport 

à l'estimateur MC naïf (sans MCC). Mous avons effectué les mêmes expériences pour 

différentes valeurs de x ainsi que pou.  l'autre réseau donné dans [5] et les conclusions 

étaient semblables. 



TABLEAU 2.2: Rapports CPU des dinérentes methodes 

Simplement pour donner une idée de la précision des facteurs donnés au tableau 

2.1, les intenailes de confiance au niveau 98% pour les rapports de la première ligne 

(LHS) sont (2.2, 4.4), (3.0, 5.8) et (2.4, 4.6), respectivement. Ceux pour les rapports 

de la demiére ligne sont (187, 364), (586, 1141) et (2158,4197), respectivement. .Ainsi, 

on peut dire que même en tenant compte du bruit sur ces facteurs de rbduction de 

variance empiriques, la méthode LR+MCC demeure significativement supérieure aux 

autres qui sont données au tableau 2.1. 

2.5.2 Options asiatiques 

Combinaison de LR translatée avec d'autres méthodes de réduction de la 

variance 

Considérons le problème où L'on veut évaluer le prix d'une option asiatique sur la 

moyenne arithmétique, pour un actif dont la valeur au temps z i  est dénoté par S(u). 

On suppose que l'évolution de S(u) obéit au modéle de Black-Scholes [10], avec un 

taux d'intérêt sans risque r et une volatilité de o. Sous la mesure neutre au risque, 

cela implique que S(-) satisfait l'équation dfirentielle stochastique 

où B(-) est un mouvement brownien standard. Pour plus de détails sur ce modèle, voir 

[24] ou [56]. La solution de L'équation (2.33) est 

Le prix d'exercice de l'option est dénoté par K et T représente 

La valeur haie de l'option est donnée par max(0, (ifs) Ct=l 

sa date d'expiration. 

S(ti) - K), où & = 



Tl +i(T -Ti)/s, T' est la période de temps qui s'écoule avant que l'on observe les prix 

qui entrent dans la moyenne et s est le nombre de prix entrant dans la moyenne. On 

doit donc générer une trajectoire de B(-)  en déterminant sa valeur aux points tl, .. . , t, 
et ceci peut être accompli en générant s variables aléatoires i.i.d. suivant la loi normale 

standard, puisque B(t,) - B(ti-1) - N(0, A), où A = (T - Tl) /S .  L'espérance de la 

valeur finale, qui correspond au prix que l'on veut estimer, peut être écrite à l'aide de 

l'intégrale en s dimensions suivante : 

OU a(*) est la fonction de répartition de la loi normale standard. 

u n  de réduire la variance, on peut utiliser le prix de l'option sur la moyenne géo- 

métrique comme variable de contrôle (VC) [57], ainsi que des variables antithétiques. 

Des résultats numériques obtenus en combinant ces méthodes avec des règles de réseau 

translatées aléatoirement sont donnés dans [82, 841. Dans [35], l'importance sampling 

(1s) et la stratification (STR) sont utilisés afin de réduire la variance et dans [132], la 

combinaison IS et VC est étudiée. 

En simulation, la méthode IS permet de traiter les "événements rares". Ainsi, 

dans notre cas, elle est surtout utile lorsque l'option est t'out-of-the-monef', c.-à- 

d., lorsque K > S(0). Elle consiste à générer les variables aléatoires de loi normale 

Z, = B(t j )  - B (t j -  i )  SOUS une loi de probabilité modifiée (en changeant les espérances 

E(Zj)) de façon à ce que la valeur finale de l'option prenne plus souvent une valeur 

non-nulle. Bien sûr, l'estimateur doit &re multiplié par  un rapport de vraisemblance 

[35, 701 approprié afin de demeurer sans biais. Notons que dans l'équation (2.34), les 

variables aléatoires normales Zj sont écrites en fonction des uniformes uj qui sont 

utilisées pour les générer par inversion, c.-à-d., on a Zj = @-'(uj) .  De son côté, la 

stratification est appliquée sur la variable aléatoire Y = a (Zl, . . . , Z.), où a est un 

vecteur iioptimal" donné. Les Zj sont ensuite générés en conditionnant sur Y. 

Dans nos expériences, nous utilisons le changement de mesure proposé dans [35] 

quand nous appliquons IS. Une méthode alternative est décrite dans (1321, qui est 

basée sur un estimé du gradient de la variance de l'estimateur et qui détermine le 



changement de loi de probabilité au fur et à mesure que la simulation progresse. 

Nous avons fait des expériences afin de comparer différentes combinaisons des 

méthodes ci-dessus et de leur association avec une règle de réseau tramlatee aléa- 

toirement. On dénote par COND la méthode qui génère les Zi en conditionnant sur 

Y, en prenant a égal au vecteur de tendance optimal pour la méthode IS, tel que 

suggéré dans [35] : ce vecteur comprend les espérances E(Zj) sous la loi modifiée que 

l'on utilise pour IS et dépend des paramètres du problème. Lorsque nous combinons 

COMD avec LR, la première coordonnée de diaque point translaté sert it générer 

Y = a - (Zl, . . . , 2,) : c'est ce qui remplace la stratification. Les s - 1 coordonnées 

suivantes du point translaté sont suffisantes pour générer le vecteur (21, . . . , Z,), tel 

qu'expliqué dans (351. Les méthodes IS et STR sont appliquées exactement de la même 

façon que dans [35]. Les règles de réseau ont été choisies à l'aide du critère hf3'132,24,12,8 

et sont données au tableau 3.2. 

hf aint enant , voici comment les différentes méthodes de réduction de la variance 

sont combinées avec LR dans nos expériences. D'abord, on peut voir VC et IS comme 

étant deux façons de réécrire la fonction f que l'on intègre dans (2.34)' qui se trouve 

a être la valeur finale de L'option actualisée au taux sans risque r .  Par exemple, dans 

le cas de VC, f (u) est remplacée par f (u) + & J ~  - g(u)), où g(u) est la valeur finale 

de l'option sur la moyenne géométrique actualisée au taux sans risque r (en utilisant 

le vecteur u pour générer les s normales requises dans le calcul de cette valeur finale), 

p,, = ho+i), g(u)du représente le prix exact de l'option sur la moyenne géométrique (que 

l'on peut calculer, voir [SI) et est le coefficient habituel associé à la méthode de la 

variable de contrôle, que l'on peut estimer en utilisant les mêmes simulations (69, 70). 

Lorsque l'on combine VC et IS, nous appliquons d'abord IS, car le changement de 

mesure proposé dans [35j a été défini pour fonctionner avec l'estimateur naïf et non 

avec l'estimateur contrôlé. Ce faisant, on obtient une nouvelle fonction à intégrer, sur 

laquelle on peut, ou non, appliquer une règle de réseau. Pour plus de détails sur la 

façon de combiner IS et CV dans le cas de l'estimateur MC, voir [132]. Finalement, 

on peut voir COND + LR simplement comme une alternative à LR pour générer les 

s normales requises pour simuler le mouvement brownien définissant la trajectoire de 



l'actif sous-jacent, une fois VC et/ou IS appliqué(s) à la fonction. 

TABLEAU 2.3: Facteurs de réduction de variance estimés pour l'exemple des options 

asiatiques 

Le tableau 2.3 contient les facteurs de réduction de variance estimés, pour cer- 

taines combinaisons de méthodes. Les paramètres de l'option sont S(0) = 50, cr = 0.3, 

r = 0.05, K = 55, T = 1 année, Tl = O et s = 64. Parmi les combinai- 

sons données dans le tableau (et toutes les autres que nous avons essayées), celle 

qui gagne est VC+IS+COND+LR. Cet estimateur est meilleur que la combinaison 

MC+IS+COND+STR de [33] par un facteur d'environ 4. LR seul est mieux que MC 

par un facteur d'au moins 6. Remarquons que VC+LR, qui est très simple, performe 

déjà plutôt bien et fait mieux que IS+LR, même si nous avons choisi un prix d'exercice 

K supérieur à S(O), ce qui devrait en principe favoriser IS par rapport VC. En effet, 

d'autres expériences (telles que rapportées dans (82,841) nous indiquent que l'efficacité 

de VC décroît généralement avec K et s, alon que celle d'IS augmente avec K t  tel 

qu'expliqué dans [132, 351. De son côté, LR seule a la même tendance que VC, c.-à-d., 

son efficacité décroît avec K. Cela est dû au fait que lorsque K est grand, la fonction 

f que l'on intègre est nulle sur la plupart du domaine [O, 1)' et donc, la bonne distri- 

bution des points de la règle n'est pas très utile. Ces deux tendances complémentaires 

(celle de VC ou LR et celle de IS) semblent créer un effet positif lorsque IS et VC sont 

combinées et de même pour la combinaison IS + LR. De plus, en utilisant les trois 

méthodes (IS+VC+LR), on fait mieux que n'importe quelle combinaison de deux. 



Encore une fois, on peut calculer des intervalles de confiance au niveau 98% pour 

les facteurs théoriques de réduction de variance en utilisant les rapports empiriques 

du tableau 2.3. Par exemple, on obtient pour la méthode MC+IS+COND+STR les 

intervaiies (1050, 2O43), (1116, 2171) et ( I l i f ,  2173). Pour la méthode LR, on obtient 

(4.5, 8.7), (4.7, 9.1) et (8.4, 16) et pour la combinaison gagnante VC+IS+COND+LR, 

on obtient (4260, 8285), (4313, 8387) et (47'96, 9327). 

Comparaison de L R  stratifiée avec LR translatée 

Dans le tableau suivant, nous donnons les facteurs de réduction de variance obtenus 

en utilisant l'estimateur jiLRSt : cette méthode est dénotée par "LRSP dans le tableau. 

Pour construire la base, nous avons utilisé le logiciel LatMRC [76] : nous avons pris les 

vecteurs formant la base réduite de Minkowski en dimension s (nous avons introduit 

ce concept à la page 63 ; voir (771 pour plus de détails). Nous donnons aussi les facteurs 

de réduction obtenus avec la règle de réseau qui a servi à construire PLRSL, mais qui 

est simplement translatée aléatoirement : cette méthode est dénotée par "LR" dans le 

tableau 2.4. Les règles de réseau ont été choisies a l'aide du critère A l 8  (dont la définition 

se trouve à l'équation (2.13), page 35) et se trouvent dans [75]. La colonne "CPU" 

indique le rapport entre le temps moyen requis pour calculer l'estimateur bLRSL (OU 

dLR1 pour la méthode LR) et celui requis pour PMc. Lorsque des variables antithétiques 

e t  la variable de contrôle mentionnée précédemment sont utilisées, nous dénotons cette 

méthode par ".4CV" et les facteurs sont donnés par rapport à l'estimateur MC qui 

utilise ces deux techniques. Sinon, on a l'estimateur 'haiF' . Les paramètres du modèle 

pour L'option sont S(O) = 100, r = In 1.09, a = 0.2, T = 120 jours et Tl = T - s jours. 

Ces résultats nous indiquent que la stratification n'est pas très payante pour cet 

exemple : la variance empirique n'est jamais significativement supérieure à celle de 

l'estimateur MC, mais on ne gagne jamais non plus par des facteurs importants (au- 

dessus de 1.8). En tenant compte du temps supplémentaire requis pour calculer Fm, 
par rapport à la méthode MC, on peut même dire que l'on perd pour ce qui est de 

l'efficacité. Nous avons essayé d'autres règIes de réseau, mais sans plus de succès. En 

comparaison, l'estimateur iLR obtient de très bons résultats et est plus rapide que MC. 
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TABLEAU 2.4: Facteurs de réduction de variance amen& par fist, par rapport à fitR 

90 100 110 CPU s N Méth. K = 
10 1021 LRSt 

1021 LR 

..\insi, même si l'estimateur f iLRS1 est plus SUI théoriquement que oLR (étant donné que 

la réduction de variance est garantie pour le premier), il semble qu'en pratique, il est 

possible d'obtenir des estimateun ayant une bien plus petite variance en utilisant une 

régle de réseau translatée aléatoirement. 

90 100 110 CPU 
1.6 1.4 0.98 2.5 
251 131 75 0.8 

2.5.3 Probabilité de ruine 

!Vous décrivons d'abord le modèle. puis les trois estimateua qui sont testés dans 

la deuxième partie a h  de comparer l'utilisation d'une règle de réseau translatée 

aléatoirement avec la méthode MC. 

4093 LRSt 
4093 LR 

30 1021 LRSt 
1021 LR 
4093 LRSt 
4093 LR 

Modèle et méthodes d'estimation 

1.6 1.8 1.5 2.5 
462 297 86 0.8 
0.94 1.0 1.2 4.4 
169 56 23 0.8 

0.94 1.1 0.99 4.3 
224 94 44 0.8 

Une compagnie d'assurances reçoit des réclamations à des temps aléatoires et  de 

taille aléatoire. Plus précisément, on dénote par S( t )  = ~ 2 )  le processus de 

réclamations accumulées, où N(t) représente le nombre de réclamations reçues pen- 

dant l'intemalle de temps (O, t] et Y& est le montant de la ke réclamation. En retour du 

paiement des réclamations, la compagnie reçoit des primes à un certain taux c(*), qui 

peut dépendre du processus de surplus U(.). Ainsi, on a dU(t) = c(U(t))dt  - dS(t) ou, 

de façon équivalente, U(t) = c(U(u))dv - S(t). On cherche à évaluer la probabilité 

de d e  étant donné un surplus initial u. 

$(u) = P(U(t) < O pour un certain t 2 O 1 U(0) = u). 



Nous allons faire l'hypothèse que N(-) est un processus de Poisson de taux X et que les 

tailles des réclamations Y&, k = 1,2, . . . , sont des variables aléatoires i.i.d. de moyenne 

p. De plus, on suppose que la fonction de prime est constante et que le processus 

de surplus gagne de l'intérêt B un taux 6. Ces deux hypothèses reviennent en fait à 

supposer que c(x) = c + &, où c et 6 sont deux constantes non négatives [34]. 

Habituellement, $(u) est très petite : la ruine est un événement mre. Ainsi, l ' ap  

proche naïve consistant à simuler le processus d'arrivée des réclamations jusqu'à ce 

que la N i n e  se produise risque d'être très inefficace. Comme approche alternative, on 

peut utiliser l'importance sampling pour faire les simulations et c'est une des trois 

méthodes que nous considérons dans les résultats numériques. On explique dans [2] 

comment les lois de probabilité doivent être changées dans le cas où 6 = O. Dans le cas 

particulier où les tailles des réclamations sont de loi exponentielle, le changement de 

mesure optimal est connu [2]. Lorsque b > O, le problème est plus compliqué, car on 

doit alors modifier de façon locale les paramètres de la fonction de répartition au cours 

de la simulation : voir [4] pour plus de détails et [131], qui présente des algorithmes 

permettant d'appliquer l'importance sampling dans ce contexte. 

Afin d'estimer îi>(u), on peut également utiliser la dualité entre U(*) et le processus 

de stockage X(-) défini par 

et une valeur initiale X(0) posée égale à u. En supposant que c > AB, ce processus 

est récurrent positif, ce qui signifie que l'espérance du temps qui s'écoule entre deux 

visites au point u est finie. .Ainsi, on peut écrire [3] : 

+(u) = 1 - lim D n  (u) 
"" x;=i Ti ' 

oh D,,(u) est le temps total passe par X(-) sous le niveau u avant son ne saut et Ti est 

le temps entre le (i - 1)' saut et le ie saut de X(-). La figure 2.7 illustre un exemple 

de trajectoire pour le processus X(b) ainsi que la valeur de D,(u) et Ti. 
Donc, une deuxième méthode pour estimer @(u) est de simuler 1 réclamations, puis 



FIGURE 2.7: Exemple d'une trajectoire de X (t) 

de calculer l'estimateur 

Cette approche est utilisée dans [92]. Le nombre 1 de réclamations doit être choisi 

suffisamment grand pour que la plupart du biais, qui décroît lentement, disparaisse. 

Toutefois, les propriétés de .Y(*) font en sorte que l'on peut utiliser la méthode 

regénérative pour estimer $(u), comme cela est fait dans [131], par exemple. Les temps 

de regénération sont les instants où X (t) atteint u. Avec cette troisième méthode, 

les simulations i.i.d. correspondent aux cycles de X(-), plut6t qu'à une suite de 1 

réclamations. Cela signifie que dans lTestimateur (2.35), le nombre 1 devient aléatoire 

et correspond au nombre de réclamations dans le cycle regénératif simulé. 

Pour chacune des trois approches, MC ou QMC peut être utilisé. En supposant 

que toutes les variables sont générées par inversion, on a besoin de deux U(0,l) par 

réclamation : une pour la taille et une pour la durée interarrivée. Ainsi, la dimen- 

sion du problème est égale à deux fois le nombre de réclamations par simulation. 

Avec l'importance sampling et l'approche regénérative, le nombre de réclamations est 

aléatoire et augmente (stochastiquement) avec u, pour une simulation donnée. Avec 

l'estimateur (2.35), ce nombre est égal à 21, mais la dimension effective (que nous 

avons brièvement délînie à la page 8 de l'introduction) est probablement plus pe- 

tite que cela, car les interactions qui contribuent le plus à la Mnance sont celles qui 



ont lieu entre des variables associées à un même cycle regénératif. Remarquons que 

pour ce problème, il est très important d'utiliser des ensembles de points à faible 

discrépance pour lesquels les projections PN(I) sont bonnes de façon uniforme. En 

effet, puisque l'on peut associer chaque cycle de la simulation à un sous-ensemble 

I de coordonnées successives dans (1,. . . ,221, cela nous garantit que mêmes si les 

simulations sont longues (car 1 est grand), chaque cycle est simulé en utilisant un 

ensemble PN (1) bien distribué. Les ensembles de points stationnaires dans h dimen- 

sion (voir page 12 de L'introduction) choisis à L'aide d'un critère qui regarde plusieurs 

projections ont cette propriété. Nous venons à la section 3.2 que les règles de Ko- 

robov (voir section 2.1.2) avec N premier sont stationnaires dans la dimension. De 

plus, la structure de ces règles permet de traiter sans problème le cas OU la dimension 

est aléatoire. Ceci est dû au fait que ce type de règle est déterminé par un seul pa- 

ramètre, soit l'entier a définissant le vecteur générateur de la règle, une fois le nombre 

de points N choisi. Ainsi, un point x, d'une règle de Korobov en t dimensions donné 

par x, = (i - 1) ((1, a, . . . , ut-') mod iV) 1.V peut être "allongé" autant que l'on veut 

en utilisant la relation 2, = (i - l)(aj-' rnod N)/X afin de générer les coordonnées 

des dimensions j = t + 1, t + 2 , .  . . . Nous utilisons donc ce type de règle dans nos 

expériences numériques. 

Résultats numériques 

Nous présentons maintenant les résultats obtenus à la suite d'expériences conduites 

afin de voir si les règles de réseau translatées aléatoirement pouvaient f ' r e  mieux que 

MC pour ce problème, dépendamment de l'approche choisie pour faire les simulations 

et des paramètres du modèle. 

Nous avons utilisé une loi de probabilité exponentielle pour la taille des réclama- 

tions dans tous les exemples. Cette hypothèse n'est pas très réaliste, mais dans ce 

cas, $(u) a une solution analytique [34], ce qui permet de comparer les résultats de 

la simulation avec les résultats théoriques et donc, on peut calculer le biais de chaque 

estirnateur. On dénote par DUAL la méthode oii l'on simule 1 réclamations et où 

l'on utilise l'estimateur (2.35), par REG' la méthode où la simulation regénérative est 



utilisée et par IS celle où on utilise l'importance sompling. 

Les tableaux donnent les facteurs de réduction de variance estimés par rapport 

B la méthode MC. Les règles de réseau ont été choisies à l'aide du critère Ms (que 

l'on a défini à l'équation (2.13), page 35) : on peut les trouver dans [75]. Nous faisons 

toujours m = 100 translations aléatoires modulo 1 de la règle de réseau que l'on utilise 

et l'estimateur MC est basé sur mN répétitions i.i.d., afin que la comparaison soit 

juste. Dans le tableau 2.5, nous donnons aussi le rapport moyen du temps CPU requis 

pour calculer l'estimateur LR sur celui requis pour l'estimateur MC. Dans chaque 

tableau, nous ne nous occupons pas de comparer le biais (empirique) de l'estimateur 

LR avec celui de MC, car le biais est le même pour les deux méthodes. Par contre, 

une fois les tableaux présentés, nous ferons quelques remarques sur le biais associé à 

chacune des trois méthodes de simulation. 

TABLEAU 2.5: Méthode DUAL 

Dans le tableau 2.5, LR réduit la variance de façon significative : par un facteur 

d'au moins 13 quand u = O et d'au moins 2 quand u = 10. En termes d'efficacité, 

LR a l'avantage supplémentaire de nécessiter moins de temps CPU que MC. Par 

exemple, quand u = O et N = 16381, LR améliore l'efficacité par un rapport de 70. Les 

facteurs augmentent avec N ,  mais pas aussi rapidement que dans l'exemple du réseau 

stochastique d'activités. Les facteurs de réduction de variance décroissent avec u, sans 

doute parce que la dimension effective est plus grande dans ce cas. Remarquons que 

la dimension du problème est égale à 8000 ici. Ainsi, il serait probablement impossible 

d'utiliser un (t, m, s)-réseau dans ce cas (ce type de méthode QMC a été mentionné 

CPU 0.74 1 0.73 



a la page 12 de l'introduction). En effet, les (t, m, s)-réseaux (avec t > O) ne sont 

généralement pas stationnaires dans la dimension et de plus, ils sont habitueliement 

construits d'une façon telle que les proprié tés d'équidistribution des projections PN(I) 

se détériorent à mesure que I contient des indices qui deviennent de plus en plus près 

de s et donc, les dernières réclamations dans la simulation seraient intégrées par des 

points mal distribués. 

Pour donner une idée de la précision des facteurs donnés au tableau 2.5, les inter- 

valles de confiance au niveau 98% pour le rapport des wnances théoriques associées 

à la première ligne (N = 251) sont (9.7, 19) et (1.6, 3.0) et ceux de la dernière ligne 

(N = 16381) sont (36, 71) et (3.3, 6.5). 

Nous avons également effectué des expériences afin de voir comment les facteurs 

de réduction de  variance étaient affectés par la valeur de 1. Le tableau 2.6 résume ces 

expériences : on y indique, pour la règle de Korobov d'ordre N =251 qui est la meilleure 

par rapport à il&, les facteurs de réduction de variance empiriques par rapport à la 

méthode MC, pour trois valeurs de 1 (5000, 10000 et 20000). 

TABLEAU 2.6: Méthode DUAL, cas où N < 21 

On voit donc ici que pour un !V fixé, si 1 augmente, les facteurs demeurent à peu près 

constants. Ceci confirme en quelque sorte notre hypothèse que la dimension effective 

du problème dépend de la longueur des cycles et est indépendante de 1. Remarquons 

que dans le tableau 2.6, le nombre de points N = 251 est inférieur à la dimension 21 

(10000, 20000 et 40000). Cela n'affecte pas la qualité de la méthode, car même si à la 

base, chaque simulation i utilise alors un point . . . , dont les composantes se 

répètent, la translation aléatoire fait en sorte que ces 21 points deviennent des U(0,l) 

i.i.d. et ainsi, la forte corrélation (qui serait destructive) qu'on avait à l'intérieur du 

point disparaît. Par contre, la corrélation entre les simulations (que l'on espère être 



constructive) demeure malgré la randomisation, puisque la structure de réseau de PN 

est préservée sous la translation. 

Le tableau 2.7 donne les résultats obtenus avec l'importance samplang (1s). Le taux 

TABLEAU 2.7: Méthode IS 

d'intérêt est fixé à 0, aiin que le changement de mesure puisse facilement être fait. Les 

1V 

8191 

16381 

rapports sont donnés par rapport à la variance de l'estimateur MC sans 1s. La dernière 

ligne donne le nombre moyen de réclamations par simulation. Ce nombre, multiplié par 

Méthode 
Il(4 + 
MC 
LR 
MC 
LR 
r 

deux, nous donne une idée de la dimension du problème pour ce type de simulation. 

Pour cet exemple simplifié, 1'1s réduit la variance par des facteurs importants (première 

u = 3.54 
O .5 
44 
59 
44 
79 

26.7 

ligne pour chaque valeur de N )  : cela rend la tâche plus ardue pour que LR amène 

u = 29.6 
0.0 1 
4278 
4471 
4278 
5291 
174.5 

une amélioration additionnelle. Malgré cela, LR réussit quand même à aller chercher 

une réduction de variance supplémentaire, allant jusqu'i un facteur de 1.8 quand 

= 0.5 et  N = 16381. Comme prévu, LR réussit mieux quand u est plus petit. 

Ceci est intéressant, car IS a la propriété inverse : il améliore davantage par rapport à 

MC lorsque @(u) diminue, ou, de façon équivdente, lorsque u augmente. Ainsi, LR et 

IS sont deux méthodes complémentaires qui semblent se combiner avantageusement, 

comme c'était le cas pour les options asiatiques (voir au tableau 2.3). 

TABLEAU 2.8: Méthode REG 

8191 LR 
16381 LR 2*4 

7.3 42.7 

Finalement, nous donnons les résultats obtenus en utilisant la méthode regénéra- 



tive au tableau 2.8. Dans ce cas-ci, LR réduit la variance par des facteurs qui varient 

entre 2 et 4. Lorsque 6 = O, il est connu que 1s peut donner des estimateurs plus 

précis que la méthode reghérative [2]. Toutefois, lorsque 6 > O, IS est plus difficile 

A appliquer, alors que la méthode regénérative fonctionne bien pour n'importe quelle 

valeur de 6. 

On peut donc se demander laquelle parmi les méthodes DUAL et REG est la plus 

appropriée lorsque IS est compliqué à utiliser. Si on compare ces deux méthodes du 

point de vue du biais, celui dans REG n'est pas aussi persistant qu'avec DUAL : par 

exemple, quand u = 10, on sait que c/i( lO) = 3.9123e-2 et l'estimateur obtenu avec REG 

vaut $(IO) = 3.9%-2, alors qu'avec la méthode DUAL, on obtient $(IO) = 3.98e-2. 

C'est d'autant plus décevant que ce dernier est basé sur beaucoup plus d'observations 

(4000/43 = 93 fois plus). 

En ce qui concerne la variance, il faut faire attention Lorsque l'on compare les 

estimateua, puisque les méthodes n'utilisent pas le même nombre de réclamations par 

simulation, même une fois les paramètres du modèle fixés. Pour faire des comparaisons 

justes, une possibilité est de multiplier la variance par le nombre de réclamations par 

simulation. En faisant cela pour comparer DUAL et REG, on se rend compte que 

même si s2 est beaucoup plus petit avec DUAL (1.90e-12, au lieu de 2.464 pour 

REG), après normalisation, les deux variances sont quasiment égales (2.82e-7 et 2.86e- 

7, respectivement). 

Ainsi, lorsque IS ne peut être appliqué aisément, la méthode regénérative semble 

être plus appropriée. Par contre, si le modèle ne donne pas lieu à un processus 

regénératif, nous n'avons pas vraiment d'autre choix que d'utiliser DUAL. 



Chapitre 3 

Critères de sélect ion et projections 

sur les sous-espaces de l'hypercube 

Dans ce chapitre, nous regardons comment les propriétés des projections de la règle 

de réseau choisie et de la fonction à intégrer peuvent nous informer sur le comportement 

de la vaxiance de l'estimateur jiLR défini en (2.15), page 37, obtenu par translation 

aléatoire. Cette étude nous conduit i la définition d'un nouveau critère de sélection 

basé sur le test spectral pour choisir les règles de réseau. Pour parvenir à ce but, nous 

faisons d'abord des rappels sur Ia décomposition ANOVA d'une fonction, car nous 

utilisons cette décomposition afin de justifier la forme de notre critère de sélection. 

Xous revenons aussi sur le concept d'ensemble de points stationnaire dans la dimension 

et de règles de réseau (complètement) projection-régulières, car plusieurs résultats 

présentés dans ce chapitre supposent que les règles ont ces propriétés. Ensuite, nous 

expliquons le lien entre la décomposition hNOx4 d'une fonction et celle en série de 

Fourier, ce qui nous permet de relier notre critére de sélection avec l'expression (2.16) 

pour la variance de fiLR, puis nous donnons des résultats sur la vaxiance de l'estimateur 

CILR lorsque la fonction est polynômiale. 



3.1 Décomposition ANOVA 

La décomposition d'une fonction en composantes ANOVA [51, 251 a été souvent 

utilisée [44, 45, 46, 105, 106, 1071 récemment pour tenter d'expliquer le comporte- 

ment des méthodes QMC, notamment en ce qui a trait à l'intégration de fonctions en 

très grande dimension. Motivé par des exemples numériques en 360 dimensions reliés 

à l'évaluation de produits financiers, Paskov et Traub [110] ont d'abord introduit le 

concept de dimension effective d'une fonction f ,  qui correspond en gros au nombre 

de variables qui suffisent pour expliquer la majeure partie de la vaxiabilité de f .  Nous 

donnons une définition plus précise tirée de [14, 461 au': équations (3.4) et (3.5). Pa- 

rallèlement, Owen a utilisé dans (105, 1061 la décomposition ANOVA d'une fonction 

pour démontrer des résultats sur la variance des (t, m, +réseaux brouillés et dans [107] 

pour montrer comment optimiser sa méthode de 17échantillonnage du supercube latin 

(LSS). Hickernell [44,45] a aussi utilisé ce concept pour proposer de nouvelles mesures 

de discrépance et donc, de nouvelles bornes sur l'erreur d'intégration. 

Dans cet ouvrage, la décomposition ANOVA d'une fonction sera utilisée pour jus- 

tifier la forme du critère de sélection que nous proposons à la section 3.5. L'idée est la 

suivante : cette décomposition réécrit la fonction f : [O: i)$ + R comme une somme de 

fonctions fr associées chacun des sous-ensembles I C S = (1, . . . , s). Chacune des 

composantes fr a une variance associée o: et les rapports a:/02 peuvent être utilisés 

d n  de quantifier l'importance de chaque composante fr, puisqu'on peut montrer que 

Vu(  f )  = a2 = El 0;. Or, on sait qu'i mesure que la dimension augmente, il devient 

de plus en plus difficile de trouver un ensemble de points PN tel que chaque projection 

PN(I) est bonne et donc, dans ce cas, on peut utiliser les rapports a:/a2 afin de nous 

indiquer quelles sont les projections PN(I) pour lesquelles on devrait s'assurer d'avoir 

une bonne distribution, c.-à-d., qui devraient être considérées dans notre critére de 

sélection. 

Les deux prochaines sous-sections donnent de façon formelle les définitions associées 

à la décomposition MOVA et les références utilisées pour cette partie sont [46, 1071. 



3.1.1 Composantes ANOVA de f 

Définition 3.1.1 ([46, 107') Soit f E C2. Lu décomposition ANOVA de f est donnée 

et  IC est le complément de I dons S. 

Donc, la composante ANOV.1 fI correspond à la partie de f qui dépend seulement 

de XI, oii XI = (x,)  j i I .  De plus, cette décomposition est telle que 

ce qui signifie que i(,,,,. fI(x)dx = O si I est non vide et ho,l)a /0(x)dx = P. De plus, si 

I # J, alors ho,,), fr(x)f~(x)dx = 0. *Ainsi, si on pose 

alors on a que 

L'importance relative des o: nous indique quelles variables ou quels sous-ensembles 

de variables sont les plus importantes [46]. Dans cet ouvrage, c'est davantage la 

décomposition de la variance o2 telle que définie par (3.3) que nous utilisons, plutôt 

que celle qui réécrit f comme on le fait a la définition 3.1.1. 

3.1.2 Dimension effective 

On dit qu'une fonction est de dimension tronquée st en proportion pt [14, 46) si 

et elle est de dimerision superposée s, en proportion p, [14, 461 si 



Dans le premier cas, on a que les st  premières variables contribuent à 100pt% de la 

variance de f ,  alors que dans le second, ce sont les sous-ensembles comptant au plus 

s, variables qui contribuent à 100p,% de la variance de f.  Ces définitions laissent 

entendre que at (ou 8,) sont M e s  à l'avance et qu'on trouve le pt (p,) correspondant. 

De façon équivalente, on pourrait d'abord fixer pt (p , ) ,  remplacer les égalités par des 

2 dans les définitions et trouver le st  (9, )  minimal satisfaisant l'inégalité. 

Dans [85], nous avons défini un autre concept de dimension effective, basé sur 

l'idée que certaines fonctions ont des composantes jl qui sont plus importantes lorsque 

le sous-ensemble I est composé d'indices successifs. Plus précisément, on dit qu'une 

fonction est de dimension successive superposée su en proportion pu si 

où S(s,, 1) est l'ensemble des I à indices successifs, tels que 1 5 11 1 5 su. 
Icil ce sont les sous-ensembles comprenant des indices successifs et n'ayant pas plus 

que 3, éléments qui contribuent à 100pu% de la variance totale de f . Contrairement 

aux deux définitions précédentes, en prenant pu égal à 1, il n'est pas certain que l'on 

puisse trouver un entier s, entre 1 et s qui satisfasse la définition, puisque même 

lorsque su est égal à s, on ne considère pas tous les sous-ensembles I C S quand on 

fait la somme des O:. 

.& de motiver la définition de dimension successive superposée, revenons à 

l'exemple de la probabilité de ruine, vu à la section 2.5.3. Dans le cas où on utilise 

l'estirnateur DUAL, dans lequel on a l réclamations par simulation, on peut supposer 

qu'en posant su égal au double de l'espérance du nombre de réclamations par cycle 

regénératif, la relation (3.6) devrait être satisfaite pour une valeur pu assez près de 

1, puisque les interactions les plus importantes entre les 21 variables aléatoires de la 

simulation se font à l'intérieur des cycles regénératifs. 

3.2 Propriétés des projections de l'ensemble de points PN 

Dans cette section, nous étudions deux propriétés importantes qui décrivent le 

comportement des projections PN(I) d'un ensemble de points PM. Donnons d'abord 



la définition de stationnarité dans la dimension. Dans ce qui suit, Ï = (1, i2 - il + 
l,.. . , it - il + 1) lorsque I = {il?. . . , it}. 

Déhition 3.2.1 Un ensemble de pointa PN est stationnaire dans la dimension si, 

pour tout 1, J Ç S tels que f = j, on a que 

La stationnarité dans la dimension d'un ensemble de points PN nous garantit l'uni- 

formité de Ia qualité de PN à mesue que l'on "avance" de la dimension 1 à la dimension 

S. Dans le contexte de la simulation, cette propriété est particulièrement importante si 

on doit faire de longues simulations pour lesquelles la mesure de performance à estimer 

dépend de façon assez uniforme de tous les événements de la simulation, comme nous 

l'avons vu pour I'exemple de In probabilité de mine à la section 2.5.3, dans le cas o ù  

on a 1 réclamations par simulation (estimateur DUAL). 

Dans [85], nous démontrons que les ensembles de points PN obtenus à partir d'un 

générateur pseudo-aléatoire pour lequel la récurrence définissant la fonction de tran- 

sition est inversible ont cette propriété. Plus précisément : 

Proposition 3.2.1 [85, Proposition 21 Étant donné une récurrence de 10 fonne ci = 

T ( { ~ - ~ ) ,  oli T : Z + et 2 est un ensemble fini, si r(-)  est inverszbIe et g : E -t [O, 1 )  est 

une fonction de sortie donnée, alors PN = ((g(fO), . . . , g(fa-i)) : E E), l'ensemble de 

tous les vecteurs (se chevauchant) sur tous les cycles de la récurrence, est un ensemble 

de points stationnaire dans la dimension. 

Une condition équivalente B celle que r(0) soit inversible est de demander que 

chaque cycle déterminé par la récurrence soit purement périodique. Cela signifie que 

pour tout germe Q E P, il existe un entier p égal à la période de la suite 6, Fi , .  . . et 

tel que ci = &+, pour tout i 2 O. 

Comment savoir si r(-)  est inversible ? Dans [86, Theorern 6.111, on dit que si 3 est 

un corps fini, que T ( - )  est de la forme = bk-L&+k-l + bk-2Cn+k-2 + . . . + bOCn f b, 
c. 

avec b, bo, . . . , bk-i E = et que ba est non nul, alors la suite t0, 6,. . . est purement 

périodique. Donc, si on prend un GCL avec un modulo N premier, alors pour n'importe 

quel multiplicateur a E [l, . . . , N - 11, tous les cycles engendrés par la récurrence 



sont purement périodiques puisque dans ce cas, S = ZN est un corps fini, k = 1 et 

bo = a # O. Si le GCL a un modulo N qui est une puissance de deux, on peut montrer 

qu'il suffit de prendre un multiplicateur a impair pour s'assurer que la fonction de 

transition soit inversible. 

En ce qui a trait aux règles de réseau (complètement) projection-régulières, le 

résultat suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour avoir ces pro- 

priétés dans le cas d'une règle de rang 1. Rappelons qu'une règle de rang 1 qui est 

complètement projection-régulière a la propriété que pour tout sous-ensemble I E S 

non vide, la projection PN(I)  contient N points distincts. 

Proposition 3.2.2 180, Proposition 11 Une règle de rang 1 ayant le vecteur généra- 

teur z = (q, . . . , 2,) est projection-régulière si et sealetnent d i  pgcd ( N ,  ri) = 1. Elle est 

complètement projection-régulière si et seulement si pgcd ( N ,  rd) = 1 pour 1 5 d 5 S. 

Donc, une règle de rang 1 d'ordre iV premier est toujours complètement projection- 

régulière, puisque pgcd(N, z )  = 1 pour n'importe quel r E (1, . . . , N - 11. Si N est 

une puissance de deux, il suffit de choisir des composantes i d  impaires pour le vecteur 

générateur. 

Comme conséquence de ces deux propositions, on peut voir que toute règle de 

Korobov (voir la sous-secti~n 2.1.2 pour la définition de ce type de règle) basée sur 

un vecteur générateur ((1, a , .  . . , as-') mod N )  est stationnaire dans la dimension et 

complètement projection-régulière si N est premier ou si L" est une puissance de deux et 

que a est impair. Cela justifie Ie fait que l'on utilise ce type de règle dans nos exemples 

numériques, avec .N premier ou une puissance de deux. De plus, le fait de se restreindre 

à ces règles simplifie les algorithmes de recherche visant à trouver la meilleure règle 

par rapport à un critère de sélection donné, puisque pour N fixé, chaque règle est 

complètement déterminée par le paramètre a. Rappelons également que les règles de 

rang supérieur à 1 ne peuvent avoir la propriété que toutes leurs projections PN(I) 

pour 1 non vide contiennent N points (voir page 29, avant la sous-section 2.1.4). 



3.3 Décomposition ANOVA et série de Fourier 

Dans cette section, nous relions la décomposition ANOVA d'une fonction à ceiie en 

série de Fourier, en regardant comment se décompose la variance dans chacun des cas. 

Ceci est exprimé par le résultat donné à la proposition 3.3.1, qui nous montre entre 

autres que l'on peut calculer les variances a: définies en (3.2) à l'aide des coefficients 

de Fourier de f et donc, saas avoir a définir explicitement les composantes ANOVA fI 

introduites à la définition 3.1.1. De plus, ce résultat va nous permettre de motiver la 

forme du critère de sélection qui sera présenté à la section 3.5 et qui consiste à utiliser 

le test spectral, que l'on a défini à la section 2.1.7, sur les projections PN(I) associées 

aux composantes fr jugées importantes dans la décomposition ANOVA. 

Pour démontrer la proposition 3.3.1, le résultat intermédiaire suivant est utilisé : 

Lemme 3.3.1 Soit E p. Pour un vecteur h E Zs, si on dénote par Ih l'ensemble 

{ j  E S : hj # O ) ,  alors pour tout I C S non vide, Les coeficients de Fourier de la 

composante A N 0  VA f~ de f (voir définition 3.1.1) sont : 

Démonstration : on a que 

- 2 ~ ~ ( h i + i + . . . + h , ~ . ) ~ ~ ~  . . . dx, 

si hj # O pour au moins un j E IC,  
- 2 n 4 7 C j E r  h j z j  dxI sinon, 

où Ic est le complément de I dans S. En effet, si un des hj avec j E IC est différent 

de O, d o n  l'intégrale entre parenthèses en (3.7) vaut O, puisque Ji e-2"J"hl& = 

(sin(2nh) - sin(0) +fi (cos(2~h) - cos(0))) l (2rh)  = O. Maintenant, supposons 

que 4 = O pour tout j E Ic et que hj = O pour au moins un j E 1. Posons 

4 = (j E I : hl = O) et dénotons par I,C le complément de Io dans 1. Alors 



p"sque 10 # 0 et donc, ~o l l )e  f ~ ( x ~ ) & ~  = O (voir la propriété donnée en (3.1)). 

Étant donné que I # Ih est équivalent à 

hj = O pour au moins un j E I ou hj # O pour au moins un j E Ic 

et que l'on a montré que ,fr(h) = O si une de ces deux conditions est satisfaite, il reste 

a montrer que si I = Ih, alors 

fdh) = m* 

où la deuxième égalité suit en interchangeant la somme avec L'intégrale et la troisième 

égalité vient du fait que pour tout J # Ih, jJ(h) = 0. I 

Dans [46, page 1271, une version légèrement moins forte du résultat précédent est 

donnée, car on dit que jr(h) = f(h) si I C Ih, et fr(h) = O sinon. Le résultat qui 

suit nous montre que la décomposition ANOVA de la variance a2 de f et de jitR peut 

être vue comme une façon de partitionner les vecteurs h E B' selon l'espace minimal 

auxquels ils appartiennent, déterminé par les composantes de h qui sont non nulles. 

Proposition 3.3.1 Soit f E L2. Alors pour tout I 2 S non vide, 

où = {h E Zy : Ih = 1). De plus,  si on écnt I'estàmateur blR comme étant 

N 

rçs 

et que pour 1 non vide, on pose 

alors 



Démonstration : d'abord, on a que 

la première égalité venant du fait que ho,,). fI(x)hu = O pour tout 0 # I C S, et la 

deuxième, de l'égalité de Parseval appliquée à fI. Or, par le résultat du lemme 3.3.1, 

on a que 

puisque I = Ih est équivalent à avoir h E H;. Par définition de a:l,, et par orthogo- 

nalité des fr , on a que Vm(jiLR) = CBf u;,LR. Finalement, on peut calculer 

oii la deuxième égalité est obtenue par application de la proposition 2.2.1 à la fonction 

et la troisième, par le lemme 3.3.1. I 

La proposition 3.3.1 fournit aussi une définition alternative aux notions de dirnen- 

sions tronquée et (successive) superposée, en utilisant les coefficients de Fourier de f 

pour décomposer les variances o: utilisées dans les définitions données en ( 3 4 ,  (3.5) 

et (3.6). 

Intuitivement, cette décomposition nous fait voir que pour une fonction donnée, 

la variance sera d'autant plus réduite si le réseau choisi pour l'intégrer a la propriété 

que pour les ensembles d'indices I tels que a: est grand, les vecteurs h E Z; dont le 

coefficient (f(h)12 contribuent le plus à O; ne sont pas dans le réseau dual LI. Si les 

coefficients ~f(h)l  les plus importants sont associés à des "petits" vecteurs h (c.-à-d., 

ayant une petite norme Ilhlll pour un choix de norme à déterminer), alors la propriété 

mentionnée à la phrase précédente devrait être satisfaite de façon approximative si 

les petits vecteurs h E 8; ont été évités par le réseau dual LL. Cela correspond 

en gms à ce que font les critères comme le test spectral pour choisir les règles de 

réseau (dans ce cas, la nome utilisée est la norme euclidienne), si on les applique 

au sous-ensemble PN(I). En effet, si on s'assure qu'il n'y a pas de petit vecteur dans 

Cf = {h : C jEI hjxij E Z, i = 1, . . . , N), alors il n'y en aura pas non plus dans 



LL n Z;, puisque LL n Zi C Lk. C'est l'idée que nous exploitons à la section 3.5, 

lorsque nous présentons notre critère de sélection pour choisir les règles de réseau. 

3.4 Cas oh f est un polynôme 

Nous d o n s  maintenant nous intéresser au cas oh l'on veut intégrer une fonction f 

qui est un polynôme en s variables de degré d, c.-à-d., f est de la forme 

Bien sur, pour ce type de fonction, il n'est pas nécessaire d'utiliser l'intégration 

numérique puisque p peut être calculé de façon analytique. Nous croyons qu'il est 

tout de même intéressant de regarder quelle est la variance de l'estimateur obtenu en 

utilisant une régle de réseau translatée aléatoirement pour ce type de fonction et de la 

comparer avec celle de l'estimateur MC et voici pourquoi. 

Si on peut approximer une fonction non-polynômiale / par une somme de po- 

lynômes, alors l'étude que nous nous proposons de faire est une façon de briser un 

problème compliqué (la fonction f )  en petits problèmes (les polynômes) plus faciles à 

traiter. En particulier, nous allons donner dans le cas des polynômes de degré un et 

deux des conditions sufiantes pour réduire la variance par rapport à MCy qui sont 

assez simples à vérifier. En fait, dans le cas des polynômes de degré 1, nous montre- 

rons que la variance est réduite par un facteur N ,  si on utilise une règle de rang 1 et 

d'ordre M qui est complètement projection-régulière. Ainsi, ces résultats pourraient 

être très utiles en pratique afin d'étudier la réduction de variance (théorique) lorsque 

le problème pour lequel on utilise In simulation est représenté par une fonction f non- 

polynômiale qui peut être approxïmée par une somme de polyn6mes de degré un ou 

deux. Nous ne nous penchons pas dans cet ouvrage sur l'approximation de fonctions 

par des polynômes, mais donnons des outils qui pourront être utilisés si on étudie ce 

problème dans des travaux futurs. 

En prime, l'étude faite dans cette section nous amènera à mieux comprendre la 

justification derrière certains critères de sélection utilisés pour choisir les règles de 



réseau. De plus, elle iiiustre comment la décomposition de Var( f )  = a2 en une somme 

$ = CI a: peut nous aider à comparer la variance des estimateurs DLR et bMc et 

cette décomposition soutient la structure du critère de sélection que nous présentons 

à la section 3.5. Ces deux raisons nous ont incités à présenter les résultats sur les 

polynômes avant de définir notre critère de sélection. 

3.4.1 Calcul des coe5cients de Fourier 

Nous donnons d'abord I'expression pour les coefficients de Fourier lorsque f est 

un polynôme, car c'est l'outil qui nous sert à étudier la variance de l'estimateur jiLR 

défini en (2.15), page 37, sur ce type de fonction. Dans ce qui suit, l'ensemble D(I ,  d) 

représente les combinaisons de degrés à considérer lorsque l'on étudie la projection fr : 

Remarquons que l'on peut avoir d, 2 1 même si j $ I dans la définition de D(I ,  d) : 

l autrement dit, (di,. . . ,d,) E D ( I , d )  si 

Lemme 3.4.1 Soit f un p o l y n h e  tel 

e t  seulement si I C { j :  dj  > 1). 
que donné en (3.9) et soit h E Zs. Alors 

sz IIhI = O, 

Démomtrataon : voir l'annexe B, page xxM. 

Cela signifie entre autres que si f est un polynôme de degré d, a lon sa dimension 

superposée (voir équation (3.5)) est d en proportion 1. 

LYexemple suivant illustre comment le résultat de cette sous-section peut être utilisé 

en combinaison avec ceux de la section précédente afin de déterminer l'importance de 



chaque composante ANOVA d'un polynôme quelconque, sans calculer explicitement 

les fi. 

Exemple 3.4.1 Soit la fonction tridimensionnelle f (xi, x2, 23) = 2x1x2 + 3x3 + $2. 

En utilisant le lemme 3.4.1, on peut calculer les coeficiertts de Fourier de f et on 

obtient : 

et j(h) = O pour tous les autres cas. La variance totale est o2 = 56/45 : en utilWunt la 

proposition 3.3.1 et les coeficients ci-dessus, elle peut être décomposée comme étant 

La somme de of,) = 1/12, ofiI = 1/3, of3) = 415, et = 1/36 (les autres of 

étant nuls). Duns ce c a s 4 ,  les compostzntes unidimensionnelles f (23) et f [2) (x2), 

contribuent à environ 64% et 27% de la uariance totale, respectivement. 

3.4.2 Ddfinition de la mesure de qualité P,,(I) 

Maintenant que nous connaissons les coefficients de Fourier de f ,  nous pouvons 

calculer explicitement Var(fiLR) et Var(SMC) à l'aide des propositions respectives 2.2.1 

(page 37) et 2.2.2 (page 42), les comparer et essayer de trouver des conditions suf- 

fisantes pour avoir Var(PLR) 5 Var(Psic). Pour arriver à cela, il est plus facile de 

regarder d'abord quelle est la variance au niveau des projections, c.-à-d., de comparer 

ail,, (qui est définie à la proposition 3.3.1) et a:. Xous allons donner à la prochaine 

sous-section une expression pour o:LR qui isole les caractéristiques de la règle employée 

de celles de la fonction, un peu comme le font les bornes sur l'erreur déterministe de 

type D(PN)V(/) introduites à l'équation (1.6). Nous utilisons la notation Pa, (1) pour 

représenter les composantes de &R dépendant de la règle et pour chaque on 

a un ensemble de termes Pa,(I) qui lui sont rattachés. Nous définissons Pa, (1) ci- 

dessous, passons le restant de la sous-section B donner des formules pour calculer cette 

quantité et l'utilisons pour d é h h  une ginéralisation du critère Pt. 



Définition 3.4.1 Soit L un réseau, I C S non vide et = un vecteur 

d'entiers tel que aj 1 2 pour tout j E I et que xjel aj = O mod 2. On définit 

La condition xjEI aj = O mod 2 est là simplement pour s'assurer que PaI(I) ne vaut 

pas 0. 

Cette mesure Pa, (1) est reliée au critère P: défini à l'équation (2.9). La différence 

est que l'on ne somme que sur les vecteurs h E LL n z; et que les différentes 

composantes hj de h ne sont pas nécessairement élevées à la même puissance. Plus 

précisément, étant donné que {Z;)B+ICs - focme une partition de Z\{O), la relation 

entre les deux définitions est que 

Si on utilise des puissances (Y, paires, alors on peut obtenir une formule pour Pa, (1) 

qui se calcule en O(NI1I) : 

Lemme 3.4.2 Soit PN = L fi [O, 1)' une règle de réseau d'ordre N ,  I C S et = 

(a,) jar un vecteur d'entiers pairs avec aj 2 2 pour tout j E I .  Alors 

Démonstration : on doit utiliser le fait que la décomposition en série de Fourier d'un 

polynôme de Bernoulli dont le degré a est pair est donnée par [46] 

Ainsi, on obtient 



où la deuxième égalité est obtenue en changeant t'ordre des sommes sur h et sur i et 

la troisième &alité vient de [116, Lemmu 2.71 (voir l'équation (2.6)) et du fait que aj 

pair implique que Ih, ldaj  = hyaj. I 

Cette formule ressemble à celle pour le P:, sauf qu'ici, le terme qui est multiplié 

dans le produit sur j E I est [- (-1) ( 2 ~ )  B&, (si ,) / (a j )  !] au lieu de [l - (- 1)Qj/2 

(2r)"j Ba, (xij)/(oj)!] et il n'y a pas de (-1) en avant du produit de 1/N avec la somme 

sur les i = 1, .  . . N .  

.d, l'aide des Pa, ( I ) ,  on peut généraliser la définition de P' à une mesure 

et obtenir une formule se calculant dans O(Ns) de la facon suivante : 

Lemme 3.4.3 Soient al, . . . , a, des entiers. Posons 

Si chaque aj est pair, alors 

1 " s  ( - 1)"j I?(2*)"1/2 
Pa, ..... ,. =-1+-xn [I- 

oj! ~a~ (Xij)] *V i=l j= l  

Démonstration : on a que 

la deuxième égalité vient du lemme 3.4.2 et la troisième est obtenue en changeant 

l'ordre de sommation. I 

Quel est t'avantage de Pa, ,..,,, sur P: ? Avec Pal ,..., , , on peut accorder à chaque 

dimension j E S pIus ou moins de poids en ajustant les a j : plus a, est petit, plus la 

je coordonnée a de l'importance. 



Dans le cas où III = 1 et que la règle est de rang 1, on a la formule suivante pour 

P,({j)) ,  qui sera utilisée à plusieurs reprises dans les sous-sections suivantes, ainsi que 

dans le chapitre 5 : 

Lemme 3.4.4 Si on utilise une 

projection-régulière, alors pour (Y 

règle de rang 1 et d'ordre N qui est complètement 

> 2 pair, on a que 

OU C(a) mt la fonction zeta de Riemann évaluée en a. 

Démonstration : puisque la règle de rang 1 est complètement projection-régulière, par 

la proposition 3.2.2, cela signifie que pgcd(zj , N) = 1, où (ri, . . . , 2,) est le vecteur 

générateur de la règle. Ainsi, les seules solutions à h t j  = O rnod N sont de la forme 

h = ZN,l E Z pour j = 1 , .  . . ,S. Donc, h E LLnZij l  si et seulement si (hi = O rnod N ,  

hj # O et hk = O si k # j), ce qui  implique que 

qui est défini, puisque a > 1. La deuxième égalité vient du lait que a est pair. I 

Puisque les projections unidimensionnelles d'une règle de rang 1 qui est complète- 

ment projection-régulière sont toujours données par {O, 1/N,. . . , ( N  - 1)lN) et donc, 

sont indépendantes de la règle, il est normal qu'on ait une formule pour P,({j)) se 

calculant dans O(1) plutôt que dans O ( N ) .  Le lemme suivant est lui aussi très facile à 

démontrer, mais nous le donnons quand même, car il sera utilisé dans la démonstration 

de résultats ultérieurs. 

Lemme 3.4.5 Soit 1 Ç S et a1 = (aj)jcr un vecteur d'entiers avec aj >_ 2 pour tout 

j E I .  Alors 

Démonstration r puisque aj > 2 pour tout j E 1, alors 1 hya' 1 5 h ~ *  pour tout hi E Z 

e t  donc 



3.4.3 Expression et borne pour la variance 

Nous pouvons maintenant donner le résultat qui décompose la variance oftLR en 

une somme pondérée de ces Pa, (1). Afin de faciliter la présentation, nous définissons 

les ensembles Al,d et A& qui sont utilisés afin de décrire la somme sus-mentionée : 

Ar,d = {al : 2 5 aj 5 2(d - 111 + 1) pour tout j E 1, C a ,  = O mod 2), 
j € I  

Axd = {('YI : 2 I a, 5 2(d - 111 + l), aj = O mod 2 pour tout j E 1). 

Donc, A& est un sous-ensemble de AIld.  

La proposition qui suit nous donne une expression pour of et pour o: LR qui sont 

toutes deux exprimées sous la même forme, de façon à ce qu'il soit plus facile ensuite 

de comparer ces deux quantités. Dans les deux cas, on a une somme sur un vecteur 

et les termes de cette somme sont formés du produit de y,, (1) (qui dépend seulement 

de la fonction) avec 2' njEI C(aj) dans le cas de o? et Pa, (1) dans le cas de o:l,,. La 

somme qui nous donne of contient moins de termes que celle définissant o : , ~ ~  car dans 

le premier cas, on somme sur les û.1 E Atd et dans le deuxième, sur les al E AI,d. * 

Proposition 3.4.1 Soit f un polynôme de degré d et I C S, tel que 1 5 111 = t 5 d. 

Alors 

'En fait, on aurait pu dire que 6 est également donne par I'expressiou Co,EAi,r T~~ (l)&r,O(I)r 

où Pm, ,o(l) est le Par (1) de la règle contenant le point {O}, puisque u: = Var( fl(O + u)) = u : , ~ ~ ~ ,  

où o : ~ ~ ~  est le +,LR de la règle formée du point {O}. Nous avons décidé d'être plus explicite et  

d'utiliser Ie fait que 

2t nj,, C(aj) si aj = O mod 2 POU tout j E 1, 
P*r,o(l) = 

sinon. 



Démonstration : voir l'annexe B, page d i .  

L'expression pour o : , ~ ~  donnée à la proposition 3.4.1 nous a conduit naturel- 

lement à la définition de P,,(I), qui utilise une norme de type produit pour me- 

surer les vecteurs h. intuitivement, cela justifie l'utilisation de ce type de norme. 

De plus, nous avons vu à la section 2.1.1 que le fait d'utiliser des poids de la 

forme w(h) = njEI h;Qjl{h,fOl avec a pair dans la mesure de qualité gdnéraie 

Dw(PN) = COghEL~ w (h) donnée en (2.8) permet de passer d'une somme infinie sur 

les h dans LA à une somme finie sur les points de PN, puisque l'on peut alors utiliser 

le lien entre cette définition de D,(PN) et la représentation en série de Fourier des 

polynômes de Bernoulli. Ceci est un autre point en faveur de l'utilisation de la norme 

produit pour mesurer les vecteurs h. 

Nous donnons maintenant un résultat qui borne la variance de jirR par une 

constante, qui dépend de la fonction, multipliée par PyP(d) ,  qui est défini par 

B+lCS,lIlSd 

L'abréviation "sup" signifie %uperposée". On peut voir Prp(d) comme une version 

de Pi qui ne considère que les projections dont la dimension superposée est inférieure 

ou égale ii d. 

Corollaire 3.4.1 Soit / un polynôme de degré d. Alors 

Démonstration : on a que 



Dans la série d'égalités précédentes, la première tient car ofqLR = O si 111 > d, en 

combinant les résultats de la proposition 3.3.1 et du lemme 3.4.1 ; la deuxième inégalité 

est une conséquence du lemme 3.4.5. I 

On peut utiliser le résultat précédent pour borner le t a u  auquel la variance 

converge lorsque l'on intègre un polynôme de degré d. En effet, puisque le terme multi- 

pliant P;UP(d) dans la borne donnée au corollaire 3.4.1 ne dépend pas de Ai, ce taux de 

convergence peut être borné par le taux de convergence de r P ( d ) .  Or, PFP(d) 5 Pi 

et comme nous l'avons déjà expliqué au chapitre 2 (page .LI), puisqu'il est possible de 

trouver une règle de réseau telle que 

cela signifie que l'on peut trouver uue règle telle que Var(DLR) = O ( N - * ( ~ O ~ N ) ~ ( ~ - ~ ) )  

pour intégrer un polynôme de degré d f .  Par contre, rappelons que la méthode utilisée 

pour démontrer (3.15) n'est pas constructive. 

3.4.4 Conditions pour que la variance soit réduite 

Nous donnons maintenant des conditions suffisantes afin d'avoir 0iILR 5 kgf ,  pour 

une constante k réelle positive quelconque. En posant k = 1/N et en vérifiant que cette 

condition tient pour tout I non vide, cela nous assure alors que Var(fiLR) < Var(j.iMc). 

Nous sommes conscients que l'énoncé de ces conditions n'offre peut-être pas beaucoup 

d'intuition pour l'instant, mais il nous permet d'avoir un résultat général que l'on 

ton aurait pu également arriver à ce résultat en utilisant le lemme 3.4.1 pour montrer que les 

polynômes satisfont la condition du corollaire 2.2.1 avec a = 1. 



pourra appliquer au cas où d = 1 , 2  à la sous-section suivante, obtenant ainsi des 

conditions et expressions plus concrètes. 

En gros, les conditions ont la forme suivante : on compare terme par terme les 

expressions pour of et o : , ~ ~  données en (3.11) et (3.12), respectivement. Ainsi, pour 

tous les gui sont dans l'ensemble AIC, on détermine d'abord si a[ fait partie de 

A& OU non, c.-à-d., si (YI est dans AEd ou Atd,  où 

Rappelons que Les (YI dans Aitd sont ceux qui sont également somm6s pour calculer a:. 

Une fois l'appartenance déterminée, on doit vérifier si .y,, (1) est inférieur ou supérieur 

à O et selon ce résultat, dans le cas oh cq E AXdi il faut vérifier si Pa, (1) respecte une 

certaine inégalité, qui revient en fait à comparer Pa, (1) avec la quantité équivalente 

dans l'expression pour 0:. 

Proposition 3.4.2 Soit f un polyn6me de degréd, k > O une colzstante réelle, I E S ,  

tel que 1 5 11 1 = t 5 d et 70, ( I ) ,  ka fonction définie en (3.13). 

Si, pour tout a1 E on a que 

et que 

alors 

Démonstration : on a que 



où la première inégalité tient puisque la condition (3.16) est vérifiée et la deuxième, 

puisque la condition (3.17) est vérifiée. L'égalité à la troisiéme ligne vient du fait que 

A b  et AEd partitionnent l'ensemble Al,d de sur lequel on somme dans la définition 

de ~ , L R *  1 

Remarque 3.4.1 Les conditions énoncées dans le proposition 3.4.2 sont sufiantes, 

mais pas  nécessaires. En effet, une partie des inégalités données en (9.16) et (3.17) 

peuvent être violées si les autres arrivent à compenser, surtout si les vecteurs al pour 

lesquels les inégalités sont vzolées dans (51.16) ont un poids ly,, (1) j associé qui est près 

de O. 

Remarque 3.4.2 Dans le cas où aj = a pair pour tout j d a m  1, c'est la condition 

(3.16) qui doit être vérifiée, puisque est alors dans A&. Dans ce CU, les indices 

dons I ne seruent qu'à déterminer si Pa, (1) doit  être infén'eur ou supérieur à la borne 

(2~(a))l~l/i~ qui elle, ne dépend que de la cordznalité de I .  

Évidemment, on peut aller plus loin et utiliser le résultat précédent pour donner 

des conditions suffisantes pour avoir une réduction de variance globale, lorsque l'on 

compare les deux estimateua bbrc e t  fiLR. 

Corollaire 3.4.2 Soit f un polgii6rne de degré d .  Si, pour tout C S tel que 1 5 
111 < d ,  [a condition (3.16) est respectée avec k = 1/N pour tout a1 E Ald et que la 

condition (3.17) est respectée, alors 

Démonstration : par hypothèse, la proposition 3.4.2 s'applique avec k = 1/N et donc, 

2 1 
O~,LR 5 - l ,  4 9 

pour tout 1 C S tel que 1 111 5 d. On obtient ainsi que 



Pour utiliser ce résultat afin de trouver une règle qui nous garantit que la variance 

sera réduite pour un polynôme donné, il faudrait calculer le signe des diffhrents y,, (1) 

impliqués dans le corollaire 3.4.2 et faire une recherche sur les règles afin d'en trouver 

qui respectent les inégalités sur les diffbrents P., ( I ) ,  en prenant k = 1/N. Nous croyons 

que cette approche est trop lourde à utiliser. En fait, la difficulté vient du fait que 

l'on ne connaît pas a priori le signe de y,, (1) pour les différents 01 impliqués dans la 

véntication des conditions. Par exemple, cela nous simplifierait beaucoup la tâche si on 

savait que pour tout polynôme, al E A& implique que T=, (1) > O et nl E A& implique 

que y,, (1) Pa, (1) 5 O pour toute règle, car alors on n'aurait qu'à vérifier que les Pa, (1) 

tels que ar E A;, sont suffisamment petits afin de montrer que Var(jrLR) 5 Var(bMc), 

ce qui, sans être facile, est un peu plus raisonnable. Malheureusement, ces conditions 

sur le signe de r,, (1) ne tiennent pas en général. 

Comme alternative, nous établissons à la définition 3.4.2 un critère pour choisir les 

règles qui dépend de la fonction et qui représente une partie de la variance de fiLR. 
Cette définition utilise le fait que lorsque aj = 2 pour tout j E 1: alon y,, (1) 3 0, 

comme l'indique le lemme suivant : 

Lemme 3.4.6 Soit la fonction *t.,(I) telle que d é k i e  en (3.13) et I C S, telle que 

111 = t ,  1 < t 5 d et que aj = 2 POUT tout j E 1. Alors 

Démonstration : il suffit de regarder ce que vaut g(2,.  . . , 2 ,  d, 6). Or, on a que 

pour tous d,dr E D(I ,d ) .  Donc, 



Puisque le coefficient y(2,...12) (1) est toujours non négatif, cela signifie que pour les cr~ 

de la forme (2, . . . ,2), on doit vérifier que P(21...12)(I) < k21xI~(2)1f1 dans la proposition 

3.4.2. Ainsi, afin d'obtenir un estimateur réduisant la variance par rapport à MC, on 

pourrait chercher une règle qui minimise les différents ciitères P(21...12)(I), pour I E S 

tel que 1 5 111 5 d ,  où d est le degré de la fonction à intégrer. Le lemme 3.4.2 nous 

fournit une formule pour évaluer ces quantités. Ensuite, il faut ponddrer l'importance 

que l'on doit accorder à chacun de ces P(2,...,2)(1). En effet, il semble peu probable 

qu'une seule règle minimise chacun des P(2,...,2) (1). Si c'était le cas, cela signifierait que 

cette règle serait bonne pour intégrer n'importe quel polynôme. L'idée la plus intuitive 

pour résoudre cette difficulté est d'utiliser les poids 72,...,2) (1) que l'on retrouve dans 

l'expression pour ofCR. C'est ce que l'on utilise a h  de définir le critère suivant : 

Définition 3.4.2 Pour f un polynôme de degré d ,  on définit le critère PZ( f) comme 

étant : 

La quantité P[( f) représente une partie de la variance de f iLRt  donc la minimiser 

signifie que l'on minimise une partie de la variance. De plus, puisque P(2t...12)(1) 1 

(Pa, (I)I pour aj >_ 2 et que ~(2,...,2) (1) 2 O (voir les lemmes 3.4.5 et 3.4.6), cela signifie 

que l'on minimise probablement une partie importante de la variance en choisissant la 

règle selon le critère @( f ). En fait, nous verrons à la prochaine sous-section que dans 

le cas où d = 2, la minimisation de pi(/) nous assure de minimiser toute la variance. 

Remarque 3.4.3 Évidemment, puisque le critère P:( f ) est spécifique aux polynômes 

et que nous n'avons pas besoin d'utiliser une approximation (basée sur m e  règle de 

réseau ou autre) afin de calculer l'intég~ale p dam ce cas, ce critère n'a pas d'utilité 

directe en pratique. Cependant, la /onne de ~ ; d ( f )  peut nous suggérer un critère a 

utiliser dans un contexte général (pas seulement pour les polynômes) ayant la structure 

Cr C(O;)P[~,..*,~)(I), où les c($) demient approximer le comportement d e s  cr:, puisque 

les W , . . ~ ) ( I )  utilisés dans la définition de @(f) sont des composantes de o: et ces 

uoràances 6 sont définies pour toute fonction dans C2 et non pas seulement pour les 

polynômes. 



3.4.5 Cas particuliers où d = 1 ou d = 2  

Pour obtenir des dsuitats plus forts quant à la réduction de variance que peut 

amener l'estimirteur j i ~ ~  par rapport à l'estimateur MC, on regarde d'abord le cas 

particulier où le degré du polynôme est 1, c.-à-d., lorsque la fonction est linéaire. 

Lemme 3.4.7 Soit ,f un polynôme de degrd 1 .  Soit fiLR l'estimateür obtenu en uti- 

lisant une règle de mng 1 d'ordre N qui est complètement projection-régulière. Alors 

pour tout j = 1, . . . , s, 

Démonstration : en utilisant la proposition 3.4.1, on a que 

où ej E Zs est un vecteur de O avec un 1 en je position. Dans ce qui précède, la 

deuxième égalité est obtenue en appliquant le lemme 3.4.6 et la troisième vient du 

lemme 3.4.4. I 

On peut utiliser ce résultat pour montrer que dans le cas d'un polynôme de degré 1, 

l'estimateur provenant d'une règle de réseau de rang 1 qui est complètement projection- 

régulière a une variance N fois plus petite que celle de l'estimateur MC correspondant. 

Corollaire 3.4.3 Soit f un polynôme de degré 1. Soit bMC l'estirnateur MC obtenu 

avec N points et bLR i'estzmateur obtenu en utilisant une règle de rang 1 d'ordre N 

qui est complètement projection-régulière. Alors 

Démonstration : on a que 

la deuxième égalité suivant par application du lemme 3.4.7. 



Remasque 3.4.4 Étant donné qu'un polynôme de degré 1 est une somme de s fonc- 

tions unidimensionnelles monotones, on savait déjù par le corollaire 2.9.1 que la va- 

fiance était réduite par rapport à MC en utilisant une règle de réseau translatde de 

rang 1 complètement projection-régulière. Le cor01 laire 8.4.8 nous donne l 'infornation 

supplémentaire que le facteur de réduction est de 1/N. 

Dans le cas particulier où f est un polynôme de degré 2, la réduction de va- 

riance dépend des caractéristiques de la règle employée. En effet, on doit maintenant 

considérer les projections de la règle sur des sous-ensembles I contenant une ou deuz 

dimensions et ce n'est que dans le cas où III = 1 que les règles de réseau de rang 

1 complètement projection-réguliéres sont toutes les mêmes. Pour vérifier qu'il y a 

réduction de variance, on utilise le corollaire 3.4.2. 

Corollaire 3.4.4 Soit f un polynôme de  degré 2. Soit FMc l'estimateur MC obtenu 

avec N points et jiLR l'estimateur obtenu en utilisant une règle de rang 1 d'ordre iV 

qui est complètement projection-régulière. Sa on a 

pour tout 1 5 i < j 5 s, alors 

Démonstration : on n'a qu'à utiliser le corollaire 3.4.2, mais dans le cas où d = 2. La 

condition (3.17) doit donc être vérifiée pour tous les I tels que 111 5 2, mais AT;, = 0 

si 111 5 2 : la condition est donc vide dans ce cas. Ensuite, on doit vérifier la condition 

(3.16) pour les f tels que 111 5 2 et tous les al dans A:, : or, 



et le seul couple (d, 6) tel que d, d' E D ( ( j ) ,  2) et di + 4 1 4 est (2ej, 2ej). Puisque 

on a que y4({j)) 2 O. Étant donné que tous les coefficients y&) associés aux dans 

A& sont non négatifs, la vérification de la condition (3.16) avec k = 1/N se résume 

donc à : 
si 111 = 1, pour q, = 2,4, 

si II 1 = 2. POLU ail = = 2. 

Par le lemme 3.4.4, qui s'applique puisque P,v est complètement projection-régulière 

et de rang 1, pour CI E {2,4), on a que 

puisque N 1 1 et par hypothése, pour tout I & S tel que 111 = 2, on a que 

puisque C(2) = r2/6. Donc, la condition (3.16) est vérifiée avec k = 1/N. I 

Remarque 3.4.5 Dans te cas où la règle utilisée est une règle de Korobov, la 

condition (3.19) doit  eul le ment être véri/iée pour les s - 1 paires (i, j )  telles que 

i = l , j = 2  ,*.., S. 

La condition énoncée dans ce corollaire est forte, puisque l'on demande que le 

P(n,a)(I) de chacun des sous-ensembles I de deux Mnables soit inférieur à r4/9iV. A 
cause de cela, on ne peut réécrire cette condition en une plus globale, qui soit donnée 

pour Pi, par exemple. Par contre? si on est prêt à tenir compte des caractéristiques de 

la fonction, cette condition peut être affaiblie de la façon suivante : 

Corollaire 3.4.5 Soit f un polyn6me de degré 2. Soit bLR f'estimateur obtenu avec 

une règle de réseau de rang 1 et d'ordre N qui est complètement projection-régulière, 

Soit fiMC 1 'estimateur MC cowespondant. Si 

alors 



Démonstration : on a que 

- - 2 (n({j') 2((2) + " $') 2((4) + (k)-'t?(ei + ej ) P(2,z) ({i, j } )  
J=L 1V2 rs i< j<s  

la deuxième égalité venant de la proposition 3.4.1, la troisième des lemmes 3.4.4 et 

3.4.6 et l'inégalité à la quatrième ligne tient par hypothèse. I 

.4insil en pondérant les P(2,21 ({i, j )  ) par les coefficients c? (ei + e j )  , cela nous permet 

de demander une condition moyenne sur l'ensemble des couples (i, j), qui est plus facile 

à respecter. En effet, une mauvaise projection PN({iil jl)) de l'ensemble de points est 

moins néfaste si le coefficient correspondant c ( e ,  + ej,)  est petit en valeur absolue et 

peut être compensée par de bons résultats sur les autres projections. 

Voici un exemple simplifié qui donne une idée de ce que cette condition requiert au 

niveau des coefficients c(% + e j )  lorsque les P(23)({ii j)) sont connus et ne respectent 

pas tous la condition (3.19) du corollaire 3.4.4. 

Exemple 3.4.2 Supposons que s = 4 et que la règle est stationnaire dans la dimen- 

sion, avec 

Donc, P23((l, 3)) et P2i2({ly 4 ) )  ne satisfont pas lu condition (3.19). Pour simplijiet 



la notation, posons j = c(% + ej ) .  On doit donc vérifier que 

ce qui retient à demander que 

Ainsi, on peut dire pue cette règle permet de définir un estimoteur FLR réduisant lu 

variance par rapport Ù I'estimateur MC pour tout polynôme de degré deux satisfaisant 

Cette inégalité est respectée si, par exemple, les coeficients  cl^, C2,3 et c3,4 sont [es plus 

.k partir d'ici jusqu'à la fin de la présente sous-section, nous donnons des résultats 

qui nous permettront de montrer, au corollaire 3.4.8, que pour tout polwyn6me de 

degré d e u ,  il existe une règle dont la variance associée est bornée par la variance de 

l'estimateur MC multipliée par un terme dans 0(1 + 1f.V). Nous débutons avec le 

corollaire 3.4.6, qui montre que la minimisation de la somme pondérée de P(2,2) ({i? j ) )  

utilisée dans l'énoncé du corollaire 3.4.5 équivaut à minimiser la variance de bLR. 

Corollaire 3.4.6 Soit f un polynhe de degré 2. Panni les règles de rang 1 et d'ordre 

N qui sont complètement projection-régulières, celles qui minamisent la quantité 

minimisent également la variance de fiLR. 

Démonstmtion : dans la démonstration du corollaire 3.4.5, nous avons vu que pour 

une règle complètement projection-régulière de rang 1 et d'ordre N, 



où y = (2?r)-' et q ( N )  ne dépendent pas de la règle. Donc, si PN est tel que 

est minimal parmi toutes les règles complètement projection-régulières de rang 1, alors 

Var(PLR) est aussi minimale. I 

Remarque 3.4.6 Dans le cas d'un polyn6me de degré 2, si la règle est complètement 

projection-régulière et de rang 1,  alors on a que 

et donc, minimiser xi<i< - j<s - 2 (ei + e j )  Ppt2) ({i, j } )  est équiuaknt à minimiser @( f) 

dans ce cas, puisque le premier terne  dans (3.20) ne dépend pas de PN. Autrement 

dit, dans le cas oZi d = 2, lu minimisation du nitère @( f) nous assure de minimiser 

toute la variance. 

On doit maintenant regarder ce qui se passe en moyenne, sur tout l'ensemble des 

règles de rang 1 telles que N est premier, d'une façon similaire i ce qui a été Fait au 

chapitre 2 (proposition 2.2.3). Ceci va nous permettre de démontrer l'existence de la 

règle dont la variance associée est bornée par la variance de l'estimateur MC multipliée 

par un terme dans 0(1 f l/N), pour un polynôme de degré deux donné. 

Pour faire cela, nous avons besoin du lemme suivant, qui donne une borne 

supérieure sur le P,,(I) moyen des règles de rang 1, pour un N premier. Dans ce 

qui suit, P., (1, a) dénote la mesure Pa, (1) correspondant à la règle de rang 1 dont le 

vecteur générateur est a. 

Lemme 3.4.8 Soit I 2 S tel que 1 5 111 = t s et = un uectevr d'entiers 

pairs avec aj 2 2 pour tout j E 1. Si LV est premier, alors 

Démonstration : voir l'annexe B, page e. 



Cette borne supérieure sur le P,,(I) moyen est donc formée du produit de 

2' n C (ai) et d'une quantité légèrement supdrieure l /N. Cela signifie que le Pa, (1) 

moyen respecte la condition (3.16) requise pour avoir a;JR 5 kg: dans le cas où 

y,, (1) 2 O, avec k = (1 + (N - 2 ) / P t )  /(N - 1). Malheureusement, cela ne suffit 

pas pour nous assurer qu'il existe une règle telle que o ; ~ ~  5 o;/k, puisque la même 

règle doit satisfaire la condition (3.16) pour tous les al tels que y,,(I) 2 O, en plus 

précédent tient pour tout d ,  ce n'est que dans le cas oii d = 2 que l'on peut mon- 

trer qu'il existe une règle telle que o&R < ka: pour tout 111 < d et donc, telle que 

V U ( ~ L R )  5 kVm(p~c)  avec une constante k légèrement supérieure à 1. Pour montrer 

cela, on doit d'abord borner la variance moyenne : 

Corollaire 3.4.7 Soit f un polynôme de degré 2 et N un nombre premier. Soit fiMc 
i'estimateur MC contenant N points et PtR(a) I'estimateur obtenu en utilisant une 

règle de mng 1 et d'ordre iV basée sur le vecteur générateur a. Alors 

Démonstration : on a que 

Dans ce qui précède, la deuxième égalité découle de la proposition 3.4.1 et la première 

inégalité vient du lemme 3.4.4, qui s'applique pour tout a puisque N est premier (et 



ainsi pgcd(aj, N) = 1, ce qui garantit la projection-régularité), du lemme 3.4.8 et 

du fait que ~ ~ ( { j ) ) ?  y4({j)) et T ( ~ , ~ ) ( I )  sont non négatifs (voir la démonstration du 

corollaire 3.4.4 pour y4 ({ j ) )  1 0). a 
En combinant le résultat précédent avec le corollaire 3.4.6, on arrive à donner un 

critère dont la minimisation nous assure de trouver une règle dont la variance ne peut 

excéder par beaucoup la variance de l'estimateur MC basé sur le même nombre de 

points : 

Corollaire 3.4.8 Pour IV premier, sà al E [I . . . X - l]' est ,tel que 

pour tout a? E [1. . . N - lis, alors 

Démonstmtion : tout vecteur a E [l . . . iV - IIs donne lieu à une règle de rang 1 

complètement projection-réguliére puisque N est premier et donc, par le corollaire 

3.4.6, la condition (3.21) implique que 

et donc 

la deuxième inégalité suivant par le corollaire 3.4.7. a 

3.5 Nouveau critère de sélection pour les règles de réseau 

Dans cette section, nous définissons un critère de sélection plus approprié que Pg 

ou MT? qui ont été définis à la sous-section 2.1.4, et qui devrait, pour la plupart 

des fonctions rencontrées en simulation, nous fournir des règles dont les estimateurs 

associés ont une variance inférieure à celle de l'estimateur MC. Cela sera vérifié dans 

le cas du problème des options asiatiques à la section 3.6.3. 



Avant de définir ce nouveau critère, nous expliquons d'abord de quelle façon les 

critéres P: et MT devraient être améliorés et parlons de critères plus généraux qui 

existent déjà dans la littérature, soit le P: [45, 461 et le test spectral pondéré [42]. 

3.5.1 Motivation 

Le résultat de la proposition 3.3.1 (page 88) et la discussion faite à la remarque 

3.4.3 (page 102) nous suggèrent quYl est préférable de choisir la règle en accordant plus 

de poids aux projections PN(I) pour lesquelles o?/02 est grand. Cela nous indique que 

les critères comme Pg devraient être remplacés par des critères plus généraux, qui 

regardent de plus près la qualité des différentes projections en leur donnant plus ou 

moins de poids. Le critère introduit au lemme 3.4.3 permet de donner des 

poids différents à chaque dimension mais n'a pas la flexibilité désirée car si on veut, 

par exemple, que toutes les projections unidimensionnelles aient le même poids (ce qui 

n'est pas inhabituel comme requête), dors on doit prendre al = . . . = cr, = a et on 

retombe alors sur le critère Pi. 

Le critère @ ( d ( f )  que nous avons donné en (3.18) a la propriété de considérer les 

différentes projections, mais dépend explicitement de la fonction a intégrer et est valide 

seulement pour les polynômes. On préférerait un critère plus général, qui devrait nous 

permettre de choisir des règles qui soient bonnes pour un large éventail de fonctions. 

Yous sommes conscients que cette approche est une heuristique qui ne nous garantit 

évidemment pas que les critères de sélection définis en suivant cette idée vont choisir 

la meilleure règle pour un probléme donné. Pour faire cela, il faudrait plutôt utiliser 

une méthode adaptative qui, pour une fonction donnée, nous permettrait de construire 

au fur et à mesure que l'on recueille de l'information sur f un estimateur ayant une 

très petite erreur. Ceci pourrait être l'objet de travaux futurs mais pour l'instant, on 

préfère continuer à tramiller sur la définition de meilleurs critères de sélection. 

3.5.2 Critère p' d9Hickernell 

Hickemeli a proposé dans [45,46] des généralisations pour le PP qui tiennent compte 

des projections. Son idée est d'utiliser des poids ,Br quantifiant l'importance relative 



de chaque sous-ensemble I E S, en fonction de leur apport à la variabilité a: de la 

composante ANOVA fr associée. Autrement dit, les poids devraient être choisis de 

façon à ce que si o: est gand par rapport aux autres 02, alors Pr devrait aussi être 

grand par rapport aux autres PJ et vice-versa. De façon plus précise, en fonction des 

Pm, (1), cette mesure est donnée par 

qui correspond à D$,,,,,,(P) en utilisant la notation dans [G, équation (1.8a), page 

1281. Par rapport au critère général D,(PN) défini en (2.8), cela correspond à utiliser 

D,(PN) = CO+ h E L ~  w(h) avec les poids w(h) = PFh llhll;a. La discussion faite à la 

remarque 3.4.3 présente une façon alternative d'arriver à un critère de cette forme. 

Dans le cas particulier où les pl sont de type produit, c.-à-d., de la forme 

pour a 2 2 un entier pair et Bo,. . . , & > O, le P," pour une règle de réseau Piv est 

donné par [46] 

Si l'on veut être aussi sévère envers toutes les projections 1 ayant la meme cardinaiité 

111 et être plus exigeant avec celles pour lesquelles 111 est petit, alors on doit poser 

pl = . . . = P. = P < 1. Le critère P: est obtenu en posant ,Bo = . . . - - flS = 1, ce 

qui signifie qu'il accorde autant d'importance à chaque projection, puisqu'alors PI = 1 

pour tout 1 C S non vide. 

Remarque 3.5.1 Nous avons vu à la remarque 3-42? à la page 100 que dans le cas 

des polynômes, la condition (3.16) que doit satisfaire P(2,...,2) (1) dans le but de réduire 

la variance par rapport à la méthode MC ne dépend pas  des indices spécifiques dans 

I ,  mais de h cardinalité III. Aussi, cette condition est de moins en moins sévère à 

mesure que 111 augmente, car la borne supérieure donnée par (2~(2))1'1/1V croit avec 

111. En supposant que cette propriété des polynômes peut être étendu ou c m  général, on 

peut voir ces deux faits comme une justification pour choLPir a = . . . = /3, = /3 < 1- 



Tout comme dans le cas de la mesure on ne peut fixer qu'un paramètre 

par dimension avec p:. Ce qui est différent avec P ' ,  c'est que l'on peut fixer les Pj 
de façon à ce que chaque projection unidimensionnelie ait la même importance sans 

retomber sur le critère Pz, c.-à-d., tout en ayant des poids différents pour les différentes 

projections. 

Finalement, on peut voir que notre critère ~ f ( f )  donné en (3.18) est un cas parti- 

culier de Pz, avec a = 2 et les poids 

Ces poids ne peuvent être décomposés de façon à satisfaire la condition (3.23) et donc, 

on ne peut utiliser In formule (3.24) pour calculer P$( f). Avec ces poids, on ne peut 

faire autrement que de calculer chaque P(2,...,2)(1) pour 1 5 1 Il 5 d, en utilisant le 

lemme 3.4.2. 

3.5.3 Liens entre P: et le test spectral pondéré (ueighted spectml t e d  

~ 2 1 )  

Nous voulons brièvement expliquer dans cette sous-section comment le critère pi 
peut être relié au test spectral pondéré, tel que défini dans [QI. Ceci n'est qu'une 

extension du lien déjà connu comme quoi P,' est un cas particulier de la diaphonie 

classique (classical diaphony) [137], qui elle-même constitue une des réalisations du 

concept plus général qu'est le test spectral pondéré, dont nous donnons maintenant la 

définition : 

Définition 3.5.1 [42, De@ztion 6.11 Soit un système de fonctions 3 = {xh) (avec 

soit ~h = e h r n h s x ,  qui correspond aux fonctions de base de la série de Fourier, ou 

soit les {xh) correspondent aux fonctions de base de la série de Walsh en base q 

142, Definition 3.1]), une nonne II + II sur R' et une fonction de poids r : h -+ r(h) 

satisfaisant 

(1) r(h) > O Vh, 

(2) 7(0) = 1, 



Pour un ensemble de points w = (q)iZl dans [O, 1): on définit le test spectral pondéré 

par la quantité 

Donc, si on choisit ~h = e2nvrfh-x, r(h) = &)lhll:i2 et que les N premiers points 

de w forment une régle de réseau, alors (FN(~))2 = P:. NOUS tenions à expliquer 

ce lien, car d'après les résultats numériques de la sous-section 3.6.4, il semble que le 

critère Po permette de choisir des règles qui obtiennent de boas résultats en pratique, 

ce qui suggére qu'il y aurait peut-être lieu de s'intéresser également à d'autres versions 

du test spectral pondéré afin de définir des critères de sélection. 

3.5.4 Définition du nouveau critère 

Nous proposons maintenant un nouveau critère de sélection pour choisir les règles 

de réseau, qui est basé sur le test spectral. C'est un cas particulier de la mesure 

D ; ( P ' ~ )  = S U P ~ + ~ ~ L I  ~ ( h )  donnée en (2.8). Le choix des w(h) est motivé par l'ex- 

pression pour la vanance donnée en (3.8). En gros, l'idée est de maximiser la longueur 

du plus court vecteur dans chacun des réseaux duaux Li pour lesquels on juge que oi 

est important. Ainsi, on s%ssure que la projection PLv(I) associée est bien distribuée. 

L'utilisation du supremum plutôt que de la somme fait en sorte que le calcul est plus 

rapide. En effet, étant donné qu'on n'utilise pas la norme produit dans la definition de 

w(h) mais plutôt la norme euclidienne (comme le fait le test spectral), la simplification 

à l'aide des polynômes de Bernoulli n'est pas possible lorsque l'on utilise la mesure 

Dw(PN) et donc, il serait pratiquement impossible de faire le calcul si on utilisait la 

somme plutôt que le suprernum. De toute façon, le critère P:, qui utilise la somme et 

la norme produit, devient assez difnciie à utiliser comme critère de sélection quand N 

et/ou s est grand, même si on peut utiliser la formule (3.24) qui se calcule en O(Ns). 

Des cornpaxaisons du temps CPU requis pour calculer Pi et  d,  sont faites dans [27]. 



En utilisant l'algorithme de "branch-and-boundl' donné dans [77] pour calculer d,, ces 

auteurs ont calculé en une seconde la valeur de d, pour s = 2, . . . ,32, pour une règle de 

Korobov d'ordre N = Z 3 O ,  alors que cela leur a pris environ 31 minutes pour calculer 

Pi, s = 2,. . . ,32, pour la même règle et sur le même ordinateur. 

De plus, avec le test spectral, il existe des bornes absolues sur les critères as 

sociés aux différentes projections PN(I ) ,  ce qui nous permet de combiner de diverses 

façons les mesures associées a chacune de ces projections. Pour les P,,(I), on peut 

essayer de "normaliser" en utilisant la valeur correspondante de Po, (1) (donnée par 

(21rl/iv) njEI C(aj)) pour un ensemble de N points i.i.d. uniformes, mais cette approche 

n'est pas aussi satisfaisante, entre autres parce qu'on ne peut borner ce rapport. Donc? 

nous croyons que le test spectral possède une rapidité et une flexibilité qui le rendent 

attrayant pour construire des critères de sélection. 

Dans ce qui suit, nous supposons que PN est stationnaire dans la dimension. Cela 

nous permet de réduire le nombre de projections Plv(I) à considérer, puisque plu- 

sieurs sont alors équivalentes. Nous supposons également que la règle est de rang 1 et 

complètement projection-régulière. .4insit il n'est pas nécessaire de regarder les projec- 

tions unidimensionnelles P , v ( ~ } ) ,  pour j = 1, . . . , s, puisqu'elles sont toujours données 

par l'ensemble {O, 1/N,. . . , (iV - l)/N), qui est optimal pour une réseau de N points 

en une dimension. 

Le nouveau critère que nous définissons est une généralisation de i& qui tient 

compte de façon explicite de la projection de PN non seulement sur les 1 de la forme 

I = {l,. . . .t} pour 1 < t tl,  mais aussi sur les I dans 
d 

où S(t,, u) = { I  = {il,. . . , i,) : 1 = il < . . . < i, 5 tu). h t remeo t  dit, cette nouvelle 

mesure calcule dt pour tous les PN(I)  tels que I est à indices successifs et contient 

au plus tl indices, mais aussi pour les I  contenant u indices, dont le premier est 1 

et le dernier est inférieur ou égal à tu, pour u = 2,. . . , d. Avec le critère hlT (qui 

correspond à choisir u = 1 et tl = T), les projections PN(I) telles que I  n'est pas à 

indices successifs ne sont pas regardées explicitement : elles ne sont considérées qu'à 

travers le plus petit ensemble J de la forme J = (1,. . . , t) tel que I c J. La raison 



pour laquelle on pose il = 1 dans la définition de S(t,, u) est que l'on a supposé que 

PN était stationnaire dans la dimension. 

DBflnition 3.5.2 Soient t l ,  . . . , ta des entiers positifs. On définit le critère 

Rappelons que 2;' = dt est la quantité calculée dans le test spectral, c.-à-d., 1, 

correspond à la longueur du plus court vecteur dans L&,.-,,,), le réseau dual associé 

à P9({l,. ..' t ) ) ,  et correspond à la longueur du plus court vecteur dans L i .  La 

quantité 1;(N) = ctN1/%est une borne supérieure absolue pour lt, qui correspond à 

la meilleure valeur possible de I t  pour un réseau contenant N points dans [O, l)t. La 

valeur de ck peut être trouvée dans [58] pour t 5 8 (constante d'Hermite) et des bornes 

sur ct sont données dans [16, 74, 751 pour t > 8 : dans nos calculs, nous avons pris 

pour t > 8 la borne (inférieure) de Rogers [16]. 

Donc, hIti,--.,td est toujours entre O et 1 et plus il est près de 1, meilleure est la 

qualité de Pi+ La proposition suivante spécifie comment iblt,,...,td est équivalent à la 

mesure de discrépance générale DL (Plv) définie en (2.8). Ceci va nous permettre de 

voir que notre critère n'est pas aussi sévère envers toutes les projections et de proposer 

une heuristique pour le chok des paramètres dl t l ,  . . . , td. Rappelons la signification des 

symboles r ( I )  e t  H(t  l, . . . , t d ,  d) ,  puisqu'ils sont utilisés dans l'énoncé : r (I )  = it -il + 1 

est l'étendue de  1, pour I = (il, . . . , it),  et H(tl,. . . , td, d) est l'ensemble des I tels que 

Ïes t  soit dans ~ ( t , , u ) ,  pour 2 5 u 5 d, ou soit de la forme (1,. . . , j ) ,  avec 1 5 j < t l .  

Proposition 3.5.1 Supposons que tl 2 tu pour 2 5 u 5 d .  Avec les poids 

( V ) h  s i h E  LL, I h $ H ( t l  , . . . , td,d) maisquef(Ih) 91, 

"'" = =I O sinon, 

ln mesure de discrépance D;(P,) définie par (2.8) est égale a  LI,;'.,,,. 

Démonstration : voir l'annexe B, page m. 

Remarque 3.5.2 La définition des poids w(h) pour obtenir I'équivalence dans la pro- 

position 3.5.1 n'est pos  unique. N o w  avons choisi celle qui donna2t au plus grand 

nombre possible de vecteurs h un poids non nul. 



On peut voir que les h qui sont dans H(t l ,  . . . , ta, d) ont plus de poids que les autres. 

En effet, la borne lihl(N) sur la norme des vecteurs qui sont dans H(ti, . . . , td, d) est 

skvère (grande) : pour un h donné, hI, ne peut appartenir à L: si III < lIhl et l ; (N)  

décroît avec t, donc la borne supérieure la plus grande (sévère) que l'on puisse utiliser 

sur llhllz = IlhIbl12 est liIhi(N). Les vecteurs qui ne sont pas dans H ( t i ,  . . . , td, d) mais 

pour lesquels r(Ih) 5 ti ont une borne S(Ih)(N) moins sévère car ~ ( 1 ~ )  > lIhl dans ce 

cas : on parlera dors de borne "Iâche" . Par exemple, si s = 30, d = 3, tl = 16, t2 = 12 et 

t3 = 8, alors pour un vecteur hl tel que Ih, = {3,8,10), on a w(hl) = Iq(iV)/llhlllZ. Par 

contre, si h2 est tel que Ih2 = {1,5,16), alors hs $ H(16,12,8,3), mais P&) = 16 5 

tl et donc, w(h2) = 1iB(N)/llh2112. Ainsi, on accorde beaucoup moins d'importance 

à h2 qu'à h l ,  puisque (&(IV) = 0.05887N1/16) < (13(N) = f i ~ l / ~ ) ,  en utilisant les 

constantes de Rogers et d'Hermite, respectivement. 

3.5.5 Choix des paramètres d, ti, . . . , td 

Ceci nous amène à la question suivante : comment choisir d et la suite t17 . . . , t d  ? 

Si on prend d = 1, on retombe sur le critère Mt,. Si on prend d = s? t l  = . . . = t ,  = s, 

la fonction ~ ( h )  correspondante est alors définie par w(h) = lirhl/llhl12 pour tout h 

et est donc plus régulière, mais ce choix de paramètres requiert de calculer lI pour 

tous les I C_ S non vides tels que il = 1. On doit donc faire un compromis entre la 

rapidité de calcul et La régularité de la fonction ~ ( h )  déterminée par les paramètres 

di t l i  . - -, td. 
La raison pour laquelle on préfère avoir une fonction w(h) qui soit régulière est 

que, comme nous l'avons vu en introduisant les critères &(PM) et D;(P'~)  en (2.8) à 

la page 31, les v(h) sont supposés approximer le comportement des j(h). *linsi, si les 

w(h) changent de façon abrupte sur P, cela revient à dire que l'on suppose que les 

f(h) ont aussi ce comportement, ce qui ne réflète pas nécessairement les hypothèses 

réelles que l'on fait sur la fonction. 

En ce qui concerne la rapidité de calcul, on doit regarder le nombre de projections 



à considérer (pour lesquels I I  est calculé) et ce nombre est donné par 

Regardons comment se comporte M(t1, . . . , td)  quand d augmente : 
d (tu - 1)  . . . (tu - u + 1) 

N(tl,...,td) = C 
(u - 1) ... 1 + (tl - d )  

u=2 

Donc, si tl = . . . = t = t ,  alon N ( t l ,  . . . , td)  E O(dtJ) . Cela signifie que d pourra 

difficilement dépasser 4 ou 5 en pratique. En fait, l'approximation (3.25) nous indique 

que les tu devraient être choisis de façon à ce que tu décroisse avec u, puisque chaque 

tu est élevé à la puissance u dans cette approximation de N ( t l , .  . . , t d ) .  Par exemple, 

si on prend tl = . . . = t4 = 32, N (t 1, . . . , t4) = 5022 alors que iV(32,24,12,8) = 144. 

De plus, le temps de calcul de I I  augmente avec 111. 

Pour ce qui est de la fonction w(h), on peut voir qu'il y a deux frontières dans LL 

où elle change de Façon abrupte : 

(1) Lorsque les h passent de H(t1, . . . , t d ,  d )  à {h E LL\H(tl, . . . , t d ,  d )  : r(Ih) 5 t l )  : 

ce moment, on passe de la borne serrée l i Ihl (X)  à la borne lâche l:(, ,)(N) dans 

tu (h) . 
(2) Lorsque h est tel que r(Ih) devient supérieur à t l  : on passe alors à un poids nul. 

Or, plus ces frontières se situent en un endroit où les h sont grands, moins le change- 

ment est abrupt. Comment choisir les tu pour que cela arrive*? Deux facteurs doivent 

être pris en compte, qui correspondent respectivement aux deux types de frontières 

décrits plus haut : 1) plus u est petit, plus on veut que t, soit grand pour que les h 

soient assez grands; 2) on veut que tl soit assez grand. Suivant cela, le compromis 

semble être de choisir tl 2 tz 2 . . .? t avec tl assez grand et Lxer d et  t2?.  . - , td pour 

que le critère soit calculable en pratique. 

3.5.6 Lien avec d'autres critères 

Nous voulons maintenant comparer le critère b..tC..-,td avec le introduit par 

Hickernell. Premièrement, 1 4 ,  utilise le supremum dans (2.8) plut ô t que la somme. 



Ensuite, les poids dans P: sont de type produit alors que ceux dans Mt, sont 

de la forme générale Br (et correspondent aux quantités ( 1 ; ( ~ ) ) ' / ~ ,  (2:(41 (N))'I2 et O 

dans la définition de w(h) donnée à la proposition 3.5.1). Une autre dinérence est que 

les poids Br dans Mt,,...,td dépendent du nombre de points N. Cela pourrait être aussi 

le cas pour p:, mais dans [46, 471, on dit que les poids devraient plutôt dépendre du 

type de fonction à intégrer et donc, être indépendants de la règle utilisée. 

Une variante de llItt,,,..,td serait de regrouper les projections ayant le même nombre 

de dimensions et de faire une moyenne parmi elles, puis de prendre le minimum parmi 

1) ces moyennes et 2) les l t / l ; ( N )  pour les projections à dimensions successives. Plus 

précisément, on peut définir : 

- 
t t = i n  { 2 9 9 1  s ( N  j , ?<u<ci i n  ( 1  V ) ]  } , (326)  

I€S(tu 4) 

où nu = (U:) est le nombre de sous-ensembles I entrant dans la moyenne. Cette 

définition constitue une alternative intéressante si l'on juge que les projections PN (1) 

sur les sous-ensembles I à indices successifs sont plus importantes que celles sur des 

indices non successifs. Par contre. la mesure détecte plus facilement les en- 

sembles de points PN ayant de mauvaises projections. En effet, si un de ces ensembles 

d'indices 1 est tel que la qualité de PN(I) telle que mesurée par I r  est beaucoup moins 

bonne que celle du meilleur réseau en 11 1 dimensions, donnée par lirl (N), alon ce mau- 

vais I ne pourra être caché dans la moyenne comme c'est le cas pour iFft,,.,.,td. NOUS 

avons observé ce fait empiriquement dans des expériences numériques qui se trouvent 

à l'annexe C. 

Une autre façon de généraliser Mth...It, serait de pondérer les différents Ir/l;(iV) 

par des poids ,ûr entre O et 1, pour I E utz2 S(tui u) OU 1 C {l, . . . , t l )  : 

- 
1 ,  = i n  min P-1 -/l '(IV), min min ~ r t r / l i r l ( N )  

2<_)'ti j 2<u<dl~S(t,,u) 

où pj = P{i,...j}. Le désavantage de ce critère est que tout comme pour le critère p:, on 

doit choisir (de façon arbitraire) plusieurs poids Br, en plus des paramètres d, tl, . . . , td. 



3.6 Résultats numériques 

A la sous-section 3.6.1, nous comparons pour plusieurs valeurs de N les règles 

obtenues à la suite de recherches utilisant différentes valeurs de d et t l ,  . . . , t d  dans la 

définition du critère de sélection Le logiciel LatMRG [76, 771 que nous avons 

utilisé pour faire ces recherches exhaustives permet de calculer I r  efficacement pour 

n'importe quel 1, disons, tel que 111 5 40. Ensuite, aux sous-sections 3.6.2 et 3.6.3, 

nous comparons certaines règles obtenues à la sous-section 3.6.1 sur une fonction-test 

et sur le problème des options asiatiques, respectivement. Finalement, à la sous-section 

3.6.4, nous comparons les règles choisies à l'aide du critére Mt,,...,td avec celles choisies 

à l'aide de p: sur le problème des options asiatiques. 

3.6.1 Tableaux de règles choisies avec le nouveau critère 

Dans le tableau 3.1, nous donnons les meilleurs a obtenus en utilisant les critères 

~~1~~ M8,8, h18,e,s et f'&,a,s,s- Pour chaque valeur de iV, la recherche est faite sur tous 

les éléments primitifs modulo N ,  c.-à-d., sur tous les a définissant des GCL à période 

maximale. Le choix de prendre t l  = . . . = td correspond en fait à la première version 

que nous avons proposée pour généraliser le critère k'[T [85]. Les étoiles t dénotent 

le meilleur a par rapport au critère indiqué dans la colonne associée. Nous donnons 

égaiement pour chaque u la valeur obtenue par rapport aux autres critères. La dernière 

ligne du tableau indique le nombre de projections pour lesquelles la longueur du plus 

court vecteur a été évaluée afin de calculer le critère correspondant. 

Pour N = 131071, le meilleur a par rapport a il& performe très mal par rapport aux 

autres critères. Les ensembles de points basés sur ce GCL ont de mauvaises projections 

PM([) pour certaines paires = {i, j), avec j - i  5 7. D'un autre coté, on peut voir que 

les meilleurs a par rapport à 1\/1843 n'obtiennent jamais de petites valeurs par rapport 

aux autres critères. De plus, il semble qu'à mesure que d augmente, il arrive de moins 

en moins souvent que le meilleur a par rapport au critère allant jusqu'à d - 1 ne soit 

pas très bon par rapport à celui qui va jusqu'à d, en comparaison avec le meilleur 

a par rapport à ce critère, c.-à-d., il arrive que le meilleur a par rapport à Ms soit 

très mauvais par rapport à mais cela se produit beaucoup moins souvent quand 



TABLEAU 3.1: Meilleurs a par rapport à Mt ,,,.,, où tl = . . . = t d ,  1 5 d 5 4, pour 

différentes valeurs de N. 

52344 
38429 
9290 

Nb. de projections 

on regarde la valeur de 1W8,8,8,8 du meilleur a por rapport à kf8,&& Donc, parmi les 

quatre critères utilisés dans le tableau 3.1, on peut penser que de choisir le meilleur a 

par rapport à pour construire un estirnateur semble un compromis raisonnable. 

Dans les deux prochaines sous-sections, nous allons comparer le meilleur a par rapport 

à fbf8 avec le meilleur par rapport à h18,.le,s,8 sur différents problèmes. 

La structure du tableau 3.3 est similaire à celle du tableau 3.1, mais nous comparons 

maintenant les meilleurs a par rapport aux critères A&, ~ \ l ~ ~ ~ ~ ~ , ~ ~ , ~  et J&2,24,161n. 

Dans le tableau 3.2, on voit que parmi les meilleures règles par rapport à 

certaines sont mauvaises par rapport aux critères qui considèrent les projections sur 

des dimensions non successives (par exemple, lorsque N = 8191, 63521 et 131071). Les 

meilleurs a par rapport à l1132,21,12,e ont une valeur relativement bonne pour ibf3,, et 

sont habituellement bons également par rapport ê fbf32,24,16,12. Evidemment, puisque 

~ k & ~ , ~ ~ , ~ ~ , ~ ~  est le critère qui regarde le plus de projections parmi les trois, les meilleurs 

GCL par rapport à ce critère ne sont jamais mauvais par rapport aux deux autres 

critères. 

En résumé, nous suggérons d'utiliser les règles se trouvant dans les tableaux 3.1 

et 3.2 et  qui maximisent les critères Me,ss, hf8,8,8,a, 1\13224,12,8 OU h132,24,16,12- Le choix 
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TABLEAU 3.2: Meilleurs a par rapport à Mt ,,..., td pour certaines valeurs de (d, tl, . . . , td)  

entre ces quatre critères devrait être basé sur l'information que l'on a quant à la dimen- 

sion effective de la fonction et en cas de doute, nous suggérons de prendre L & ~ ~ ~ , ~ ~ , ~ ~ .  

Nous pensons que les règles basées sur ce critére permettent de construire un estima- 

teur fiLR qui devrait avoir une variance infërieure & celle de I'estimateur MC pour une 

bonne majorité des problèmes que l'on rencontre en pratique. Ceci sera illustré par 

I'exemple des options asiatiques à la sous-section 3.6.3. 

26771 
Nb. de projections 

0.54482 0.29403 0.29403* 
31 141 321 



3.6.2 Résultats sur une fonction-test 

Nous considérons ici le même exemple que dans [27]. Le polynôme utilisé dans cet 

article, défini par 

a une dimension superposée égale à a = 2 ou a = 3, indépendamment de la dimension 

s. Pour cette raison, on s'attend à ce qu'un critère de la forme ~ l&, ,~ , ,~  soit plus 

approprié qu'un de la forme hlt,. Nous avons modifié l'expérience par rapport à ce qui 

est fait dans [27]. En effet, dans cet article, on mesure la qualité des approximations 

à l'aide de leur erreur relative moyenne, qui est obtenue en générant aléatoirement et 

de façon indépendante 20 fois les paramètres c, alors qu'ici, nous utilisons la variance 

empirique des estimateurs basés sur 50 copies i.i.d. de la règle de réseau translatée 

aléatoirement. Le tableau 3.3 contient la moyenne des facteurs de réduction de variance 

(par rapport à l'estimateur MC qui utilise 50N répétitions i.i.d-) qui ont été obtenus 

sur 10 exemplaires i.i.d. de la fonction f ; à chaque fois, les paramètres cj sont générés 

aléatoirement sur [O, 1) de façon indépendante. Les deux règles de réseau qui sont 

utilisées ont été choisies à \'aide des critères 1\f8 et kf8,g,g. Pour chaque combinaison 

( N ,  s), le plus grand facteur moyen est indiqué par une étoile (*). 

TABLEAU 3.3: Facteurs de réduction de variance moyens, a = 3 

Comme on peut le voir, les meilleurs a par rapport à ~k&3,~,~ donnent généralement 

de meilleurs résultats que les meilleurs par rapport à Mg. En fait, ces derniers ont 

parfois une variance plus de 50 fois supérieure à celle de l'estimateur basé sur 

lorsque leur valeur de fv8,s,8 est petite (par exemple, pour N = 131071, quand s 2 10). 

Quand MaAs est utilisé pour choisir la règle, la variance est réduite par un facteur 



d'au moins 1600 en comparaison avec MC. Quand le meilleur o par rapport à Me a 

une valeur raisonnable de kf8,8& les deux estimateurs LR ont des variances à peu près 

comparables. 

Dans [27], les règles basées sur A& sont comparées à des (t, m, s)-réseaux. Parmi 

les valeurs de N considérées (voir leur tableau 3), le cas où N = 131071 est le seul où 

la règle de réseau a une erreur significativement supérieure ZL celle du (t, m, s)-réseau. 

Comme c'était le cas pour la comparaison avec MC, la petite valeur de pour 

cette règle explique cette mauvaise performance. En utilisant la meilleure règle par 

rapport ê fb18181s pour cette valeur de N, l'erreur se rapproche de celle du (t, rn, s)- 

réseau, même qu'elle est inférieure en dimension s 1 20. Nous reproduisons au tableau 

3.4 les résultats de [27] pour N = 131071 et donnons l'erreur obtenue en utilisant la 

règle choisie A l'aide du critère 

TABLEAU 3.4: Erreurs relatives moyennes, a = 3 (271 

Puisque la dimension s va jusqu'à 30 dans cet exemple, nous avons regardé si le 

fait d'utiliser un critère de la forme avec t2, t3 > 8 permettait d'obtenir de 

meilleurs résultats. Nos expériences numériques sembent indiquer que cela n'améliore 

pas de façon importante la performance des règles de réseau. Ces résultats se trouvent 

à l'annexe D. 

Précisons que le but de cette expérience n'était pas de déterminer quel est le 

meilleur critère pour ce type de fonction-test , mais plutôt d'illustrer l'importance d'uti- 

liser des règles de réseau pour lesquelles les projections PN(I) sont de bonne qualité 

pour plusieurs sous-ensembles I ,  surtout ceux pour lesquels 111 est petit. L'exemple 

étudié à la sous-section suivante va dans le même sens et puisqu'il s'agit d'un problème 

"naturel", cela montre que I'utilisation de critères de la forme A&, avec d > 1 n'est 

pas seulement importante dans le contexte (plutôt artificiel) considéré dans la présente 

sous-section. 

N 
tms 131072 
Ma 131071 
ik&.s.a 231071 

s = 5  ~ = 1 0  s = 1 5  s = 3 0  s=25 s=30 
1.65e-a* 3.16e-5* 5.45e-5* 1.31e-4 L65e-4 1.85e-4 
1.34e-3 2.58e-3 2.25e-3 1.8%-3 1.64e-3 1.43e-3 
1 J9e-4 2.00e-4 1.55e-4 1.03e-4* 6.92e-5* 8.96e-S* 



3.6.3 Rsultats sur le probléme des options asiatiques 

Nous donnons maintenant des résultats comparant différentes règles données dans 

les tableaux de la section 3.6.1 sur le problème des options asiatiques, que nous avons 

décrit à la section 2.5.2. Dans le tableau 3.5, les paramètres du modèle sont T = 120 

jours, f i  = T - s jours, o = 0.2, r = ln 1.09 et S(0) = 100. Lorsque des variables 

antithétiques et la variable de contrôle décrite à la section 2.5.2 sont utilisées, nous 

dénotons cela par I'estimateur "ACV" : sans ces techniques, on a l'estimateur 'haïf". 

Nous utilisons 100 translations aléatoires indépendantes pour estimer la variance des 

estimateurs basés sur une règle de réseau. Chaque valeur dans le tableau correspond au 

facteur de réduction de variance amené par la règle de réseau considérée, par rapport 

à l'estimateur MC correspondant qui utilise lOON répétitions indépendantes. 

TABLEAU 3.5: Facteurs de réduction de variance estimés 

Comme pour l'exemple de la sous-section précédente, le fait d'utiliser le critère 

Me pour choisir a peut donner de mauvais résultats lorsque l'une des projections 

PN(I) a une mauvaise distribution pour certains triplets ou paires I .  Le critère i&,8,s 

évite ces règles et fournit des estimateurs qui réduisent significativement la variance 

en comparaison avec MC pour ce problème, même en 60 dimensions et lorsque les 

techniques de réduction de la variance sont utilisées. Les règles basées sur M8 font pire 

K =90 K = 100 K = 110 
estimateur naïf 

3600 2500 910 
3100 1400 550 
7900 4500 1500 
3800 2900 1000 
7200 2300 1100 

47 46 14 
2'70 81 16 
230 58 22 
320 88 23 
363 130 23 
350 60 14 
20 7.0 2 -4 

K = 90 K = 100 K = 110 
estimateur -4CV 

36 19 8.3 
7.3 6.6 5.3 
45 25 9.8 
41 14 7.3 
43 19 14 

0 -40 CL49 0.81 
13 6 -4 3.5 

9 -4 5.7 2.9 
20 7.2 2.9 
12 7.3 2.5 
16 6.8 1.8 

0.29 0.36 0.52 



que MC pour les estimateurs ACV lorsque N = 131071. La variance est réduite par 

des facteurs allant jusqu'à 45 en utilisant n/18,8,8 plutôt que Ma. Quand le meilleur a 

par rapport à hf8 a une valeur raisonnable de n/18,8b, les deux estimateurs LR offrent 

une performance comparable, avec une léger avantage envers ceux basés sur hf8,8,ss,s. 

Pour donner une idée de la précision des facteurs donnés au tableau 3.5, les in- 

tervalles de confiance au niveau 98% pour le rapport théorique des variances associés 

aux deux dernières lignes (cas où (N, s) = (131071, 60)) sont : (245, U 6 ) ,  (42, 82), 

(9.8, 19), (11, 22), (4.8, 9.2) et (1.3, 2.4) pour i&1a8 e t  (14, 27), (4.9, 9.5), (1.7, 3.3), 

(0.20, 0.39), (0.25, 0.49) et (0.36, 0.71) pour &f8. Donc, même en tenant compte du 

bruit sur ces estimations, on peut dire que la variance associée au critère A& pour 

cette valeur de (N, s) et pour la mbthode .4CV est significativement supérieure à celle 

de l'estirnateur h,I:CI 

Dans le tableau suivant, on refait la même expérience, mais en comparant le 

meilleur a par rapport à k!32 avec le meilleur par rapport à ~f32124116112-  Le problème 

est en 60 dimensions et les paramètres du modèle sont T = 1 an, Tl = O ,  o = 0.2, 

TABLEAU 3.6: Facteurs de réduction de variance estimés, s = 60 

Ici encore, avec des paramètres légèrement différents, on observe le même phéno- 

90 100 110 
estimateur naïf 

25 11 3.8 
0.4 0.4 0.4 
3 20 4.8 

3.2 1.2 0.7 
126 44 9.5 
108 32 9.2 
91 25 12 
13 4.4 3.4 

mène : lorsque le meilleur a par rapport au critère qui ne considère que les projections 

90 100 110 
estimateur ACV 
2.5 2.5 1.7 
0.3 0.3 0.3 
5.1 3.8 2.9 
0.2 0.2 0.3 
13 7.5 3.8 
7.7 5.7 2.4 
9.0 6.4 3.5 
1.2 1.3 1.2 

successives a de mauvaises projections sur des indices non successifs, comme c'est le 

cas pour tous les N sauf N = 32749, l'estimateur associé performe significativement 

moins bien que celui associé au o choisi à l'aide du critère plus général, qui ici est 



M32,11,16,12, puisque ce dernier détecte le mauvais comportement de ce type de règle et 

choisit une règle n'ayant pas ces problèmes. 

3.6.4 Comparaison entre Mt, ,.., ,, et F: 

Dans cette sous-section, nous comparons les critères 1Wt,,...,,, et p' sur le problème 

des options asiatiques, afin de voir si l'un de ces critères considérant les projections 

PN(I) permet d'obtenir des estimateua à plus petite variance que l'autre sur ce 

problème pratique. Ces deux critères seront égdement comparés sur des fonctions- 

test et sur le même problème d'options (avec des valeurs de N et s différentes) au 

chapitre 5 ,  lorsque nous comparerons différentes règles de Korobov à des règles de 

type vr-copie. Dans ce qui suit, nous nous sommes surtout intéressés au cas où iV est 

assez petit, car il n'est pas nécessaire que N soit grand pour obtenir de bons estima- 

teurs sur ce type de problème et notre but est de voir comment ces deux critères se 

comparent dans un conte~te qui soit le plus réaliste possible. 

Dans le tableau 3.8, nous donnons les facteurs de réduction de variance empiriques 

par rapport à l'estimateur j i ~ ~  obtenus à l'aide des règles choisies soit avec !kt8,8,8, 

soit avec le critère qui utilise les poids a = . . . = = ,/m. La justification 

de ce choix de poids est donnée dans [46, page 1441 : cette valeur de B fait en sorte 

que pi devient ainsi égal à la "discrépance L2-étoile", un cas particulier de la mesure 

générale D(PN) donnée à l'inégalité (1.6) et qui est souvent utilisée dans l'étude des 

(t, m, s)-réseaux. Dans les deus cas, la recherche est faite sur tous les éléments primitifs 

modulo N. Le tableau 3.7 donne la valeur de a pour les règles de Korobov ainsi 

trouvées ainsi que leur valeur de I & , ~ , ~  et pi. Nous utilisons 100 translations aléatoires 

pour estimer la variance de chacun de ces deux estimateurs et l'estimateur Put est 

basé sur l O O N  répétitions i.i.d., aiin que la comparaison soit juste. Nous étudions les 

estimateun "na?fY et "ACV", comme à la sous-section précédente et considérons le 

problème lorsque s = 10 et s = 60. Les paramètres de l'option sont définis de la même 

façon qu'au tableau 3.5 de la sous-section précédente. 

D'aprés ces résultats, on ne peut pas dire qu'un critère fait généralement mieu 

que l'autre sur ce problème. Dans plusieurs cas, il n'y a pas de différence significative 



TABLEAU 3.7: Meilleurs a par rapport à Me,e9a et p:. 
t 

TABLEAU 3.8: Facteurs de réduction de variance estimés 

N Crit. a 

1021 M8,s,o 325 
j&.a,8 4 
0.40544* 1.1544e-4 

entre les deux variances au niveau de confiance 98% (lorsque le rapport est entre 0.70 

et 1.36, selon la statistique de Fischer). Par contre, il semble que lorsque s = 60 et que 

N vaut 4093, la règle choisie avec @ obtient une plus petite variance que celle choisie 

avec et c'est le contraire lorsque N vaut 8191. 

Pour donner une idée de la précision de ces rapports, au niveau de confiance 98%, 

les i n t e d e s  de confiance pour les rapports théoriques des vaxiances lorsque N = 8191 

et s = 10 sont (838, 1629), (324, 631), (194, 377), (15, 29), (8.4, 16), (4.1, 8.0) pour 

K=90 K=lOO K=110 
estirnateur naïf 

215 224 76 
239 149 92 
444 239 117 
454 416 144 
537 298 140 
818 427 228 

1198 464 277 
1308 1047 375 

75 35 8.0 
104 26 10 
l o i  25 8 -6 
77 19 5.9 
47 18 4.4 

140 39 13 
215 79 19 
108 35 12 

K=90 K=100 K=110 
estimateur ACV 

5 -9 5.9 2.5 
4.1 5 .O 3.5 
13 8.3 2.5 

6 .7 7.5 1.6 
8.4 5.2 5 -3 
18 12 6 .O 
21 12 5.9 
18 13 6.6 

4.0 3.3 1.6 
3 -6 2.5 2.3 
3.1 2.6 1.9 
1.9 2.1 1.5 
1.4 1.5 1.2 
4.1 3.2 2 -2 
9.4 6.6 2.7 
3 3 3.8 1.9 



la règie choisie avec Mets,e et (915, 1779), (732, 1424)' (262, 510), (13, 24), (9.1, 18) et 

(4.6, 9.0) pour la règle choisie avec p ! .  
Que conclure de cela? Les résultats de cette section nous indiquent qu'il est im- 

portant d'utiliser un critère qui considère plus attentivement les projections que ce 

que fait Pg, p ou MT. Les critères h.tL,,..,td et p '  font tous les deux cela et semblent 

permettre de construire des estimateurs d'à peu près semblable qualité. Nous avons 

tendance à favoriser le critère h&,.,.rtd, étant donné qu'il permet de faire des recherches 

plus rapides que p:, surtout lorsque N et/ou s sont grands. Un autre avantage est 

qu'étant donné que ~\.lt,,...~, est toujours entre O et 1, il est plus facile d'avoir une idée 

de la qualité d'une règle en regardant sa valeur de hltl,.+w,td qu'en regardant sa valeur 

de p:, puisque cette dernière peut prendre n'importe quelle valeur positive. Des nor- 

malisations ont été proposées pour le critère [47, 481, mais elles sont basées sur 

des taux de convergence asymptotiques optimaux plutôt que sur une borne provenant 

du réseau optimal et ne sont donc pas aussi utiles ; entre autres, elles ne donnent pas 

nécessairement un nombre entre O et 1. 

Une heuristique qui pourrait être étudiée dans le futur serait de faire d'abord 

une recherche exhaustive avec Mt, ,...,td, retenir un certain nombre de règles parmi les 

meilleures qu'on a trouvées, puis utiliser P: pour choisir une règie parmi ces meilleures. 

Autrement dit, on utiliserait 1kIt1,...,4 pour éliminer les mauvaises règles, mais on ferait 

le choix final à l'aide de P:. Ceci nous éviterait d'avoir à faire de trop longs calculs, 

car la recherche sur toutes les règles serait faite en utilisant Mt, ,.-.,t, . 



Chapitre 4 

Règles de réseau polynômiales 

Nous étudions dans ce chapitre les règles de réseau polynômiales. Nous verrons dès 

la sous-section 4.1.6 que ces règles sont reliées de très près à la famille des (t, rn, s)- 

réseaux, qui rappelons-le, est une famille de méthodes QMC très importante, souvent 

utilisée en pratique et étudiée par plusieurs (voir (971 et les références qui s'y trouvent, 

ainsi que (43, 1001). Nous parlons ici de certaines propriétés qu'ont les règles de réseau 

polynôrniales en ce qui a trait à leurs liens avec les (t, m, s)-réseaux et à la variance 

des estimateurs qui leur sont associés. Nous proposons également un nouveau critère 

de sélection pour les choisir. 

.Mn de motiver la pertinence de ce critère de sélection, mentionnons que dans 

la littérature récente sur les méthodes QMC, plusieurs auteurs [log, 64, 47, 1141 

ont exprimé l'idée qu'il serait préférable de construire des (t, m, s)-réseaux qui mi- 

nimisent (d'une certaine manière) un vecteur ( t r ) rcs  de paramètres tels que PN(I) 

est un (tr, m, 111)-réseau, plutôt que de ne regarder que la valeur de t, qui corres- 

pond en fait à rnâp+lc~ - t r  Comme alternative à la construction de (t, m, s)-réseaux 

pour lesquels les tr ont été minimisés, nous présentons dans ce chapitre une façon de 

construire des règles de réseau polynômiales pour lesquelles les résolutiow tI associées 

aux différentes projections sont maximisées. Un avantage de cette approche est qu'il 

semble que le calcul de tr soit plus rapide à effectuer que celui de tr .  

Afin d'établir les différences entre ces deu constructions, nous donnons à In section 

4.3 des résultats comparant fI, t r  ainsi qu'un paramètre qr relié à tr et défmissons à 



la section 4.4 un critère de sélection basé sur les tr pour choisir des règles de réseau 

polynômiales. Ensuite, à la section 4.5, nous donnons des résultats sur la variance 

des estimateurs formés à partir de règles de reseau polynômiales XOR-translatées. En 

posant de fortes conditions sur les fonctions à intégrer, nous trouvons des bornes sur la 

variance qui font intervenir le nouveau critère. Nous établissons aussi des liens avec les 

résultats qui existent sur la variance des (t, m, s)-réseaux brouillés et étudions L'ordre de 

convergence de la variance pour certains ensembles de fonctions. Puis, nous concluons 

le chapitre en présentant des tableaux de règles qui minimisent le critére présenté à la 

section 4.4 et des résultats numériques où ces règles sont utilisées afin de construire 

des estimateurs dont la variance empirique est inférieure à celle de I'estimateur MC. 

Ces résultats numériques nous permettent également de comparer empiriquement les 

règles de réseau standard avec la version polynômiale. 

Mais tout d'abord, nous commençons par donner les notions de base sur les règles 

de réseau polynômiales et nous expliquons à la section 4.2 ce qu'est la décomposition 

en série de Walsh d'une fonction. Cette représentation joue le rôle qu'ont les séries de 

Fourier pour les régies de réseau standard. Notons qu'un certain nombre de résultats 

présentés dans ce chapitre sont carrément la %ersion polynômiale" de résultats dis- 

cutés aux chapitres 2 et 3. 

4.1 Introduction aux règles de réseau polynômiales 

Xous définissons d'abord ce qu'est un générateur de Tausworthe, puisque c'est 

à partir de ces générateurs que nous constmisons les règles de réseau polynômiales. 

Nous définissons aussi ce qu'est la résolution, avant d'introduire le concept de règle 

de réseau polynomiale et de XOR-translation. Nous nous référons à [72, 79, 801 pour 

cette partie. Ensuite, nous donnons la propriété définissant les (t, m, s)-réseaux et 

expliquons le lien entre cette propriété et la résolution. Nous expliquons également la 

randomisation proposée par Owen pour les (t, m, s)-réseaux, car nous la comparerons 

à la XOR-translation à la section 4.5.3- 



4.1.1 Dhflnition d'un g b t h t e u r  de Tausworthe 

Un générateur de Tausworthe produit une suite de bits à l'aide d'une récurrence 

linéaire modulo 2 et les nombres un entre O et 1 sont formés en utilisant des blocs 

de bits successifss. Plus précisément, ce type de générateur est basé sur un polynôme 

P(z )  = z* - alZm-l - . .. - a, de degré rn à coefficients dans F2, le corps de Galois 

contenant deux éléments, et tel que a, # O. Il utilise la récurrence 

pour former la sortie 

où u et L sont des entiers positifs. Le germe de la récurrence est dénoté par so = 

(6,. . . , &-i) E Fy. Si P(*) est un polynôme primitif (voir [86] pour la définition de 

cette propriété), que so # O et que p = 2m - 1 est relativement premier avec u,  alon la 

suite des un (et celle des en) est purement périodique avec une période de p, qui est la 

période maximale pour une récurrence d'ordre m. La prochaine sous-section explique 

comment sont construits les générateurs de Tausworthe utilisés dans les expériences 

numériques de la section 4.6. 

4.1.2 Implantation et gdnérateurs combinés 

11 existe des moyens efficaces pour calculer un à partir de u,-l si on impose une 

certaine condition sur P(-)  [72]. Cette condition est que P(-) doit être un trinôme 

primitif de la forme P ( z )  = zm - zq - 1,avecO < 2q < m,O < u 5 m - q  < 

rn 5 L, pgcd(u, Zrn - 1) = 1 et L doit être égal à la taille des mots de l'ordinateur. 

L'inconvénient est que les générateurs basés sur des polynômes qui respectent cette 

condition ont des défauts statistiques importants. Pour corriger ce problème, on peut 

combiner J générateurs de Tausworthe à période maximale basés respectivement sur 

les polynômes Pj de degré nt, et avec uj = v ,  j = 1,. . . , J .  De plus, on peut montrer 

que ce générateur combiné est équivalent à un autre générateur de Tausworthe, mais 

qui a un poIynôme caractéristique réductible correspondant au produit &(z)  . . . - 
PJ(z), dont le degré est m = x;=, mj. La période du générateur combiné est de 



p = ppcm(2*l - 1,.  . . , ZrnJ - l), où "ppcm" signifie "plus petit commun multiple". 

Lorsque p = n&,(2mj - l ) ,  cet autre générateur de Tausworthe comprend 2' sous- 

cycles correspondant aux différentes combinaisons (à période maximale) que l'on peut 

obtenir à partir des J composantes. Le sous-cycle 0, O, .  . . correspond à ne combiner 

aucune composante. Dans les expériences numériques de la section 4.6, nous utilisons 

des générateurs à deux ou trois composantes. 

4.1.3 Rdsolution 

Nous expliquons dans cette sous-section ce qu'est la résolution associée à un 

générateur de Tausworthe. Ce concept est utilisé pour définir notre critère de sélection: 

ainsi que pour expliquer les connections avec les (t, m, s)-réseaux. Tout ce qui suit se 

trouve dans [72]. 

Pour mesurer l'uniformité de la suite des un produite par un générateur de Taus- 

worthe, on peut choisir un entier positif p et regarder la distribution de l'ensemble des 

ptuplets successifs pouvant être générés à partir de tous les états possibles, comme on 

le faisait pour les GCL, c.-à-d., on regarde 

'PP = {(uo* Ul, . . , Up-1) : S* E {O, l}m). (43)  

Une façon de mesurer l'uniformité de iIr, pour un générateur de Tausworthe dont 

le polynôme associé (réductible ou non) est d'ordre rn est de former une partition de 

[O, 1 )P  en 2Pi cellules cubiques de même volume, où l'on doit imposer 1 L. On dit 

que <yp est @, t)-équidistribué si chacune des 2Pf ceUules contient le même nombre de 

points, c.-à-d., 2 m - ~ f  points. Évidemment, cela est possible seulement si pl < m. On 

donne dans [33, 18, 171 des conditions permettant de vérifier cette propriété, que nous 

expiiquerons brièvement à la prochaine sous-section. L a  plus grande valeur de 1 p o u  

laquelle QP est @, 2)-équidistribué est appelée la résolution et est dénotée par 4. La 

valeur maximale que peut prendre t, est donnée par 

a, = min (L, [m/pJ) . 

L'écart de résolution est défini par rp = % -4 et un générateur est dit ti résolution 

maximale en dimension p si rP = O. De plus, si &, = O pour p = 1,. . . , m, alors on dit 



que le générateur est Ù équidistribution mozimole (ME) [128]. Quand p > m, on obtient 

nécessairement que I, = 0, puisqu'on a un plus grand nombre de cubes que de points. 

La figure 4.1 nous donne un exemple où le générateur est (2,Z)-équidistribué, mais 

non pas (2,3)-équidistribué. Le polynôme utilisé pour générer cette règle est donné 

par P(r )  = z6 - z - 1 et les paramètres v et L sont v = 4 et  L = 6. 

FIGURE 4.1: Exemple d'ensemble Q2 pour un générateur de Tausworthe 

4.1.4 Règles de réseau polynômiales 

Afin d'expliquer le concept de règle de réseau polynômiale, il faut d'abord dire 

qu'un générateur de Tausworthe peut être vu comme étant un GCL, mais qui évolue 

dans un espace de polynômes plutôt que dans IR [la, 1271. L'équivalence se fait de la 

façon suivante [il] : on définit une transformation bijective entre l'espace IF? de la 

récurrence (4.1) et l'espace F&]/(P) des polynômes de degré inférieur à m ayant des 
b 

coefficients dans IFs. h l'état s, = (en,. . . , 6+m-t), on associe le polynôme 



On a alors 

pn (4 = m-i (2) mod ( P M ,  4, (4.5) 

oh " mod (P(r) ,  2)" signifie qu'on prend le reste de la division polynômiale par P(z) ,  

en supposant que les opérations sur les coefficients sont effectuées dans F2. Autrement 

dit, on a un GCL dans F&]/(P), avec P(z )  comme modulo et z comme multiplicateur. 

Pour obtenir la sortie un définie en (4.2) (en supposant que L = m), on n'a qu'à évaluer 

pnV(z)/P(z) en z = 2. 

Puisque la structure de réseau des pn(2) est préservée sous la trmsforniation linéaire 

qui permet d'obtenir les un, l'ensemble de points Q, défini en (4.3) a égaiement une 

structure de réseau. C'est pour cette raison que nous parlons de "règle de réseau 

polynômiale" lorsque nous prenons PN égal à @,, où N = 2m. En dimension p, le 

réseau dual est l'espace L; des polynômes multivaxiés h(z) = ( h l ( z ) ,  . . . , hp(z) ) ,  où 

ht ( z )  = ht j ~ j 9  h t j  E IF2, 1 E N, et tels que Cf=i ht(z)r(t-l)u rnod ( P ( r ) ,  2) = O 

[Tl, 1271. Par abus de notation, on peut identifier chaque polynôme h(z) avec le vecteur 

d'entiers h = (hi,. . . , h,), où ht = xfii ht j2 j  E N, et ainsi Lz peut également être vu 

comme un espace de vecteurs d'entiers h. En utilisant la norme sup pour mesurer llhllt 

on peut montrer [17] que la longueur du plus court vecteur dans Li est 2'p, c.-à-d., 

21p = min - llhll = min max lhtlp, 
OifhEL, O#h€C; LSKp 

ou lhlp = 2% 2k 5 h < 2k+L et lhlp = O si h = O. Plus précisément, l'égalité (4.6) 

est obtenue en combinant 117, Theorem il et [18, Theorem 21, ce qui nous permet 

d'obtenir la relation suivante : 
P P 

t, = ! si et seulement si max(0, Mg ai) = O et rnax(0, f!+i-lgoi) > 0: (4.7) 

où Ig = log, et 0; est la longueur (en utilisant la norme sup) du je vecteur d'une base 

réduite de Minkowski pour le réseau Ci (voir (17, Theorern 11). Les propriétés de cette 

base font en sorte que l'on a 6 5 . . . ai et 6 = minophpLg llhll. Ainsi, on obtient 

que tp = l si et seulement si lga; = l. La relation (4.6) nous fournit donc une autre 

interprétation pour la résolution !,. 

En pratique, lorsque l'on veut vérifier si eP = %, on peut regarder si chacune 

des 2 s  combinaisons de points dans [O, 1)P contenant $ bits dans chaque dimension 



apparaît autant de fois, lorsque l'on considère les bits correspondant qui représentent 

les 2m points de 8,. Pour faire cela, on doit vérifier que le système d'équations linéaires 

exprimant ces 2~'; combinaisons comme fonction de ( c ~ , ~ ,  . . . , est indépendant, 

ce qui revient à vérifier que la matrice correspondante est de plein rang pl ;  [33, 721. 

Dans [17], on montre qu'il est possible d'utiliser la relation (4.6) afin de calculer tp de 

façon plus efficace. 

4.1.5 Randomisation par XOR-translation 

Tout comme c'est le cas pour les règles de réseau standard, on peut randomiser 

les règles de réseau polynômiales en additionnant B chaque point de PLV un vecteur 

U uniformément distribué sur [O, 1)'. Cependant, comme R. Couture nous l'a fait 

remarquer, la contrepartie polynômiale est de faire un ou-exclusif bit par bit entre 

U = (LI,, . . . , Us) et chaque point de la règle, plutôt qu'une addition modulo 1. En 

pratique, le ou-exclusif est effectué sur les bits que l'on utilise pour représenter les 

nombres réels LG et x,, pour j = lo.. . , s, où xij représente la j e  coordonnée du ie 

point de la rPgle. Tout comme dans le cas standard, il suffit de répéter cette procédure 

un certain nombre de fois, disons avec .LI vecteurs i.i.d. uniformes Ui,  . . . Uw.  afin 

d'obtenir un estirnateur sans biais de la variance de l'estimateur basé sur les points 

{x, @ U. i = 1. . . . , N}. Cette XOR-translation préserve la propriété de réseau de 

l'ensemble de points et ceci sera esploité à la section 4.5, afin de donner des espressions 

pour la variance des estimateun ainsi formés. 

4.1.6 Définition des (t, m. s)-réseaux 

Comme nous l'avons indiqué au début de ce chapitre, une des motivations derrière 

notre étude des règles de réseau polynômiales est que ces règles sont reliées de très 

près aux (t, rn, s)-réseaux, qui constituent une des familles importantes de méthodes 

QMC. Or, la propriété définissant un (t, m, s)-réseau est basée sur la notion d'intervalle 

élémentaire de [O, 1)' en base b ou b-boite, qui est défini comme étant un ensemble de 

la forme 



où kj et uj 5 bkj sont des entiers non négatifs. Autrement dit, pour j = 1,. . . , s, on 

coupe le je axe [O, 1) en b parties égales kj fois, on prend le vie sous-intervalle et  on 

garde l'intersection formée par ces s sous-intervalles. Ln (t, m, s)-réseau en base b est 

un ensemble de bm points dans [O, 1)" tel que chaque bboîte de volume bt-m contient 

exactement bt points de l'ensemble. Évidemment, pour que cette propriété soit non 

trivide, on doit avoir O 5 t 5 m. De plus, on suppose que le t donné est le plus petit 

entier pour lequel la propriété est vraie. 

Ainsi, I'uniformité de cet ensemble dépend du paramètre t : plus t est petit, plus 

les points sont uniformément répartis. Par exemple, les suites de Niederreiter-Xing 

[IO21 ont la propriété de fournir des (t, ml s)-réseau qui, pour 6 et m fixés, ont une 

valeur de t qui croît linéairement avec s, ce qui est le meilleur taux possible pour t 

en fonction de S. Associées aux (t, rn, s)-réseaux, on a les (T, s)-suites, qui sont des 

suites infinies de points XI, ~ 2 , .  . . ayant la propriété que pour tout m 2 O et pour tout 

k 2 0: l'ensemble { ~ ~ b r n + ~ : .  :x(l+l)bm) est un (t, m, +réseau, avec t 5 r. Pour plus 

de détails sur les propriétés et la construction des ( t ,  rn? s)-réseaux, voir [103. 641 et les 

références qui s*y trouvent. 

La propriété qui définit les (t. m. s)-réseaux en base 2 est différente de celle qui est 

vérifiée pour mesurer la résolution d'une règle de réseau polynôrniale. En effet. pour 

vérifier la propriété des (t' m. s)-réseaux. on ne regarde pas seulement les cubes, puisque 

l'on n'impose pas que kl = - * O  = k, dans la définition de b-boîte. Sotons également 

que la définition de ( t ,  nt, +réseau est assez générale pour inclure n'importe quelle 

règle de réseau polynômiale, c.-à-d.. on peut toujours trouver une valeur de t qui fait 

en sorte que la règle est un (t, m. s)-réseau en base 2. 

D'ailleurs, la construction utilisée pour définir les ( t?  m, s) -réseuw digitaux [96, 98, 

641 inclut la définition de règle de réseau polynômiale. Aussi, la grande majorité des 

constmctions pertinentes aux applications de la méthode QMC entrent dans cette 

catégorie de (t, rn, s)-réseaux [114]. Larcher et ses collaborateurs donnent dans [67, 651 

des evpressions pour l'erreur obtenue en utilisant un (t, mt s)-réseau digital sur un 

certain type de fonction et obtiennent des bornes sur cette erreur qui sont similaires 

à ce qui existe pour les règles de réseau standard? mais en utilisant le développement 



en série de Walsh d'une fonction plutôt que celui en série de Fourier. Pour cette 

raison, ils appellent ces (t, m, s)-réseaux d ig i tau  des "règles de réseau digitales". Nous 

utilisons aussi le développement en série de Walsh d'une fonction, mais pour donner 

des résultats sur la variance des estimateurs basés sur une règle de réseau polynômiale 

XOR-translatée. 

Dans [1041, Owen a proposé une facon de randomiser les (t, rn, 8)-réseaux, obtenant 

ainsi ce qu'il appelle des (t, rnts)-réseaux brouillés. Cette randomisation va comme 

suit pour un réseau en base b : dans chaque dimension, on divise l'intervalle i0,l) en b 

parties égales que l'on permute aléatoirement et uniformément ; chacun de ces b sous- 

intervalles est divisé en b parties égales qui sont à leur tour permutées aléatoirement 

et uniformément et ainsi de suite. En pratique, on arrête lorsque les sous-intervalles 

deviennent de longueur inférieure à la précision de l'ordinateur, mais les résultats sur 

la variance donnés dans [105, 106, 1091 sont obtenus en supposant que ces subdivisions 

continuent indéfiniment. La variance des (t, m, s)-réseaux brouillés a été étudiée par 

Owen dans [105. 106, 1091. En comparaison avec la randomisation que nous utilisons: 

la méthode d'Owen requiert plus de temps de calcul. car on doit générer les différentes 

permutations servant à brouiller le réseau. Par contre, sa méthode détruit plus de 

corrélation que la ?(OR-translation, ce qui lui permet d'obtenir des résultats théoriques 

plus forts sur la réduction de variance, comme nous le verrons à la sous-section 4.5.3. 

4.2 Décomposition en série de Walsh 

Par léger abus de notation? nous supposons dans ce qui suit que N = {O. 1.2 , .  . .). 

La décomposition de f en série de Walsh en base 2 [8, 361 est donnée par 

f(h) = 1 f (x) (- 1) h'xdx 
[OJ 1' 

et pour h = (hi,.  . . , h,) E NS et x = (xi,. . . ,2,) E [O, I)$, 



où les hjtk et les x,,k sont les coefficients de I'eupansion binaire de hj et Xj, respective- 

ment, c.-à-d., 

Les fonctions de base (-l)hax sont donc constantes par morceaux sur [O? 1)' et valent 

1 ou -1 ; les 'knorceau'' sont déterminés par le vecteur h E Dis. 

Tout au long de ce chapitre, la norme de hj est définie par 

Nous donnons maintenant un résultat analogue à celui donné dans [116, Lemma 

2.71 pour les règles de réseau standard, qui est utilisé afin de démontrer l'expression 

pour l'erreur d'intégration et la variance de ces règles. Le lemme suivant aura la même 

utilité pour les règles de réseau polynômiales, ce qui lui confère donc de l'importance. 

Il est donné sans démonstration dans (791 et un résultat équivalent pour les (t. m. s)- 

réseaux digitaux est utilisé dans la démonstration du théorème 3 dans [67]. 

Lemme 4.2.1 ([Tg, Proposition 11) Soit PiV une règle de réseau polynürniale ou .V = 

Démonstration r voir I'annexe B, page m i .  

1 ce point-ci. le lecteur intéressé a suivre d 

si h E e;, 
sinon. 

e près toutes 1 es démonstrations de ce 

chapitre devrait lire l'annexe E, dans laquelle nous expliquons comment représenter 

les fonctions de base de la série de Walsh à l'aide d'une matrice d'Hadamard. Deu 

lemmes qui sont utilisés dans des démonstrations ultérieures y sont énoncés. 

4.3 Liens avec les (t,m,s)-réseaux 

Cette section contient les résultats reliant le paramètre de qualité t des (t, rn, s)- 

réseaux et la résolution, lorsque l'on considère les projections PN(I) d'un ensemble 



de points PM. Dans ce qui suit, nous supposons que le paramètre L dans (4.2) est 

supérieur ou égal au degré m de la récurrence ( 4 4 ,  ce qui semble raisonnable puisque 

L est habituellement choisi égal à 32 ou 64 (le nombre de bits utilisés pour représenter 

les nombres sur un ordinateur) et N = 2" - < 232 est amplement suffisant comme 

nombre de points pour les méthodes QLIC. Cela nous permet de poser ti = Lrnlpl. 

Les définitions qui suivent s'appliquent à n'importe quel ensemble de points et 

requièrent la not ion-clé suivante : 

Définition 4.3.1 Soit Plv un ensemble contenant 2m points. Le vecteur kr = (k , ) j e l ,  

kj 3 O, induit une équidistribution sur PaV(I) si, pour tout vecteur ( v ~ ) ~ ~ ~  tel que 

O < uj 1 2 4 ,  l'ensemble 

contient Zrn-' points de PLV. 

Kous donnons maintenant une définition précise de t r  le paramètre mesurant I'équi- 

distribution de PLv(I),  en se basant ce qui est défini dans [log, 6-1' 47, 491. Nous pro- 

posons également une définition alternative, dénotée par pl, servant aussi à quantifier 

ia qualité de PSv(I ) .  

uzde, le parumètre de qualité t r  est défini par 

t = argrnin,,o li, 5 rn - t implique que kr induit une 6quidzutrib~u tion sur - 

Autrement dit, t r  est la plus petite valeur entière telle que PLlt (1) est un ( tr  , m, 1 Il)- 

réseau en base 2. Plus tr est petit. meilleure est l'équidistribution de P.v(I) et on a 

toujours que tr 5 m. Aussi, plus III est petit. plus on s'attend à ce que tr  soit petit, 

puisque la somme X j E 1  kj contient moins de termes. 

La définition suivante peut étre utile si on veut un paramètre de qualité pour PLv(I) 

qui soit "spécialisé" à cette projection. En effet, dans la définition de trt on mesure non 

seulement l'équidistribution de PLv (1), mais aussi celle de toutes les projections PLV ( J )  

telles que J c 1, puisque les kj peuvent valoir O lorsque l'on vérifie si xi,, kj 5 m - t. 



Dans la définition qui suit, on restreint les kj à être supérieurs à O, ce qui signifie que 

l'on vérifie une condition plus faible que dans la définition de t l .  Par contre, on obtient 

de cette façon un critère de qualité, dénoté par qr, qui présente davantage de similarité 

avec la résolution, comme nous le verrons à la proposition 4.3.2. 

Définition 4.3.3 Soit un ensemble PLV contenant N = Zrn points. Pour 1 5 S non 

vide, le paramètre de qualité q~ est d é '  par 

Si aucun q ne satisfait cette condition, on pose ql = .m - 111 + 1. 

La proposition suivante fait le lien entre g r .  tr  et  le paramètre t définissant les 

( t ,  m. s)-réseau. 

Proposition 4.3.1 On a les relations suivantes : 

Démonstration : d'abord. le fait que tJ  5 tI si J C I découle de la définition de t r .  En 

effet. si kr est tel que xjeJ k, 5 m - t I ?  il induit une équidistribiirion puisqu'on sait, 

par définition de t r ,  que kI induit une équidistribution si on pose ij = k, si j E J et 

O sinon. Cela nous donne aussi que tr = r n a u g + ~ c ~  - tJ et que t = m a ~ j r ~ s  t I ,  puisque 

t = t~~ , . . . ,~ )  par définition. 

Ensuite, si q~ = m - 111 + 1. cela signifie que le vecteur kr tel que kj = 1 pour tout 

j E I n'induit pas une équidistribution et donc, on doit avoir tr 2 m - 11 1 + 1 = qr . Si 

q~ 5 rn - 111 et que tr < qr ,  cela signifie que tout vecteur kI tel que xjEI 5 5 m - tI 

induit une équidistribution- On peut choisir 6 2 1 pour tout j E I' puisque rn - tr > 

m - ql >: (Il ,  contredisant ainsi le fait que qr est la valeur minimum que l'on peut 

prendre dans le définition 4.3.3. Donc? on doit avoir tr 2 qr.  



Pour démontrer que t r  = m w g ~ c r  q ~ ,  remarquons d'abord que tr >_ m q # J c ~  - QJ? 
puisque tr 2 tJ 1 q ~  pour tout J C I .  

On doit donc montrer que t I  m-+,cr - q ~ .  Il faut donc vérifier que tout kr tel que 

xjrr kj 5 rn - rn&xg#~g  q j  = mino+Jcr(rn - qr)  induit une équidistribution. Posons 

G = {j : kj 2 1) et puisque, si G est vide, l'équidistribution est trivialement obtenue, 

supposons que G # 0. Si qc 5 m- IGI, alors on sait que Ejec kj 5 mingfJEl(m-qJ) 5 

rn - qc est suffisant pour induire une équidistribution. Si qc = rn - IGl + 1, alors 

rninO+~& - Q) 5 iGI - 1. Puissue xjcr kj = xjEokj  > ici, cela signifie que kr ne 

respecte pas xjcr kj  5 I - m ~ ~ a g ~ c ~  - QJ et donc, on n'a pas à vérifier l'équidistribution 

dans ce cas. a 
Passons maintenant à la définition de la résolution de Pv(l), qui généralise celle 

donnée dans l'introduction, où l'on se restreignait au cas oii I = {l? . . . . j } ,  1 5 j 5 S.  

Définition 4.3.4 Soit un ensemble PLV contenant N = 2* points. Pour 1 2 S non 

vide, la résolution de PN(I) est définie par 

el = argma?tt,,{kI - avec Ic, = e pour tout j E I induit une équidistribution sur 

et donc, tif, = In/ 1 11 J est une borne supérieure sur e l .  
La résolution contient donc une information différente de celle que nous donne tl 

ou qr On dit dans [98] que la condition que l'on vérifie pour calculer la résolution 

est plus faible que celle qui est vérifiëe lorsque I'on calcule t .  Sous voulons toutefois 

préciser qu'il n'est pas vrai que la connaissance de t nous permet de savoir quelle est 

la résolution. En fait, les deux définitions seraient équivalentes si on restreignait les k, 

à être égaux entre eux (kj = k pour tout j E 1) dans la définition de t r .  Pour illustrer 

en quoi cela implique plus de conditions à vérifier, rappelons qu'afin de vérifier si 

lr = l pour une règle de réseau polynômiale, il suffit de calculer le rang d'une matrice 

ille x ]Il[ dors qu'en principe, pour déterminer si tr = r, il faudrait calculer le rang 

de n matrices (m - T )  x (rn - T ) ,  où n est égal au nombre de vecteurs kr qui satisfont 

(zjEI kj = m - T) et donc, 



Pour vérifier si qr = r, on doit considérer les mêmes matrices que pour t I ,  sauf qu'on 

se restreint aux vecteurs k~ tels que k, 2 1 pour tout j E I. Le temps de calcul est 

ainsi réduit, puisque le nombre de matrices est maintenant (";:TI). Nous voulons 

mentionner cependant que lorsque les gens construisent des (t, m, s)-réseaw digitaux, 

ils utilisent des techniques plus efficaces que celles que l'on vient de mentionner pour 

vérifier la valeur de t (voir (1131, par exemple). De même, rappelons qu'il existe des 

méthodes plus rapides [l?] que celle décrite ci-dessus pour calculer la résolution. 

Une des propriétés que partagent tI  et q~ est que dans le cas où le vecteur kI tel 

que k, = 1 pour tout j E I n'induit pas une équidistribution, on ne cherche pas à 

quantifier l'équidistribution de PLv(I) en allant regarder ce qui se passe sur les sous- 

ensembles J C I comme le fait t l ,  mais on fixe plutôt le paramètre à O et m - 111 + 1, 

respectivement. Une autre faqon de voir le lien entre pl et el est en notant que 2'' est 

la longueur du plus court vecteur dans C;, défini par 

lorsque l'on utilise la norme sup définie par llhll = m q 4 r  Ihjlp : le cas où 1 = I l , .  . . p )  

a été traité en (4.7) à la sous-section 4.1.4. Le résultat suivant démontre que 2"-'* -l'bL 

est aussi la longueur du plus court vecteur dans Ç;. mais en utilisant la norme produit 

plutôt que la norme sup. Ce résultat nous sera utile dans la section 4.5, lorsque nous 

étudierons la variance de l'estimateur MR-translaté. car dans ce contexte. il semble 

que la norme produit soit plus "naturelle" que la norme sup pour mesurer les vecteurs 

h. 

Proposition 4.3.2 Soit PN une règle de réseau polynômiale contenant .V = Zrn points 

et définie par P(r )  et v .  Pour I C S non vide, si L = m, alors on a que 

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin du lemme suivant, qui va nous aider 

à appliquer le lemme E.2 de l'annexe E, pour un cas particulier de vecteurs kr : 



Lemme 4.3.1 Soit kr = (kj)ier un vecteur n'induisant pas une équidist6ution sur 

PM, mais pour lequel = (Iéj)jEl dém par 

4= { k j l  S';=Y 

kj sinon, 

induit une équidistribution, pour tout u E I tel que k, 2 1 .  Posons J = { j  : Ic, 2 1 )  

et g~ = (kj - 1) jE5- Alors pour toute chazîre b contenant 7 = xj:k l>o(kj  - 1) bits, on 

oli % ( g J )  représente la troncation de xi à ses k, - 1 premiers bits dans chaque dimen- 

sion j E J. 

Démonstration : voir l'annexe B, page d i .  

Démonstration de la proposition 4.3.2 : pour démontrer l'appartenance d'un vecteur 

h à C;, nous allons utiliser le lemme 4.2.1. Ce lemme nous indique que si le vecteur 

(k, i 1) induit une équidistribution, où kj est tel que lhj l p  = 2 4 ,  alors h n'est 

pas dans Li, puisque l'équidistribution nous assiire que ~ ~ ~ , ( - l ) h Q x *  = O. Ainsi. pour 

montrer que 

min Il hl[x 2 2m-9f-"I+L, 
Of hEt; 

il suffit de montrer que si h est tel que Ilhll+ < zrn-qf - i ' l + <  dors  (kJ i 1) induit 

une équidist ri bu t ion. 

Si qr = rn - 111 + 1, l'inégalité est respectée trivialement puisque 2m-qf-i[!+L = 1 

dans ce cas et donc. aucun vecteur différent de O ne peut étre tel que 11 hllz < 1. 

Supposons donc que qr < m - 1 II. Soit h # O tel que !lhll, É 2m-q~-1rlçt. Alors 

on a que xjEt kj < rn - qr - !Il t 1 et on veut vCrifier que (kj + I)jcrh induit une 

équidistribution. Or, Cjtrh(kj f 1) + (111 - 114 5 m - ql est suffisant pour que 

(kj i 1) jEIh induise une équidistribution et cette condition est équitalente à demander 

qui est respectée puisque l'on n'a considéré que les h tels que j,, kj < m -pl - 1 I !  + 1. 



On doit maintenant montrer qu'il existe un h dans C; tel que 11 hlln = ~ ~ - q r - l ' l + ' .  

Par définition de a, on sait qu'il existe un vecteur g = ( g j ) j e r  et un sous-ensemble 

3 C I non vide tels que Cjal gj = m - QI + 1 avec gj 2 1 pour tout j E J qui n'induit 

pas une équidistribution. Si q~ 5 rn - III, alors J = I et pour tout u E 1, g, tel que 

défini au lemme 1.3.1 induit une équidistribution. Si q, = rn - 1 Il + 1, alors il existe un 

sous-ensemble J C I non vide tel que g avec gj = 1 si et seulement si j E J n'induit 

pas une équidistribution, mais g, tel que défini au lemme 4.3.1 en induit une pour tout 

u E J. Notons que peu importe la valeur de q,, on a que xjE J ( g J  - 1) = m - ql - l 14 l + 1 

et donc, si 
,hj,p = { W-1 si j E J 

O sinon, 

alors llhlln = 3m-91-l'l*'. 

Il suffit donc de trouver un vecteur h tel que (hilp = 291-l pour tout j E J' hj = O 

sinon? qui soit dans Li. Posons 7 = x j E J ( g j  - 1) et  gJ = (gj - l ) j G J -  Nous ailons 

utiliser le lemme E.2 de l'annexe E afin de montrer que I H ( g j )  n f ; l  = 1. On doit 

donc montrer que 

par le lemme 4.3.1. Donc, on a bien que 

2' 

Remarque 4.3.1 Dans [481, on explique quelque chose de similaire pour leu règles 

de réseau standard : fa longueur du plus court vecteur dans le réseau dual obtenve 

en utilisant la norme f? nous donne une borne sur la somme 1 lhjl telle que toute 

fonction e2rJ"h'X est intégrée parfaitement par la règle de réseau. 

Remarque 4.3.2 Dans la proposition précédente, si on avait remplacé qr par tir la 

première partie de la démonstration se semit appliquée, c.-ù-d., on peut montrer que 



mino-chELi llhlln 2 2m-tr-I*l+L. Le problème survient dans la deuxième partie de la 

démonstration, car la définition de tr ne nous permet pas de supposer que J = I même 

s i  t r  5 m- 111 et donc, on n'a pas nécessairement que xier(gj-l) = m-tr - llltl. Par 

contre, on démontre. dans [127, CorolIury 4.31 que pour les générateurs de type GFSR 

(generalized feedback shift-register) et  en utilisant une norme légèrement différente de 

la nonne produit, (rn - t - s + 1) est lu longueur du plus court vecteur dans Li. Cette 

norme est définie par &L deg(hj) ,  ozi deg(hj) = kj si thj(, = 2&j 3 1 et deg(hi) = -1 

si hj = O. iVotons que lorsque les paramètres des générateurs GFSR sont choisis de 

façon appropriée, ils sont équivalents aux générateurs de Tausworthe [n]. 

La proposition suivante nous donne des bornes en fonction de tr sur la valeur de 

t r  et de q ~ .  Ceci nous donne donc de l'information sur la valeur que t I  et ql peuvent 

prendre sans avoir à les calculer explicitement. Nous croyons que dans un futur très 

rapproché. les gens travaillant à la construction de (t' m, +réseau vont essayer d'en 

construire pour lesquels au moins un sous-ensemble de paramètres Ir (ou qr )  sont 

minimisés (1141. Si on veut comparer les ensembles de points ainsi obtenus avec des 

règles de réseau polynômiales pour lesquelles seules les résolutions tr sont connues. les 

bornes suivantes seront utiles, du moins comme première comparaison. 

Démonstration : pour les bornes sur qr, on utilise la proposition 4.3.2. Par définition 

de e l ,  on sait que 

(1) il existe un vecteur h E f j avec Ihjlp 5 Pt pour tout j E I ,  

(2) si h est tel que lhjlp < 2'1 POUT tout j E 1, alors h 6 Li. 

Puisque r n a ~ , , ~ ~  lpS2tr llhllz = 21*1't, par (I), on a que 



et donc, on doit avoir q~ 1 m - III (el + 1) + 1. Ensuite, puisque si 11 hlln 5 2'1-', alors 

Ihjlp < 2'1  POU^ tout j E 1, par (2)) on a que 

2m-91-lIl+l > p i - 1  

et donc, qr 5 m - 111 - tr + 1. 

Pour les bornes sur t l ,  nous allons d'abord montrer que la bome supérieure tient. 

Pour cela, il faut s'assurer que si kj 5 m - (m - e l )  = el, alors kI induit 

une équidistribution. Or, xjer kj < tr impliqiie qile chaque k, 2 eI et donc, on a 

équidistribution par définition de el. 
Puisque tI  2 O par définition, pour démontrer la validité de la borne inférieure, il 

suffit de montrer que t I  > m - III(& + 1) : supposons que l'on peut trouver ta  5 m - 
IIl(t, + 1) satisfaisant la condition énoncée à la définition -4.3.2. Cela signifie que si kr 

est tel que EJEl k, 2 rn-ta. alors kI induit une équidistribution. On peut donc prendre 

5 = er + 1 pour tout j E I ,  puisqu'on obtient ainsi xJEI k, = + 1) 5 m - t * .  

mais ceci contredit le fait que el est la résolution de q v ( I ) .  4 

De façon concrète. qu'est-ce que ces bornes nous indiquent sur la différence entre 

une règle de réseau polynômiale de résolution er et un (t. m. +réseau en base 2 

ayant une certaine valeur de ql = q?  Si q > rn - 111 + 1 - e l ,  alors In propriétf 

d'équidistribution de la règle telle que mesurée à l'aide de ql est meilleure que celle 

du (t t  m. +réseau pour la projection Pav(I). De la même façon, si q 5 m - IIl(tr i 1): 

alors la propriété d'tquidistribution du (t. m. s)-réseau telle que mesurée à l'aide de ql 

est meilleure que celle de la règle pour la projection PiV( l ) .  'r'ous trouvons qu'il est 

intéressant de voir qu'en ne connaissant que la résolution er pour une règle donnée, on 

puisse dire que sa projection PLV([) est mieux équidistribuée (si ql est notre façon de 

mesurer l'équidistribution) que celle d'un (t, m? $)-réseau pour lequel le paramètre qr 

est suffisamment grand. 

Remarquons que pour les projections unidimensionnelles, la proposition 4.3 -3 nous 

indique que tI = rn - q~ = m - t I ,  puisque la bome supérieure est égale à la borne 

inférieure dans ce cas. 

Le corollaire suivant peut sembler évident, car il nous montre que dans le cas oll la 

projection P,v(l) a la meilleure équidistribution possible par rapport à ql (et t r ) ,  c.- 



à-d., lorsque t r  = qr = O, on a que la résolution est maximale, mais L'inverse n'est pas 

vrai. Nous le donnons quand même, simplement pour comparer ces deux cas limites. 

Corollaire 4.3.1 Soit un ensemble PN contenant N = 2m points et I C S non Mde. 

(1) Si ql = O, alors er = i?iIi = LmflIlJ. 

(2) Si i ? ~  = $ = LrnllIlJ, alors O tr 5 m - LmllIlJ et O 5 qr 5 rn - 111 + 1 - 

Lm1 I I I  J - 
Démonstration : si ql = O, la borne inférieure 

indique que l'on doit avoir m - 111(11 + 1) + i 5 
donnée ii la proposition 1.3.3 nous 

O et ceci tient si et seulement si 

Supposons que tr < jm/lIlJ : alors on doit avoir lr 5 m/lIl - 1. puisque f?[ doit être 

entier, mais cela contredit (4.10). On doit donc avoir eI = Lna/l I l ) .  

Si er = e; ,  alon 

et donc. par la proposition 4.3.3, on a que la valeur de t I  et de q, pour la règle de réseau 

polyndmiale est supérieure ou égale à, O. La borne supérieure provient directement de 

la proposition 4.3.3, en remplaçant eI par tir,, I 

4.4 Nouveau critère de sélection 

Nous présentons maintenant un nouveau critère de sélection aiin de choisir les 

règles de réseau polynômiales. Ce critère est défini de façon similaire à celui que nous 

avons présenté à la section 3.5 pour les règles de réseau standard, qui était dénoté par 

Dans ce qui suit, on utilise à plusieurs reprises le fait que, par définition, les 

règles de réseau polynômiales que nous utilisons sont stationnaires dans la dimension. 

Ceci vient du fait que la récurrence (4.1) est toujours inversible puisqu'elle est définie 



sur le corps fini F2 et que l'on a supposé que a, # O dans (4.1). Ainsi, on peut 

appliquer la proposition 3.2.1. 

Définition 4.4.1 Pour choisir des règles de réseau po lynômiales, 

Ce critère calcule donc la résolution de PL#) pour tous les I à indices successifs 

tels que 111 5 w l ,  il = 1, et pour tous les I contenant u indices espacés d'au plus wu et 

dont le premier est 1, pour 2 5 u 5 d. Ensuite, il compare chacune de ces résolutions 

el avec la résolution maximale tirIV puis prend l'écart maximal ainsi obtenu. 

Cet te définition généralise celle d'être ME, qui correspond en fait à avoir 9, = 0. 

On dira qu'un ensemble de points est ME(wl, . . . , wd) si A,, ,..,, , = O [Tg!. Par exempie, 

on sait qu'un (0, m, s)-réseau est ME (s, . . . , s), puisque t = rna.q+,c- QI et on a vu au - - 
r fois 

corollaire 4.3.1 que q r  = O implique que & = !if(. En fait, on peut voir le paramètre 

t comme étant la valeur de A,,,...,,, en utilisant la norme produit pour calculer la 

longueur du plus court vecteur dans Li et en prenant l o i  = . . . = w, = S. En effet. 

si PN est stationnaire dans la dimension et que l'on dénote par l~,,...,,, la valeur du 

critère utilisant la norme produit. on obtient alors 

en supposant que t = O peut être atteint, car alors on sait qu'il est possible d'avoir = 

O pour tout 1. Sotons que si on est en base 2, il est impossible de construire un (O. rn? s)- 

réseau, à moins que s 5 b + 1 = 3 [65]. Autrement dit, la borne supérieure m - 1 Il + 1 

est atteignable, mais pour l'ensemble des ( t !  m, s)-réseaux définis sur n'importe quelle 

base. Pour être plus juste, on pourrait définir un critère t' en utilisant la borne inférieure 

qui 

On 

assure l'existence d'un ( t r  , m, 1 11)-réseau en base b pour tout t r  2 till ( b ) ,  rn 2 tr . 

poserait don 



pour choisir des (t, m, s)-réseaux en base 2. 

Tout comme pour le critère Mt.I,,,...,td utilisé pour choisir les règles de réseau stan- 

dard, on peut démontrer que A,, ,..., correspond à la mesure de discrépance générale 

D ~ ( P ~ )  donnée en (2.8), pour un certain choiv de ~ ( h )  et en remplaçant LL par Li. 

La structure des poids w(h) est similaire à celle obtenue dans le cas standard et donc, 

on peut invoquer les mêmes raisons qu'à la section 3.5 pour dire que les paramètres 

wl , . . . , wd devraient être choisis tels que wl 2 . . . 2 wd, avec w1 assez grand ; d et les 

autres wu devraient ètre sélectionnés de façon à ce que le critère puisse être calculé 

assez rapidement en pratique. Nous verrons à la section 4.5.2 d'autres considérations 

pouvant nous guider dans le chois de ces paramètres. 

Proposition 4.4.1 Supposons que wl 2 wu pour 2 5 u 5 d. Si 

alors la mesure de discrépance D;(P,) définie par (2.8) est égale à A,,,...,,, . 

Démonstration : voir l'annexe B, page xxxiii. 

Remarque 4.4.1 Comme dans le cas standard, la définition des poids w(h) pour 

obtenir I'équzualence n'est pas unique. Nous avons choisi celle qui donnait au plus 

grand nombre possible de uecteurs h un poids non nul. 

Le résultat suivant nous donne une borne supérieure sur la valeur maximale que 

peut prendre qr pour un ensemble de points pour lequel le critère Aw,,...., est connu. 

L'idée est la suivante : si on a une règle de réseau polynômiale pour laquelle on connaît 

A,,,++.,, et qu'on veut la comparer avec un (t, m, s)-réseau pour lequel on ne connaît 

que t et non pas les ql individuellement, alors le résultat suivant nous donne une valeur 

avec laquelle on peut comparer ce t. Autrement dit, on peut voir t = m z q + r ~ s q r  

comme étant une borne sur m ~ + ~ ~ ~ ( ~ , , . . . , ~ ~ , d )  q~ et le résultat suivant nous donne 

aussi une borne sur maq+r,a(wi,...,wd,d ql,  mais qui est basée sur les résolutions lr.  



Proposition 4.4.2 Soit PN un ensemble contenant 2" points. Si A,,t...,, = A, ou 

les wu sont tels que ut, 5 wl pour 2 5 u 5 d e t  que ut1 > Lf i ]  + 1, alors 

Démonstration : voir l'annexe B, page m i v .  

On peut voir que pour h fké, cette borne croit avec m, alors que si on prend des 

(t,  m, s)-réseaux construits à partir d'une (7, s)-suite donnée, le paramètre t est borné 

uniformément par r (64. Par contre, cette borne croit avec A, qui dépend de rn et par 

expérience, il semble que plus rn est grand, plus il est facile de trouver des règles de 

réseau polynômiales avec A petit. 

TABLEAU 4.1: Borne donnée à la proposition 4.4.2 

Le tableau 4.1 donne la valeur de (m+ 1 + h +max19<,, - g ( p ) )  pour rn allant de 10 

à 20. Kous donnons également la valeur de r pour la (T! +suite N S 2  de Niedeneiter- 

telle qu'elle apparaît dans [102! Table 11. Le paramètre r pour cette construction 

a le meilleur taux de convergence possible en fonction de st soit O(s). La valeur de 

T est constante en fonction de m et nous l'inscrivons jusqu'à la ligne correspondant 

à la valeur de m pour laquelle rn + 1 + maug(p) vaut r. Cela veut dire que pour un 

couple cm, s) donné, si la règle de réseau est telle que A = O et qu'une valeur de r est 

inscrite à la ligne m dans la colonne s, dors la qualité de ses projections PLv(l) pour 



lesquelles I E H(wl, . . . , wd, d )  est "environ aussi bonne" que celle du (t, m, s)-réseau. 

Par exemple, en dimension 10, si m = 12 et que la règle a une valeur de A = O, alors 

maxrc~(wi,...,,,,d,d) qr 6 < r = 8. On dit "environ aussi bonne" car les deux valeurs que 

l'on compare sont des bornes supérieures sur la mesure de qualité mâx~Ex(w,,...,w,,d) q~ ; 

en effet, r > t > mmrax(wi ,..., wd,d) QI- 

4.5 Variance des estimateus construits à partir de règles de 

réseau polynômiales 

Nous présentons ici l'analogue de l'expression pour l'erreur d'intégration donnée 

dans [ll6. Theorem 2.81 et de la proposition 2.2.1. mais dans le cas polynômial. Tout 

au long de cette section? nous supposons que L = m. afin de pouvoir appliquer le 

lemme 4.2.1. Bien sûr, en pratique, la valeur de L est finie, mais puisque la méthode 

41C subit le meme genre d'approximation, c.-à-d., elle n'est pas implantée en utilisant 

des points x, qui suivent exactement la loi uniforme sur [O1 1)". mais plutôt une loi 

uniforme discrète sur [O. 1 / 2 ~ ,  . . . . (2= - 1)/2L]S: nous croyons que I'hypothèse que 

L = cc ne déforme pas trop la réalité. surtout si notre but est de comparer la variance 

des règles de réseau polynôrniales avec la méthode MC. 

L'expression pour l'erreur obtenue en utilisant une règle de réseau polynômiale 

est donnée sans démonstration dans [79, Proposition 31. Dans [67], une version plus 

générale est donnée, mais qui n'utilise pas la notion de rtiseau dual: on montre que 

+ ~ b i  f k )  - P = + ~ 0 j k h  m ( ~ : V = l ( - l ) ~ ~ ~ * ) *  

Proposition 1.5.1 Soit P;v une règle de réseau polynômiale. Si f a une représenta- 

tion en série de Walsh absolument conuergente, alors 

Démonstration : on a que 



où la première égalité est obtenue en utilisant la représentation en série de Walsh de 

f et le fait que f(0) = p ; la convergence de C l,f(h) 1 nous permet d'appliquer le 

théorème de Fubini pour justifier le changement d'ordre de sommation effectué afin 

d'obtenir la deuxième égalité ; la troisième égalité suit par application du lemme 4.2.1. 

I 

Dans [67], on donne des bornes sur l'erreur lorsque les coefficients j(h) décroissent 

suffisamment rapidement (analogue des fonctions qui sont dans E, (c) quand on utilise 

les séries de Fourier) et qu'un (t, m, +réseau en base b est utilisé, avec b premier. Dans 

[65], on fait la même chose, mais pour des (t? m, s)-réseaux digitaus plus généraux. 

Dans ce qui suit, nous analysons plutôt la variance de l'estimateur '(OR-translaté 

où U est un vecteur aléatoire uniforme sur [O, I)$, 

Le résultat suivant est donné sans démonstration dans [Tg. Proposition 31. 

Proposition 4.5.2 Pour f E L? et PLV une règle de réseau polynômiale. on a que 

Démonstration : puisque U suit la loi uniforme sur [O, l)', cela signifie que les UjBk sont 

i.i.d. de loi Bernoulli avec p = 112. Ainsi, les ( x , ~ , ~  + Ujtt) mod 2 sont aussi i.i.d. de loi 

Bernoulli et donc, chaque &@U suit la Ioi uniforme sur [O, 1)'. Ainsi, E( f ( x i @ U ) )  = p 

pour chaque i, d'où le résultat (4.12). 



Pour démontrer (4.13), on procède de façon similaire à ce qui a été fait dans 

le cas standard, c.-à-d., on définit la fonction g(-) : [O, 1)' -+ R telle que g(U) = 

zEi f (xi @ U ) / N .  Ainsi, Var(g(U)) = Puisque l'égalité de Parseval tient 

également dans le cas de la décomposition en série de Walsh (voir [36], par exemple), 

Il faut maintenant calculer j(h) : 

1 O sinon. 

Dans ia série d'équations précédentes, La troisième égalité est O bt mue en interchan- 

geant la somme et l'intégrale et ce changement d'ordre est légal par le théorème de  Fu- 

bini. puisque f est de carré-intégrable : la quatrième égalité est obtenue en appliquant 

le changement de variable vi = xi eu .  qui nous permet également de réécrire u comme 

étant x, @ vi et la cinquième vient du fait que (-i)hQ(Viûx8) = (-l)hGvi(-l)hQxt ; la 

dernière égalité suit par application du lemme 4.2.1. 

En remplaçant dans (4.14), on obtient bien que 



Remarquons que dans cette démonstration comme dans celle de la proposition 

2.2.1, donnant la variance de I'estimateur formé à partir d'une règle de réseau standard 

translatée aléatoirement, on utilise le fait que 

e-2rnh.y  dans le cas standard, 

w(h?y)={(-l!hiJ' danslec~polynôrnid~ 

est la fonction de base utilisée dans la décomposition choisie et 

[ (x. + U) rnod 1 dans le cas standard, 
4 w G )  = 

( xi$u dans le cas polynômial, 

est la randomisation choisie. Dans les deux cas, les propriétés de la fonction de base 

font en sorte que l'on obtient 
I 

N N s i h E & ; ,  

i= 1 O sinon. 

.-\ussi. avec une randomisation différente (par exemplet en utilisant ((x, + u) rnod 1) 

pour les règles de réseau polynômiales), l'égalité (4.15) ne tiendrait plus nécessairement 

et donc. la formule pour la variance tomberait. Cela justifie d'une certaine maniére le 

choix de la randomisation dans chaque cas. 

4.5.1 Liens entre la décomposition ANOVA et celle en série de Walsh 

Toujours en analogie avec ce que nous avons fait dans le cas standard, on montre 

dans cette sous-section comment les coefficients de Walsh de la fonction peuvent servir 

à décomposer Les variances oi = Var( fI) associées à la décomposition .A'iOvl de /: 

pour I E S non vide* Rappelons que cette technique permet de calculer les a: sans 

connaître explicitement les composantes fI. Ce résultat, donné à la proposition 4.5.3, 

naus permettra entre autres de réécrire Var(kpLR) en fonction des résolutions lr à la 

sous-section suivante, justifiant ainsi notre critère A,, +..-, . 
Étant donné que les démonstrations de cette sous-section sont similaires à celles 

des résultats de la section 3.3 (cas standard), elles ont été mises en annexe. 



Lemme 4.5.1 Soit f E C2. Alors pour tout I S non vide, les coeficients de Walsh 

des composantes A NO VA fr (voir définition 3.1.1) sont donnés par r 

sinon . 

Démonstration : voir Ifannexe B, page m i .  

Le résultat suivant réécrit la variance o: de fI en fonction des coefficients de CValsh 

de f et regroupe ces coefficients f (h) selon le vecteur d'indices Ih qui leur est associé, 

dans l'expression pour la variance de bPLR 

Proposition 4.5.3 Soit / E f2. Alors pour tout I E S non vide, 

où fi; = {h E KJ : Ih = 1). De plus, si on écrit I'eutimateur bPLR comme e'tunt 

et que l'on pose 

Démonstration r voir l'annexe B1 page m i i .  

4.5.2 Bornes sur la variance données en fonction du critère de sélection 

Yous donnons maintenant des bornes sur la variance de fiPtR en utilisant soit 

les résolutions el ,  soit les paramètres 91. Dans les d e ~ v  cas: la borne est donnée en 

décomposant d'abord la variance selon les sous-ensembles I C S, puis en sommant 

sur les h dans N; qui ne sont pas plus petits que le plus court vecteur dans L;, 

dont la longueur peut est écrite en fonction de el ou q ~ .  Le but de cette étude est 

d'aller chercher dans ces bornes des arguments supportant la forme de notre critère de 

sélection. 



Puisque l'hypothèse que PN est stationnaire dans la dimension sera utilisée à plu- 

sieurs reprises dans cette sous-section, nous voulons rappeler que les règles de réseau 

polynômiales que nous utilisons (basées sur la récurrence (4.1)) ont toujours cette pro- 

priété. De plus, afin de faciliter la présentation dans le cas de la borne en fonction des 

ql ,  on utilise la notation suivante : 

KI (PI 

Proposition 4.5.4 Soit f E L2 e t  

points. Alors 

W U P L R )  5 

et  

PLV une règle de réseau polgn6miale avec N = Zrn 

oii nu = rn - q~ - 111 + 1 et H(kr )  = {h E N; : lhjlp = 2 k ~ .  pour tout j E I ) .  

Démonstration : par définition, si h E Ki est tel que llhll < 2'1. alors h $ Li, puisque 

N; n Li c Li et que mino,hcc; llhll = 2'1. De même dans le cas où h E H ( k l )  et que 

n = x,, k, < m - ql - 11 1 + 1. Les deux bornes suivent en utilisant ltexpression (4.16) 

pour Var(bptR). D 

La borne (4.18) justifie d'une certaine façon l'utilisation de notre critère de sélection 

l,,,.-*,,. puisque plus les er sont grands, plus cette borne est petite. car elle contient 

alors moins de termes. Cependant, pour justifier notre critkre de façon satisfaisante, 

on doit également motiver le choix des paramètres d et w , ? . .  . i ~ ,  en relation avec la 

variance de jiPLR. L'objectif est de trouver une borne sur la variance de UprR qui soit 

de la forme g ( 9  ,,,... t,) -a2, avec g(-) une fonction qui augmente avec AWlt ...,,. 

Or, la motivation derrière un critère comme A,,,*..,, est de s'assurer que les 

résolutions tI  associées aux sous-ensembles I pour lesquels a;/o2 est grand sont suffi- 

samment grandes et ceci devrait nous permettre de construire des estimateurs ayant 

une petite variance. Le résultat donné à la proposition 4.5.5 précise cette idée, justifiant 

ainsi la forme du critère. 

Plus prkisément, on donne une borne supérieure sur la va.riance de FPLR qui est 

de la forme voulue, c.-à-d., g (A ,,,.-,,) - a*, mais pour y aniver, on doit imposer des 



conditions très fortes sur la fonction. D'abord, on doit faire des hypothèses sur l'impor- 

tance des composantes fr correspondant aux sous-ensembles I dans H(wi,  . . . , wd, d) ,  

sous forme d'une définition s'apparentant à celle de la dimension effective de f .  11 faut 

également faire des hypothèses sur les f(h) qui impliquent une borne supérieure et une 

borne inférieure sur ~f(h) 1 en fonction de 1 1  hll. On a besoin de cette borne inférieure 

pour obtenir une borne sur Vai(bpLR) qui soit en fonction de a*. En effet, pour arriver 

à cela, il n'est pas suffisant de savoir que les coefficients 1 f (h)l avec llhll >. 2'1 sont 

petits. II faut s'assurer qu'ils sont petits relativement à ce que l'on avait au départ? 

c.-M., par rapport B a:. De façon équivalente, cela signifie que l'on doit vérifier que 

les coefficients qui ont été éliminés (ceux tels que llhll < 2'1) sont grands. Sans la borne 

inférieure sur ~j(h)l ,  rien ne nous garantirait que ces coefficients ne sont pas tous nuls. 

Voici donc ce résultat : 

Proposition 4.5.5 Svpposons que f E L2 et qu 'il eriste une constante positive réelle 

k 5 1 telle que 

et qu'il existe al 5 . .. 5 a,, telles que ?aj > j jpor tout j = 1 ..... url et deux 

constantes positiues cl 5 q telles que 

R h )  { 5 ~ l l h l l - ~ ~  si llhll 2 2''h et E H ( w 1 7 . .  . . ud: d) ,  

 ch^ s i I h €  H ( m  l:....~d>d). 

,d2 = min ((2aj - j ) l m / j J ) .  
r l l l w l  

- Pour une règle de réseau polynômiale comptant N = Zrn points et telle que A,,,.--,, - 

A, s i  YI > - W j  POUP tout j 5 d ,  alors on a que 

Le lemme suivant est utilisé dans la démonstration de la proposition 4.5.5 : 



Lemme 4.5.2 Si on pose 

Nh(n) = nombre de vecteurs h dans N; tels que Ilhl1 = 2"* 

pour n 2 O entier, alors pour tout r 2 O entier, 

Démonstration : voir l'annexe B, page xxxvii. 

Démonstration de la proposition 4.5.5 : par  hypothèse, si I E H ( w l ,  . . . , wd, d) et que 

111 = j?  on aque 

en utilisant la notation du lemme 4.5.2. 

De plus, par la même procédure. on peut montrer que 

et ainsi, 

où la dernière inégalité suit par application du lemme 4.S.2. Notons que le rapport 

qu'on laisse tomber à la deuxième ligne est bien défini ct vaut 1, car 

puisque 2uj - j > O. En combinant, on obtient que 



Le résultat (4.21) est obtenu en notant que pour tout I E H(wl,  . . . , wd, d)  avec 111 = j ,  

l'inégalité suivant par définition de A, par le fait que 2aj > j pour j = 1,. . . , wi et 

par l'hypothèse que PN est stationnaire dans la dimension. Ainsi, on obtient 

par définition de a? p2 et en utilisant le fait que CIEH(wi,.~~,wd,d) O? 5 O?. I 

La raison pour laquelle nous avons supposé que les paramètres aj augmentaient 

avec j est pour refléter l'hypothèse que si 1 JI < (II ,  alors o! 2 a:. Notons que cela 

concorde avec la condition que 2oij soit supérieur à j. 

La borne (4.21) peut nous indiquer comment choisir les paramètres d, wi, . . . , utd 

qui définissent le critère A = A,,l..,,,. En effet, on sait que 1 croit lorsque d ou 

les Uj augmentent, car on considère alors plus de projections. Par contre? la quantité 

k dans la borne (4.20) augmente lorsque d ou les wj  augmentent. Puisque la borne 

(4.21) diminue lorsque 1 diminue ou que k augmente. cela signifie que les paramètres 

d. w l ,  . . . wd devraient être choisis de 4 0 n  à ce que si on les augmentait davantage, 

cela ferait augmenter A sans nous permettre d'augmenter k de façon importante. 

Autrement dit. si Fr n'est pas très importante, on ne veut pas que la projection PbV(l)  

vienne affecter notre jugement sur PLV. 

On peut voir dans le développement qui a mené au résultat précédent qu'en 

définissant autrement le critère A, on aurait pu arriver à une borne plus serrée sur la 

variance de fiPLR. C'est ce que l'on exploite dans le résultat suivant, en définissant le 
- 

critère AwL ,-..,wd : 

Proposition 4.5.6 Soient wl, . . . , Z U ~  des entiers tels que wl 2 w j t  pour j = 1,  . . . d. 

Supposons que f E L2 et qu'il existe une constante positive k 5 1 telle que 



et qu'JI existe al 5 . . . 5 a,,,, telles que 2% > j pourj = 1,. . ., wi et  deux constantes 

positives cl < c2 telles que 

où j = lIhl. 

Pour une règle de réseau polynchiale comptant N = Zrn points, si on pose 

alors on a que 

4 g-bgwl+i 
P L )  5 ( - + (1 - k)) 2. 

Démonstration : les hypothèses sur la fonction étant les mêmes qu'à la proposition 

4.5.5, on a que 

et le résultat suit en utilisant le fait que P.v est stationnaire dans la dimension et donc. 

que min,el(wi ,..., tu , ,d ) (2a l r ]  - lIl)ei = ,..., tud- a 
On a ici une borne qui décroît avec A ,,,-.-,, : c'est normal. car plus est grand, 

meilleure est I'équidistribution de P;v. Cette borne est plus serrée que celle donnée à 

la proposition 4.5.5. car en remplaçant par tr - Ep, +l'il, dans la définition de A. on 

obtient que > minj(-h(kJ  - j) + (2aj - j)Lrn/j d 1 )  > - -Abi + &. Comment cette 

quantité est-elle reliée à notre critère A? On peut voir A,,,...,, comme une version de 

&,, ,...,, qui utilise une normalisation basée sur les aj plutôt que sur les t; et donc? 

sur la fonction plutôt que sur le nombre de points N. Si on suppose que (?aj - j )  

croit avec j, alors les deux critères ont la caractéristique d'être plus sévères envers les 

er lorsque III est petit, car on veut que (2aIrl - IIl)tr soit grand et que &\ - er soit 

petit. Donc, on peut dire que le critère a utilise le même genre de normalisation que 

celle utilisée dans la définition de A,, 

Toutefois, pour utiliser le critère &,,...,, en pratique, il faudrait connaître expli- 

citement la valeur des différents paramétres aj associés à la fonction, ce qui ne semble 



pas être évident. Le critère A,,,...,, ne requiert pas cette connaissance et utilise une 

normalisation qui va dans le même sens que celle basée sur les aj. Les deux critères 

devraient donc grosso modo choisir les mêmes règles. L'avantage de 4 est simplement 

que la borne sur que l'on obtient en fonction de ce critère est plus serrée 

que celle définie en fonction de A. 

.k partir des propositions précédentes, on peut donner des conditions sur f et PN 

garantissant la réduction de variance par rapport à la méthode MC. 

Corollaire 4.5.1 Soit PLv une règle de réseau polynôrniale avec X = Zm. Supposons 

que f satisfait les conditions énoncées à la proposition 4.5.5 avec k 3 1 -QIN,  pour CJ 

une constante indépendante de N et que zol 2 wj pour j = 1,. . . , d .  Si A ,,,..., , 1 rn 
ou que h ,,,...,, Pi - & -m, ozi pl et ,& sont définies à la proposition 4.5.5, alors 

Démonstration : par h-pothése. on sait que 

en appliquant la proposition 4.5.5, et  que 

par la proposition 4.5.6. Le résultat suit par application des hypothèses sur et k7 

puisqu'on obtient alors que 3- ((c2/cl)* 2A0~-32?wl+L + (1 - k)) 5 ( C ? / C ~ ) ~  z W l  + CS 
et que LV ((c2/q)* 2-î2W1+L + (1 - k ) )  5 (c2/c1)* 2WlCL + c 3 - I 

Étant donné toutes les ressemblances que nous avons notées jusqu'à maintenant 

entre le cas standard et le cas polynôrnial, on pourrait penser que les bornes développées 

dans cette sous-section pourraient aussi être démontrées dans le cas standard, avec le 

critère Le problème qui survient lorsque l'on essaie de faire cela, c'est qu'au 

lieu de calculer la quantité N h  (n) définie au lemme 4.5.2, page 158, il faut être capable 

de compter le nombre de vecteurs h E 8; tels que Ilhll: = k, pour k E N et cela 

complique beaucoup le cakul, surtout lorsque s > 8 [U]. Yous avons essayé d'utiliser 

des bornes sur ce nombre mais en faisant cela, les conditions requises sur la fonction 



devenaient trop irréalistes. L'amélioration de ces résultats dans le cas standard est un 

des sujets de recherche que nous aimerions explorer prochainement. 

4.5.3 Comparaison avec les ( t ,  ml +réseaux brouillés 

Uaintenant, comment les règles de réseau polynômiales XOR-translatées se corn- 

parent-elles a u  (t, rn, s)-réseaux brouillés pour ce qui est de la variance ? Nous croyons 

qu'il est important de répondre à cette question, car cette méthode due à Owen a reçu 

beaucoup d'attention parmi la communauté QMC dans les dernières années. Pour y 

répondre, nous dlons d'abord rappeler brièvement les résultats obtenus par Owen pour 

les ( t ,  rn, +réseau brouillés. 

Proposition 4.5.7 ([106, Theorem 11) Soit b,,, 1 'estzmateur formé à partir des N = 

2" points d'un (t? m, s)-réseau brouil16 en base b,  jisic I'estirnateur MC basé sur Zrn 

points et soit f E C? Alors 

Var(fit,,) = o(i/N) quand LV + oc (4.23) 

Si t = O, alors 

Proposition 4.5.8 ( [ log ,  Theorem 21) Sous les conditions de [106. Theorem 11 (voir 

la proposition 4.537, si  f est à variation bornée au sens de Hardy e t  Krause, alors 

Si as f /%Y est Lipschitz-continue, c.-à-d., s'il eztste -4 > O et 9 E (0,1] tels que 

pour tovs x, x* E [O, l)', aiors 



La borne asymptotique (4.26) est obtenue en utilisant le fait que pour ce type 

de fonction, on a que (Mtma - p)  = O(N-'(log N)'-I) avec probabilité 1, par simple 

application de l'inégalité de Koksma-Hlawka, puisque les (t, rn, s)-réseaux brouillés sont 

des (t, m, s)-réseaux avec probabilité 1 [IO41 et donc, leur discrépance-étoile est dans 

O(W1(log N)'-l).  Le résultat pour la variance suit en utilisant le fait que E(btm) = p. 

Les autres résultats ont été obtenus en utilisant une décomposition en Fonctions de 

Haar. De cette façon, la variance est donnée par 

où oFTk, représente la variance de la fonction de base qui est constante sur chaque 

boite déterminée par la partition induite par kr et est déterminé par les proprié- 

tés d'équidistribution du (t, m, s)-réseau et par la randomisation choisie. 

Cette expression pour la variance peut être comparée facilement avec la variance 

de jihlc, qui est obtenue en posant rI,kr = 1 pour tout I ,  kt. Pour les (t, m, s)-réseaux. 

ces ri+[ valent O lorsque les boites associées ont toutes le méme nombre de points. Les 

inégalités (4.24) et (4.25) sont donc obtenues selon la borne (indépendante de .V) qui 

peut ètre trouvée sur rlVki pour les autres valeurs de kr. Le résultat (4.23) vient du 

fait que les rlVkr sont tous bornés par des quantités indépendantes de .Lw. Finalement, 

la borne asymptotique (4.27) est obtenue en démontrant que pour ce type de fonction, 

On peut établir une correspondance entre la décomposition en fonctions de Haar 

et celle en série de Walsh, que L'on a utilisée clans l'expression pour la variance de bPLR 
à la proposition 4.5.2 : 

Lemme 4.5.3 

OU H(kr) = {h 

Démonstration 

Soit / E L2. On u que 

.:,,CI = lJ(h)12? 
hEH(kr 

E NI : lhJp = 2kl pour tout j E I ) .  

: voir l'annexe B, page m i i i .  



Ce que ce résultat signifie, c'est que dans le cas de lTestimateur bPLRt le facteur 

rl,kr dans (4.28) correspond au rapport 

On sait que ce rapport vaut O lorsque kl induit une équidistribution, car il n'y a alors 

aucun h dans L:. >lais pour les autres kit il semble difficile de borner cette quantité. 

Le problème vient du Fait que même si on sait que LI n H(kl)  c H ( k r ) ,  on peut 

toujours tomber sur une fonction telle que f(h) est nul lorsque h $! Ci et dans ce cas, 

le rapport (4.29) vaut iV. Pour cet te raison, on ne peut arriver à démontrer l'équivalent 

du résultat (4.24) pour les règles de réseau SOR-translatées. Si on se rappelle bien, 

on avait le même problème avec la translation aléatoire dans le cas standard, c.4-  

d., pour une règle donnée, on peut toujours trouver une fonction qui va nous donner 

Var(bLR) = NVar(fizic). 

Cela nous mène à la question suivante : à quel endroit dans la méthode employée 

par Owen pour démontrer que (4.28) tient avec TrVk, indépendant de iV utilise-t-on 

un argument qui ne tient pas dans le cas des règles de réseau polynômiales XOR- 

translatées? Pour répondre à cela, notons que les propriétés de l'ensemble de points 

randomisé & requises dans le développement d'Owen sont [los, 491 : 

(1) chaque point hl i = 1.. . . , N de PLV suit la loi uniforme sur [O. 1)' : 

(2) & est un (t, m. s)-réseau (avec probabilité 1) ; 

Pour une règle de réseau polynômiale KIR-translatée, la première condition est res- 

pectée. En ce qui concerne la deuxième condition, pour n'importe quelle partition 

kr de l%ypercube, la ?<OR-translation a seulement pour effet de permuter les boites 

selon les kj premiers bits de U dans chaque dimension j E 1. Ainsio les propriétés 

d'équidistribution de la règle ?COR-translatée sont exactement les mêmes que celles 

de la règle non translatée : la deuxième condition est donc respectée. Par contre, la 

troisième condition n'est pas respectée, car pour une règle de réseau ?(OR-translatée, 



si on pose y = xjQUt don (q@U 1 y) = x j @ x a y  et donc, %QU est complètement 

déterminé une fois que l'on connaît X j  $ U. Autrement dit, la XOR-translation injecte 

dans PN moins d'aléatoire que le "brouillage". A cause de cela, le facteur I'r*, associé 

aux règles de réseau polynôrniales n'a pas les mêmes propriétés que celui associé aux 

(t ,  m, 9)-réseaux brouillés. C'est pour cette raison que l'on n'arrive pas à borner le 

rapport (4.29) par une quantité indépendante de N. Rappelons que dans le cas des 

règles de réseau standard, nous avions le même probkme (c.-à-d., la translation mo- 

du10 l n'était pas Msez aléatoire) e t  il a fallu randomiser davantage pour démontrer 

des résultats de réduction de variance par rapport à MC. 

Puisque dans le cas où N est fini, on ne peut arriver à démontrer des résultats 

bornant la variance de fipLR en fonction de la variance de l'estimateur MC pour n'im- 

porte quelle fonction dans i?, regardons maintenant quels résultats obtient-on pour 

la Mnance de PpLR SOUS les conditions menant à (4.26) et (4.27) dans le cas des 

(t , rn, s)-réseaux brouillés. 

Pour obtenir l'équivalent de (4.26) pour les règles de réseau polynômiales, il 

suffit de connaître la discrépance pour ce type d'ensemble de points. Or, dans 

[95, 98, 641, on démontre qu'il existc des polynômes P ( z )  permettant de construire 

des générateurs de Tausworthe tels que la discrépance-étoile associée à PN est dans 

O(N-  (log N)' log log N) . Cela signifie que pour les fonctions à variation bornée? il 

existe une règle de réseau polynômiaie telle que 

Remarquons que de façon générde, pour donner des résultats asymptotiques dans 

le cas des règles de réseau polynômiales, on doit faire l'hypothèse supplémentaire que 

l'on peut construire une suite de règles de réseau telle que chaque règle dans la suite 

contient deux fois plus de points que la précédente et dont les paramétres t r  sont 

uniformément bornés par une quantité indépendante de m sur toutes les règles de la 

suite. Nous croyons que cela peut être fait avec des règles de réseau polynômiales, mais 

c'est un sujet que nous n'explorons pas ici et qui sera abordé dans des travaux futurs. 

Cependant, par souci de clarté, nous préférons énoncer les résultats sur la variame de 

PpLR sans avoir recours à la notation asymptotique, en utilisant plutôt des bornes de 



la forme (constante x g ( N ) ) .  

Dans le cas des fonctions lisses (dans [106], on réfère de cette façon aux fonctions 

ayant une dérivée partielle mixte d'ordre s satisfaisant une condition de Lipschitz, tel 

que requis dans l'énoncé de la proposition 1.5.8), on a le résultat intermédiaire énoncé 

au lemme 4.5.4. L'équivalent est donné dans [106, Lemma 21, mais en utilisant la 

décomposition de f en fonctions de Haar. Ici, on passe par la décomposition en série 

de Walsh, mais notre démonstration est bien sûr inspirée de [106]. 

Lemme 4.5.4 Soit f E L' lisse (telle que o6f/&Y est Lipschitz-continue). Soit kI = 

(kj)jrr un vecteur d'entiers kj 2 0 e t  6 = xjeI kj. Alors 

où H(kr)  = {h E N; : Ihjlp = 2kj ,  pour tout j E 1} e t  

Démonstration : voir l'annexe B, page ?mi?<. 

Remarquons que cette borne est exprimée en utilisant la norme llhllI. En effet, 

tous les h dans H ( k r )  sont tels que llhlln = 2'. .4insit tout comme dans l'étude de la 

variance de bLR lorsque la fonction est polynômiale (voir à la section 3 4 ,  nous avons 

été conduits naturellement à un choix de norme bien précis pour mesurer les vecteurs 

h dans le réseau dud, sans que l'hypothèse sur la fonction ait été donnée en faisant 

intervenir llhll où f(h). 

ce point-ci, pour arriver au même résultat qu'Owen, il faudrait être capable de 

démontrer que : 

OU c est une quantité indépendante de m. Or, pour les 

demment, on ne peut y d v e r  et ce, même si nous avons 

raisons mentionnées pré& 

fait l'hypothèse que f était 

lisse (c.-à-d., f / aX  était Lipschitz-continue). En effet, même si cette condition sur 

f nous permet de démontrer que les coefficients ~j(h) l2 décroissent assez rapidement, 

ce n'est pas sufnsant pour démontrer (4.30) puisque cela n'empêche pas que l'on ait 

(f(h)12 = O si h $i! C:. Pour l'instant, voici le mieux que l'on puisse faire : 



Corollaire 4.5.2 Soit PN une règle de réseau polynôrniate gui satisfait la propn'étb de 

(7, rn, s)-réseau avec T = t. Soit f E L2 lisse (ce-ù-d., telle que dsf flk est Lipschitz- 

continue). Alors 

oci cl@) est défini au lemme 4.5.4. 

Nous avons besoin du lemme suivant pour la démonstration : 

Lemme 4.5.5 Si j S m - u f l  et que b > 1, avec j,u,rn EN, u,m 2 1, j 2 O, alors 

Démonstration : voir l'annexe B, page A.. 

Démonstration du corollaire 4.5.2 : on utilise ln borne (4.19), le lemme 4.5.4 et le fait 

que pour toute valeur de n, il existe (";,I'yL) vecteurs kr tels que CjEI kj = K .  Ainsi, 

on a que 

où la deuxième inégalité découle du lemme 4.5.5. 

4.5.4 Bornes sur la variance : autres cas 

La comparaison avec les (t,  m, 8)-réseaux brouillés nous a permis d'étudier la va- 

riance de l'estimateur fiPLR lorsque la fonction est à variation bornée ou lisse. Dans ce 

qui suit, nous établissons des bornes sur Vôi(PPLR) lorsque les coefficients de Walsh 

satisfont certaines conditions. Ce genre d'hypothèses facilite cette étude, puisque l'on 

a L'expression (4.13) pour Var&=) en termes de ces coeficients, mais cela a le 



désavantage qu'il n'est pas toujours évident de traduire ces hypothèses en condi- 

tions sur la fonction qui puissent être facilement vérifiées. Le résultat suivant sera 

utile dans ce qui suit, car il nous permet de borner le nombre de vecteurs h dans 

H(kI) = {h E N; : lhjlp = 2kj7 pour tout j E I )  qui sont dans le réseau dual L: : 

Lemme 4.5.6 Soit kI = ( k j ) j c r  un vecteur d'entiers kj 2 O et K = CjcI kj- Si PN 

est une règle de réseau polynôrnicrle avec N = 2m points, alors 

Démonstration : voir l'annexe B, page xli. 

Remarque 4.5.1 Nous avons expliqué à la page 167 que pour arriver ci une borne de 

type constante x log-' 1V dans le cas des fonctions lisses, il faudrait avoir 

Le résultat précédent nous montre que le rapport du nombre de ternes au numérateur 

sur le nombre de  ternes au dénominateur est bien égal à 2-m"*, puisque (H(kI)  1 = 2". 

Par contre, pour que cela nous aide, il jaudrait montrer que chaque f(h)12 est dans 

un in tervalle [ci, c2], avec ci > 0. 

Nous allons séparer les résultats selon le type de norme choisie pour mesurer les 

vecteurs h, en commençant avec la norme produit et ensuite Ir norme sup. 

Proposition 4.5.9 Soit PN une règle de réseau polynômiale avec N = Zm qui satisfait 

la propriété de (T, m, s) -réseau avec r = t. Soit f E L2 telle pu 'il &ste c > O e t  a! 2 1 

tels que 

lP(h)l 5 cllhll;" 



Démonstration : posons cr* = rn - qr - 111 + 1 et rappelons que Kr(*) a été défini en 

(4.17), à la page 157. On sait que 

Dans ce qui précède, la deuxième égalité est obtenue en utilisant le fait que si 

llhllr < 2"', dors h n'est pas dans L; ; la première inégalité est obtenue en ap- 

pliquant L'hypothèse sur les ~j(h)l;  la deuxième vient du lemme 4.5.6 ; l'égalité à 

la cinquième ligne vient du fait que le nombre de kl tels que kj = rc vaut 

("cy!i';') ; la dernière inégalité est obtenue en appliquant le lemme 4.5.5 et en notant 

que (1 - 2-(2a-L))-lrl < - 22(a-l)lIll 2 1. I 

Cela signifie que pour arriver à un ordre de convergence de 0(N-3(log N)'-'), il 

faut que la vitesse de décroissance des coefficients ~f(h)l soit de a = 312. Le résultat * 

que nous avons obtenu au corollaire 4.5.2 pour les fonctions lisses est un cas particulier 

du résultat précédent, car on a montré au lemme 4.5.4 que pour ce type de fonction, 

la condition requise dans la proposition 4.5.9 était satisfaite avec a = 1. 

La proposition précédente ressemble au résultat donné dans [65, Theorem 11, qui 

dit que si les coefficients de Walsh de f satisfont 1 f (h) 1 <_ c n,i,,(mau(l, Ihjl))-o 

pour tout h, alors l'erreur d'intégration obtenue par un (t, rn,s)-réseau digital est 

dans O ( W a  logS-' N). La ciifference est qu'ils doivent supposer que la fonction f a 

une représentation en série de Walsh qui est absolument convergente afin d'utiliser 



l'expression pour l'erreur donnée à la proposition 4.5.1. Ainsi, ils doivent supposer que 

a > 1, car avec a = 1, la condition sur la décroissance des 1 f(h) n'est pas suffisante 

pour assurer la convergence absolue de la série Ch f(h) 1. Cela signifie que leur résultat 

ne permet pas de traiter le cas des fonctions lisses en ghnéral. 

Regardons maintenant ce qui se passe dans le cas où on utilise la norme sup. Dans 

ce cas, si on veut que l'hypothèse sur  le taux de décroissance des 1 f(h)l soit à peu 

près équivalente à celle que nous avons utilide dans la proposition précédente, il faut 

supposer qu'il y a un paramètre a qui est associé à chaque valeur de IIhI = 1, . . . , S. En 

effet, avec la norme II (1,' les vecteurs h deviennent 'plus longs" quand 11 1 augmente, 

car on somme les puissances kj sur plus de dimensions. Avec la norme sup, ce n'est pas 

le cas puisque l'on prend le maximum Ihjlp sur chaque dimension. Les paramètres aj 

servent à donc à faire en sorte que llhllaj = llhllz et ce, en supposant que ai 5 . . . < a,. 
Proposition 4.5.10 Soit PN une règle de réseau polynômiale avec iV = 2m et f E L2. 

Supposons qu'il existe des constantes c > O et  al 5 . . . 5 a, satisfaisant 2aj - j 2 1 

pour j = 1,. . . , s et telles que, si on pose j = IIhl, alors 

(comme dans la proposition 4.5.5), 

Démonstration : on a que 



la première inégalité vient du fait que le nombre de h E IN; tels que llhll = zk est 

égal à (2kf1 - 1) 1'1 - (zk - l)lrl < 2(k+1)IIl ; la deuxième inégalité suit par hypothèse 

que 2aj - j > 1 pour j = 1,. . . , s et donc, la somme sur k à la ligne précédente 

est bornée par 22alfl-1f1. L'avant-dernière inégalité vient du fait que tirl = [m/lIlJ 2 

414 - (14 - l)/lIl* R 

Ce qui nous a empêché d'arriver à une borne plus serrée dans le cas de cette norme 

est relié au fait qu'il est difficile de compter le nombre de vecteurs h dans le réseau 

dual qui sont tels que llhll = 2k et pour cette raison, nous avons inclus tous les h 

ayant une norme supérieure ou égale à 2'' dans le calcul de la borne, à la proposition 

4.5.10. Ce calcul est plus facile dans le cas de la norme I I  + I),, car ce nombre de vecteurs 

est relié au nombre de points par boite, qui lui-même est relié au volume de la boîte, 

qui lui dépend de xjéI kj et non de rnqu k,. Voici un autre exemple du fait que le 

choix de la norme I I  - 11, semble plus naturel lorsque l'on étudie les règles de réseau 

polynômiales. Xéanmoins, tout comme c'était le cas pour les règles de réseau standard 

(choix entre la norme produit et la norme euclidienne), nous préférons utiliser la norme 

sup pour définir les critères de sélection, car cela permet un calcul plus rapide et ainsi, 

les recherches peuvent être faites en plus grande dimension. 

4.6 Résultats numériques 

Nous présentons d'abord à la sous-section 4.6.1 les résultats obtenus en faisant des 

recherches à l'aide du critère &,,...,,. Puis, nous utilisons les règles de réseau ainsi 

obtenues pour construire des estimateus sur le problème des options asiatiques, à la 



sous-section 4.6.2, et sur une fonction-test, à la sous-section 4.6.3. 

4.6.1 RQsultats des recherches 

Nous avons effectué des recherches parmi tous les générateurs de Tausworthe corn- 

binés à deux ou trois composantes et dont les polynômes caractéristiques satisfont 

les conditions d'implantation mentionnées à la sous-section 4.1.2, aiin de trouver les 

meilleurs par rapport au critère Alollo,io. Les résultats de ces recherches sont donnes 

au tableau 4.2. Dans ce tableau, S,,,. est défini par 

et donc, on a que A,,,...,, = maxls,sd 6,,,. Nous avons décomposé le critère de cette 

façon afm de voir, pour chaque type de sous-ensemble I (indices successifs, paires ou 

triplets), quelle était la qualité des projections PN(I) correspondantes. Les paramètres 

(mj ,  q j ,  v j )  de chaque composante du générateur combiné sont donnés dans la deuxième 

colonne du tableau. 

TABLEAU 4.2: Meilleurs générateurs combinés avec leur 610,y 

Nous avons par la suite fait d'autres recherches parmi le même ensemble de 

générateurs de Tausworthe combinés, mais en utilisant le critère A3* ,32,32. Notons que 

pour être exact, on devrait peut-être plutôt dire que l'on a utilisé le critère hm,32,32r 

lorsque WI > m, alors -lj = 0 - 0 = O pour tout m < j 5 wl et donc, bjtl = JmV1 

pour tout j > m. Les résultats de ces recherches sont donnés au  tableau 4.3, qui a la 

même structure que le tableau 4.2. 



TABLEAU 4.3: Meilleurs générateurs combinés avec leur &,,, 

4.6.2 Options asiatiques 

Dans ce qui suit, nous étudions la performance des règles de réseau polynômiales 

données à la soussection précédente sur le problème des options asiatiques, qui a été 

expliqué à la sous-section 2.5.2. 

Dans les tableaux 4.4 et 4.5, nous donnons les facteurs de réduction de variance 

obtenus par les règles qui se trouvent au tableau 4.2 (PLR). Le tableau 4.5 contient les 

résultats pour l'estimateur ".4CV", qui est celui utilisant des variables antithétiques 

et une variable de contrôle, soit le prix de l'option sur la moyenne géométrique. Sans 

ces deux techniques de réduction de viuiance7 on a l'estimateur "naif' et les résultats 

associés se trouvent au tableau 4.4. La variance des estimateurs formés à partir de ces 

règles est estimée B l'aide de 100 XOR-translations indépendantes. L'estimateur MC 

correspondant est basé sur lOON répétitions i.i.d., afin que la comparaison soit juste. 

Les paramètres de l'option sont S(0) = 100, r = ln1.09, o = 0.2, T = 120 jours et 

Tl = T - s jours. Le paramètre L vaut 32 dans la définition de la fonction de sortie 

(4.2). Les estimateurs basés sur des règles de réseau polynômiales sont plus rapides à 

calculer que ceux provenant de la méthode MC : en fait, le temps de calcul est environ 

le même que celui requis dans le cas des règles standard. 

Nous donnons aussi les résultats obtenus en utilisant une règle de réseau standard 

(LR) choisie à l'aide du critère Mlo,lollo. Les deux types de règles sont ainsi choisies 

de façon équivalente, c.-à-d., en considérant les mêmes projections. On utilise 100 



translations aléatoires afin d'estimer la variance de l'estimateur. 

TABLEAU 4.4: Facteurs de réduction de variance, estimateur naif 

Méth. 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PCR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 

Pour ce problème, les règles de réseau polynômiales réduisent la variance par 

des facteurs qui varient entre 2 et 40000, en comparaison avec MC. Comme prévu, 

les facteurs de réduction augmentent habituellement avec N et diminuent avec S. 

L'amélioration par rapport à MC est plus importante avec 17estimat eur naïf qu'avec 

l'estimateur ACV et c'est le cas aussi pour les règles de réseau standard, tel que men- 

tionné dans [82, 841. De plus, les facteurs de réduction de variance amenés par les 

régles de réseau polynômiales diminuent avec K et la raison pour cela est similaire à 

celle prévalant dans le cas standard : la bonne équidistribution des règles de réseau 

polynômiales n'est pas très utile lorsque K est grand puisque dans ce cas, la fonction 

f que l'on intègre vaut O sur la plupart du domaine [O, 1)'. 

Notons que la plupart des règles utilisées ne sont pas ME (voir au tableau 4.2). Par 

exemple, pour m = 16, nous avons constaté que panni les générateurs ME considérés 

dans notre recherche, le meilleur par rapport à hlo,io,lo n'obtenait pas mieux qu'une 

valeur de 3 pour ce critère et cette valeur était causée par une mauvaise projection en 

dimension 3 (c.-à-d., on avait = 3). Ce générateur s'est avéré être plutôt mauvais 



TABLEAU 4.5: Facteurs de réduction de variance, estimateur ACV 

Méth. 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
CR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 

TABLEAU 4.6: Règle de réseau polynômiale ME, m = 16 

1 Méth. 1 s 1 K=90 K=100 K=110 1 

quand a = 10 pour le problème des options asiatiques, donnant des estimateurs ayant 

parfois une Mnance supérieure à celle de l'estimateur MC, tel qu'illustré au tableau 

4.6. Celui qui se trouve au tableau 4.2 fournit des estimateurs ayant généralement une 

plus petite variance, surtout quand s = 10. Nous avons recopié ses facteurs dans le 

tableau 4.6, afin de faciliter la comparaison. Cela nous montre à nouveau qu'il est 

important de regarder les projections PN(I)  sur des sous-ensembles I qui ne sont pas 

seulement à indices successifs pou. ce type de problème. 

estimateur naïf 
15800 810 1500 
40000 6600 1300 
650 78 43 
360 200 34 

estimateur ACV 
4.4 15 0.23 
114 32 13 
18 12 3.3 
34 9.5 3.6 

PLR (ME) 
PLR 
PLR (LIE) 
PLR 

10 
10 
60 
60 

PLR (ME) 
PLR 
PLR(ME) 1 PLR 

10 
IO 
60 
60 



En ce qui concerne la comparaison entre les deux types de règles, de façon générale, 

il semble que les règles de réseau polynômiales obtiennent de meilleurs résultats que 

les rbgles standard pour cet exemple. On peut même dire que dans plusieurs cas, les 

regles de réseau polynômiales font significativement mieux que les règles standard, par 

des facteurs allant jusqu'à 10. En dimension 60 et pour l'estimateur ACV, on retrouve 

un cas où la règle de réseau standard est légèrement moins b o ~ e  que l'estimateur MC. 

Trouvant cela curieux, nous avons vérifié la valeur de E/f32,24,16,12 pour cette règle et 

avons trouvé qu'elle valait 0.05245 : cette petite valeur explique les maunis résultats 

pour cette règle en dimension 60. 

Pour donner une idée de la précision des facteurs donnés au tableau 4.4, les inter- 

valles de confiance au niveau 98% pour le rapport des variances théoriques associées au 

cas où N = 65536 et s = 10 sont (28141,54729), (4641,9025) et (891,1733) pour k P L ~  
et (2815, 54761, (1595,3101) et (524, 1018) pour fiLR, avec N = 65521. Les intervalles 

associés au tableau 4.5 pour les mêmes valeurs de N et s sont (80, 155), (22, 44) et 

(9.0, 18) pour bPLR et (13, 25), (7.1, 14) et (3.5, 6.8) pour fiLR. 
Nous avons également testé les générateurs de Tausworthe donnés au tableau 4.3, 

dans le cas où s = 60, afin de voir si le fait de considérer plus de projections améliorait 

par beaucoup la qualité des estimateurs. 

Les résultats du tableau 4.7 nous indiquent que l'utilisation du critère A32,32 J2 

TABLEAU 4.7: Règles choisies avec &2,32,321 s = 60 

améliore habituellement la qualité des estimateurs, mais pas de façon remarquable. 

hMth. 

PLR 
PLR 
PLR 
PLR 

PLR 
PLR 
PLR 
PLR 

N 

1024 
4096 
16384 
65536 

1024 
4096 
16384 
65536 

K=90 K = l 0 0  K = 1 1 0  
estimateur naïf 

78 55 9.3 
200 120 10 
850 210 46 

1100 200 53 
estimateur ACV 

16 8 .O 2.2 
19 7.4 3.7 
25 13 3.1 
24 10 3.4 



Dans cette sous-section, nous comparons les règles de réseau polynômiales et stan- 

dard considérées dans l'exemple précédent, mais en utilisant une fonction-test tirée de 

[III] et utilisée dans d'autres articles [123, 1331. Cette fonction est de la forme : 

L'intégrale de cette fonction vaut 1 et selon la valeur des paramètres Cj l  j = I l . .  . , S, 

le poids des différentes composantes XNOVA varient et donc, la dimension effective 

varie. On considère les cas suivants [Ill] : 

.4insi, la dimension effective de f diminue en allant du cas 1 au cas 4. Pour cette raison, 

nous trouvons que ce genre de test est intéressant, car la structure de la fonction permet 

de facilement contrôler la dimension effective et de voir de façon précise comment nos 

estimateurs réagissent à ces divers changements. 

Nous avons décidé de mener l'expérience comme dans [133]. Ainsi, plutôt que de 

calculer l'erreur relative (c'est ce qui est souvent Fait avec les fonctions-tests), nous e' 

fectuons des randomisations sur les règles de réseau, comme dans l'exemple des options 

asiatiques, et donnons les facteurs de réduction de variance par rapport à MC. 

On utilise 100 répétitions i.i.d. afin d'estimer la variance des estimateurs. Les fac- 

teurs sont donnés par rapport à la méthode MC qui utilise lOON répétitions i.i.d., 

où N est le nombre de points de la règle de réseau polynômiale. Xous utilisons les 

mêmes règles qu'à la sous-section précédente, que ce soit dans le cas standard ou po- 

lynômiai. Les résultats donnés au tableau 4.8 sont pour les règles choisies avec les 

critères &o,io,10 et Mo,io,io- 

Étant donné que la dimension effective de f diminue en allant du cas 1 au cas 4, on 

s'attend à ce que les facteurs de réduction de variance des méthodes QMC augmentent 



TABLEAU 4.8: Fonction-test, règles choisies avec Aio,io,lo et ~ l o , i o , l o  

Méth. cj N 
LR 0.01 1021 
PLR 0.01 1024 
LR 1 1021 
PLR 1 1024 
LR j 1021 
PLR j 1024 
LR j2 1021 
PLR i2 1024 
GR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 
LR 
PLR 

en allant du cas 1 au cas 4. C'est bien ce qui se produit, que ce soit dans le cas standard 

ou polynômial. En fait, on peut voir que pour les types 1 et 2, les facteurs diminuent 

avec s de façon évidente, alors que pour le type 4, les facteurs restent à peu près 

constants quand s augmente. 

Quand iV est petit (1024) et que la dimension est de 20 ou plus, les deux types 

de règles font moins bien que l'estimateur MC pour la fonction de type 1. Plus 

précisément, les intervalles de confiance au niveau 98% pour le rapport théorique des 

variances dans le cas de la fonction de type 1 et lorsque N = 1021 sont (543, 1057), 

(1.50, 2.92), (0.85, 1.66), (0.47, 0.91), (0.40, 0.78) et (0.45, 0.88) pour LR et (30, 58), 

(2.03, 3.94), (1.00, 1-94), (0.73, 1.41), (0.73, 1.43) et (0.13, 0.26) pour PLR- 



Ce problème surgit aussi pour la fonction de type 2, même quand on passe B N = 

4096 points. Par contre, avec 16384 points, nos deux estimateurs font presque toujours 

mieux que MC, pour les quatre types de fonctions. Évidemment, en sélectionnant 

les règles à l'aide d'un critère qui mesure la qualité des projections en plus grande 

dimension que 10 (ce-h-d-, en prenant A,, ,...,, et MW, t...l, avec les wj  > IO), on 

obtiendrait sans doute de meilleurs résultats, du moins dans le cas où s > 10. Afin de 

vérifier cela, nous avons refait l'expérience, mais avec les générateurs de Tausworthe 

donnés au tableau 4.3 et  les GCL sélectionnés à l'aide du critère ~ % f ~ ~ ~ $ ~ ~ ~ ,  tels 

donnés au tableau C.1. 

TABLEAU 4.9: Fonction-test , règles choisies avec A32,32 ,32 et f&2,32,32 

Méth. Cj N 
LR 0.01 1021 
PLR 0.01 1024 
LR 1 1021 
PLR 1 1024 
LR j 1021 
PLR j 1024 
LR j2  1021 
PLR j2 1024 
LR 0.01 4093 
PLR 0.01 4096 
LR 1 3093 
PLR 1 4096 
LR j 4093 
PLR j 4096 
LR j2 4093 
PLR j2 4096 
LR 0.01 16381 
PLR 0-01 16384 
LR 1 16381 
PLR 1 16384 
LR j 16381 
PLR j 16384 
LR j2 16381 
PLR j2 16384 

On peut dire que le fait d'utiliser le critère A32,ns2 permet généralement d'obtenir 

de plus grands facteurs de réduction de variance par rapport à MC. En particulier, dans 



le cas des règles de rbseau polynôrniales, lorsque N = 4096, l'utilisation de A32,32131 

au lieu de Aiotiolla fait en sorte que la variance est maintenant inférieure à celle de 

l'estimateur MC pour la fonction de type 1, quand s = 15,20. 

Les résultats que nous avons obtenus pour ces deux types de règles sont aussi bons 

(sinon meilleurs) que ceux rapportés dans [133], où l'on a utilisé différentes rando- 

misations d'ensembles de points basés sur la suite de Halton (391. Par exemple, en 

dimension 20, quand N = 1024, les facteurs obtenus par leur meilleure méthode sont 

de 1.58, 0.95, 41 et 1135 pour les types 1 à 4, respectivement et donc, ce n'est que 

pour le type 1 que leur méthode fait mieux que nos règles de réseau. 

En ce qui concerne la différence entre les deux types de règles, il semble qu'il y ait 

plus de cas où les règles de réseau standard ont une plus petite variance. Cependant, 

nous ne croyons pas que cela devrait servir a tirer quelque conclusion qu'il soit au 

sujet de la supériorité des règles de type standard. En effet, on travaille ici avec des 

fonctions artificielles et donc, il se peut qu'a priori, la structure de f favorise une des 

deux constructions. 



Chapitre 5 

Règles de type vr-copie 

Dans ce chapitre, nous considérons les régles de type vr-copie, telles que définies à 

la section 2.1.2. Ces règles constituent un cas particulier de règles de rang supérieur à 

1 et sont étudiées dans [120, 23, 55, 5.11. Un résumé des principaux résultats émanant 

de ces travaux est donné dans [116]. Le but de ce chapitre est de fournir des évidences 

théoriques et empiriques visant à montrer que ce type de règle devrait être utiüsé avec 

beaucoup de prudence. Nous expliquons que l'aspect négatif de ces règles se trouve au 

niveau de leurs projections en basse dimension. Nous croyons que ces résultats sont 

importants. car ce type de régle est en quelque sorte recommandé par Sloan et 30e 

dans leur livre [116] : par exemple, les tableaux de règles fournis dans leur annexe A 

contiennent exclusivement des règles de type 2S-copie. Ainsi, nous pensons que notre 

point de vue pourra permettre aux utilisateurs de pouvoir faire un choix plus éclairé 

quant au choix du type de règle i utiliser. 

Nous rappelons d'abord brièvement à la section 5.1 les avantages de ces règles sur 

les règles de rang 1, tel que décrit dans [116]. Ensuite, nous regardons à la section 5.2 

les projections de ces règles sur les sous-espaces de [O, 1)' et voyons ainsi quels sont 

leurs désavantages. Nous montrons aussi que ces règles n'ont pas une aussi petite va- 

riance que les règles de rang 1 quand on les utilise pour intégrer des fonctions linéaires. 

Des tableaux comparant les règles de type us-copie avec ceiles de Korobov selon di- 

vers critères de sélection illustrent ces différents aspects à la section 5.3. Finalement, 

nous comparons à la section 5.4 ces deux types de règles sur Le problème des options 



asiatiques et sur une fonction-test. 

5.1 Rappels sur les avantages des règles de type vr-copie 

Rappelons d'abord la forme de ces règles, telle que donnée à l'équation (2.3). Une 

règle vr-copie contient N = n *vr points et est définie par 

où l'ensemble {xi, . . . , x,,) correspond aux n points de la règle de rang 1 qui est copiée. 

Pour se rafraîchir la mémoire, le lecteur peut retourner voir à la page 28 une illustration 

d'une règle de type 22-copie, avec n = 5 pour la règle de rang 1 qui est copiée. Dans 

[116], on recommande d'utiliser u = 2 : nous verrons pourquoi au prochain paragraphe. 

Dans le cas où r = s, on remplace parfois le point par q l v  (dans [116, Definition 

6.1 1, par exemple), mais il est démontré dans [55] que les deux représentations sont 

équivalentes. Tout au long de ce chapitre, nous supposons que pgcd(n, u) = 1 et cela 

nous garantit que la règle a bien N = nur points distincts. 

Les avantages de ces règles sur les règles de rang 1 sont reliés au critère P: et 

peuvent se résumer ainsi : 1) pour un ordre ?V donné, le P' moyen des règles de type 

ur-copie est plus petit que le P: moyen des règles de rang 1 ; 2) pour un ordre iV donné? 

le calcul du P,' est plus rapide pour les règles de type ur-copie que pour les règles de 

rang 1. Plus précisément, en ce qui concerne le premier point, on montre dans [23, 551 

(voir aussi [116, proposition 6.8, théorèmes 6.9 et 7.51) que le ratio du P: moyen des 

règles vr-copie d'un ordre donné sur le P,' moyen des règles de rang 1 de même ordre 

est borné par une quantité Ar, où X est minimisé en prenant Y = 2 et est inférieur a 

1 pour cette valeur de v. Même si cela ne tient que pour le Pg moyen, les résultats 

numériques donnés dans [HO, 54, 1161 semblent indiquer que cela tient aussi lorsque 

l'on compare la meilleure règle vr-copie par rapport à Pi avec la meilleure règle de 

rang 1 et ce, pour différents rangs r .  Les résultats numériques de la sous-section 5.3.1 

vont dans le mGme sens. 

Le deuxième avantage vient du fait que pour les règles de type vr-copie, le Pz est 



donné par (voir [L16, Theorem 7.31 et [46, page 1501) : 

où {K ,  i = 1,. . . , n) = {((i - l)z/n) mod 1, i = 1,. . . ,n) est la règle 

qui est copiée. Autrement dit, le P,' d'une règle J-copie correspond au 

en (3.24), page 112) d'une règle de rang 1 dont le vecteur générateur est 2, = 
- ( v z ~ ,  . . . , Y&, G+I, + . . zS), en prenant Les poids a = . . . = P, = l f u ,  = . . . - 

,8s = 1. Ainsi, le calcul du Pg se fGt en un temps dans O(ns) = O ( N s ü r ) ,  plutôt que 

dans O(Ns), comme c'est le cas généralement, en particulier pour les règles de rang 1. 

Il n'est pas surprenant que ce soit ainsi, car Les propriétés d'une règle de type vr-copie 

dépendent seulement de la règle de rang 1 qui est copiée et le reste est déterminé par 

la forme générale qu'a une telle règle. Ll est donc normal que le calcul de Pz ne prenne 

pas plus de temps que le calcul du Pg de la règle de rang I qui est copiée. 

Le revers de la médaille, comme nous le verrons dans les deux prochaines sections, 

c'est que si on utilise un autre critère que P:, les choses changent complètement. En 

fait, n'importe quel critère qui accorde plus d'importance aux projections PN(I) sur 

cles sous-ensembles I contenant moins de variables détectera facilement les défauts des 

règles de type ur-copie. Par exemple, dans [46], on montre qu'en remplaçant Pi par 

P: avec des poids 01 = . . . = B, = /3 < 1, si P est suffisamment petit, alors on a que 

le u optimal mentionné précédemment est 1, c.-à-d., il est alors préférable de ne pas 

faire de copie. Nous verrons aux tableaux 5.3 et 5.4 une illustration numérique de ce 

phénomène et la section qui suit vise ê expliquer plus en détail cet état de fait. 

5.2 Projections des règles de type ur-copie 

Le premier problème des rtgles de type Y'-copie d'ordre N en ce qui concerne ieurs 

projections, c'est qu'elles ne contiennent pas toujours iV points distincts, même si la 

règle de rang 1 qui est copiée est complètement projection-régulière. En particulier, si 

I = {il,. . . ,il) C (1, - . . , r ) ,  alors P&) contient seulement N/vr-' points distincts. 

Paz exemple, si u = 2, N = 2'' et r = s = 8, alors les projections unidimensionnelles 

PN({j)) contiennent chacune nu = 8 points distincts qui sont répétés 2? = 128 fois 



chacun. Les projections bidimensionnelles contiennent chacune 16 points distincts, 

répétés 64 fois chacun. En fait, seule la projection PN({l, 2,. . . ,IO)) contient N = 21° 

points distincts. 

Ce problème avait déjà été noté dans le cas des grilles rectangulaires à l'euemple 

1.1.2. En fait, une gnlle rectangulaire correspond à une règle us-copie avec n = 1 pour 

la règle de rang 1 qui est copiée, ce qui est la pire combinaison possible de u et r par 

rapport au nombre de points contenus dans les projections. De façon plus générale, on 

a que : 

Proposition 5.2.1 Soit I C S et posons qI(r) = xjEr 10.<r)j le nombre d'indices 

dans I qui sont inférieurs ou égaux d r .  Si PN est une règle ur-copie et  que la règle 

de rang 1 pi est copiée est complètement projection-réguliére, alors on a que 

Démonstration : par définition d'une règle Y*-copie, pour I = {ji,. . . : j r ) ,  

+ , ) rnod 1 . 1 } 

on a que 

P:v(I) sont 

distincts. Or, s'il existe deux points de Piv(I) qui sont identiques, cela implique que 

pour chaque j E 1, l'égalité 

tient avec soit i = 1 et O < bj 5 u - 1 - mj, soit avec i # 1 et O 5 bj < u - 1 - mj. 

Supposons que x;, = ailn et xlj = a i / n  (ai # al mod n si i # 1, puisque l'on a supposé 

que Ia règle de rang 1 était complètement projection-régulière), avec O 5 ai, al 5 n - 1. 

On doit dors avoir que 

u(ai - ai)  = nbj (mod nu), 

pour tout j E I. Or, cette congruence a une solution si et seulement si pgcd(v, nu) = u 

divise nbj et ceci ne peut arriver que si bj = O, puisque b, 5 v - 1 et pgcd(n, U) = 1. 



Donc, on doit avoir = al, ce qui implique que i = 1, contredisant ainsi l'hypothèse 

de départ à savoir que les points de PN (1) ne sont pas distincts. I 

De plus, excepté lorsque le rang r est égal à s, les règles de type or-copie ne sont pas 

stationnaires dans la dimension. Cela est facilement compris lorsque l'on remarque que 

le nombre de points dans PN(I) dépend du premier indice dans 1, par l'intermédiaire 

de m(r). 

Proposition 5.2.2 Une règle vr-copie est stationnaire dans la dimension si et seule- 

ment si 7 = s et la règle de rang I qui est copiée est stationnaire dans la dimension. 

Démonstration : si r  = s, alors pour I = (ji,. . . , j t ) ,  on a que 

Siona J =  {kk,..., kt) telqueÏ= j(rappeloasqueÏ= (1 , j2 - j i+ l  ,..., j t - j i + l ) ) ,  

puisque 

on a f i ( I )  = PN(J) si et seulement si 

et cette égalité tient pour tout 1, J tels que Ï = j si et seulement si la règle de rang 1 

qui est copiée est stationnaire dans la dimension. 

Si r < s, alors on peut poser J = { S  - r + 1,. . . , s) qui est tel que j = Î, où 

I = (1, . . . , r), mais avec qJ(r) < q&) : en effet, q ( r )  = r et qJ(r)  < r puisque 

IJI = r et l'indice s > r est dans J .  Or, par la proposition 5.2.1, on sait que 1 P N ( I )  1 = 

N U V ~ ( ~ ) - ~  # NVVJ(")-~ = 1 PN(J) 1 et donc, on ne peut avoir P N ( I )  = PN( J )  . a 
Au chapitre 3, nous avons supposé B plusieurs reprises que les règles utilisées étaient 

stationnaires dans la dimension, de rang 1 et complètement projection-réguüères. Ces 

deux dernières propriétés nous permettaient de supposer que les projections unidi- 

mensionnelies étaient toujours données par {O, 1/N, . . . , (N - 1) IN) .  En fait, sans ces 



propriétés, les résultats obtenus dans ce chapitre tomberaient ou devraient être affai- 

blis. De plus, si 1 < r < s, le calcul des critères de la forme Mt,,...,4 doit être modifié 

et inclure le calcul de lx pour des projections PN(I)  pour lesquelles il > 1, si on veut 

mesurer autant d'information que dans le cas où PN est stationnaire dans la dimen- 

sion. Ensuite, l'intégration des polynômes de degré 1 et 2 est beaucoup moins efficace 

avec les règles de type Y'-copie, puisque les projections PN(I) ne contiennent pas tou- 

jours N points distincts. Ceci nous laisse envisager que ce type de règle n'obtiendra 

pas de très bons résultats lorsque la fonction à intégrer possède des composantes fr 

importantes pour 11 1 petit. 

Avant d'énoncer les résultats concernant l'intégration des polynômes, nous avons 

besoin du résultat intermédiaire suivant. C'est un lemme qui exprime P,',(I, N ) ,  la 

valeur de P,,(I) (voir la définition 3.4.1, page 92) pour une règle vr-copie d'ordre N ,  

en fonction de PA, (1, n) ,  la valeur de Pa, (1) de la règle de rang 1 basée sur le vecteur 

générateur i = (mi, . . . , uzT, zT+1, . . . z,), où z est le vecteur générant la règle de rang 

1 qui est copiée. La signification de z et de i sera âuée de cette façon à partir d'ici. 

Lemme 5.2.1 Soit PN 

q = q ( r ) .  Alors, 

une règle Y'-copie d'ordre N = nur. Soit I C S et posons 

Démonstration : par définition, on a que 

Dénotons par Ln le réseau dual associé à la règle de rang 1 qui est copiée et  par i k ,  
celui associé à la règle de rang 1 générée par â. Par définition de la règle ur-copie, si 

on suppose que I = {il,. . . , it), alors LL = {(vh,,, . . . , phi,, h,,,, . . . , hi,) : h E Ei) .  
En effet, h E LL si et seulement si XE, e2xmh*xi = N ,  où (xi, . . . , x N )  est la règle 

ur-copie. Mais 



et donc, h E LL si et seulement si hj = O ( mod v) pour j = 1 , .  . . , r et h E Li. Or, 

{h : h E L:, hj = O ( mod v), j = 1,. . . , T )  = { ( h l , .  . . ,ph+, hr+l,.  . . , h.) : h E Et). 
En effet, si h E Li, alors hez = O (mod n) et donc, (h&, . . . , h&, h,-+l, . . . , h,) E Enl 
par définition de a et par hypothèse que hj = O (mod u), j = 1, . . . , r. Dans l'autre 

sens, si h E Li ,  alors h Z = O (mod n) et donc, ( vh i , .  . . , vhrl hrfl,. . . , h.) z = O 

(rnod n), ce qui implique que (phi,. . . , uh, h+l,. . . , h,) E Lk, avec phj = O ( mod u) 

pour tout j = 1,. . . , r .  

Ainsi, 

qui vaut bien PL, ( I ,  n) dans le cas où q = 0. a 
Avec cet te expression pour PL, (1, N) qui est donnée en fonction de la règle de rang 

1 qui est générée pax i, on peut utiliser les résultats de la section 3.4 afin de calculer 

la variance de l'estimateur associé a la règle de type ur-copie et la comparer avec la 

variance de I'estimateur MC, dans le cas d'un polynôme de degré 1 (fonction linéaire). 

C'est ce que nous faisons dans la proposition qui suit. Plus précisément, on donne 

une bome inférieure et une bome supérieure pour la variance de l'estimateur associé 

à la règle de type ur-copie qui sont toutes deux de la forme g(n, v, r )  Var(jiMc), où 

g(n,u,r) est un facteur dépendant de n, v et r. Puisque, pour les deux bornes, ce 

facteur qui multiplie est supérieur à 1/N (le facteur que l'on retrouve dans 

le cas des règles de rang l), ce résultat nous indique que ce type de règle ne réduit pas 

autant la variance que les règles de rang 1 de même ordre. 

Dans ce qui suit, on dénote par fiLRrtur l'estimateur obtenu en translatant 

aléatoirement (modulo 1) une règle de - p e  ukopie d'ordre N = nur. 

Proposition 5.2.3 Soit PN une règle vr-copie d'ordre N = nur pour laquelle la règle 

de mng 1 qui est copiée est compléternent projection-régulière. Soit f un polynôme de 

degré 1. Soit fiMc I'estimoteur MC obtenu en utilisant N points. Alors 



et la borne inférieure est atteinte lorsque r = S. 

Démonstration :d'abord, notons que p g c d ( ~ ~ ~ ,  n) = 1 si pgcd(v, n) = 1 et pgcd(zji n)= 

1 et donc, la règle générée par 5 est complètement projection-régulière si celle basée 

sur z l'est. 

En utilisant la notation ofAR de la proposition 3.3.1, page 88, on a que 

et par la proposition 3.4.7, on obtien 

Or, en utilisant les lemmes 5.2.1 et 3.44 (le dernier sert à calculer Pi ( { j ) ,  n) et s'ap 

plique car la règle générée par i est complètement projection-régulière), on obtient 

que * 

P:({j), n) /v2  = 2~(2)/(vn)~ si j 5 r, 
P ~ ( ~ j ~ + v )  = { 

pi({j), n) = K ( 2 ) / n 2  sinon, 

car j 5 r implique que qO-)(r) = 1 et si j > r ,  alors q ~ ) ( r )  = 0. Ainsi, 

2 c ~ f ~ ) / ( u n ) ~  si j 5 r, 
= { j  } , ~ ~ , r , w  

crt,} /n2 sinon. 

Puisque 

et que v 2 1, cela signifie que 

et que 

Dans le cas où r = 8, ~j)wIrlv,n = ~ ~ ) / ( v n ) ~  pour tout j = 1,. . .,s et donc 

Var( l î~~ ,~ ,~ ,rd  = (ml * )Var(b~c) - I 



Le facteur devant Var(jiMc) est entre P 2 / n  et J /n ,  au lieu d'être 1 / N ,  comme 

c'était Le cas pour les règles de rang 1 complètement projection-régulières. Si on dénote 

par PLR1,N l'estimateuï obtenu à partir d'une règle de rang 1 et d'ordre N, alors on a 

le rdsultat suivant, qui compare la vanance de PL4r,v,n avec celie de PLR,Ifl : 

Corollaire 5.2.1 Soit une règle de type ur-copie d'ordre N = nvr pour laquelle lu 

règle de rang 1 qui est copiée est complètement projection-régulière. Pour toute règle 

de rang 1 d'ordre N qui est complètement projection-régulière, on a que 

Démonstration : le corollaire 3.1.3 s'applique puisqu'on a une règle de rang 1 complè- 

tement projection-régulière et donc, 

et la proposition 5.2.3 nous indique que 

Le résultat suit en 

Autrement dit , 
Les règles de type 

fonction. 

remplaçant N par nur. I 

le rapport entre les deux variances croît e~ponentiellement avec r .  

vr-copie ne sont donc pas recommandées pour intégrer ce type de 

Le résultat suivant donne des conditions suffisantes pour qu'une règle ur-copie 

réduise la vaRance par rapport à l'estimateur MC, lorsque l'on intègre un polynôme 

de degré 2. Dans le cas des règles de rang 1, le résultat équivalent se trouve au corollaire 

3.4.4 et nous allons voir qu'elles étaient moins fortes dans ce cas. 

Proposition 5.2.4 Soit PN une règle ur-copie d'ordre iV = nur pour laquelle ka règle 

de rang 1 qui est copiée est complètement projection-régulière. Soit f un polynôme de 

degré 2. Soit fiuc l'estimateur MC obtenu en utilisant N points. 

Si n 2 J et 



alors 

Démonstration : suivant la démonstration de la proposition 3.4.4, on doit montrer que 

pour a = 2'4, j = 1,. ..,s et que 

pour tout 15 i c j <S .% j > r ,  alors pour cu=2,4, on a 

la deuxième égalité vient du lemme 3.4.4, qui s'applique puisque la règle générée par i 

est complètement projection-régulière (comme nous l'avons vu dans la démonstration 

de la proposition 5.2.3) et l'inégalité suit par hypothèse que n 2 ur et que a 2 2. Le 

fait que P,'({j),  N )  = u-" PA ( { j ) ,  n) 5 Pl({j), n) pour 1 5 j 5 r nous assure que 

la condition (5.1) est respectée pour tout j. Ensuite, puisque q{i,jl (r) = O équivaut à 

avoir i, j > r, on a que 

Pi,2 ( {4 j } y 4 s i i , j > r  
p ~ 2 ~ ~ ~ 7 j ~ , ~ ~ ~  = { 

i d r  ( 2  } n) sinon, 
22 

par le lemme 5.2.1 et l'hypothèse de départ sur P$J{i, j), n) nous assure que 

puisque N = nur. I 

Rappelons que dans le cas des règles de rang 1 et d'ordre N, la condition sur 

pi,({& j ) ,  N) était de demander qu'il soit inférieur à 7r4/9N : pour les règles ur-copie, 

ce facteur est multiplié par Y-' < 1 si i, j > r et par u2~{i~~(')-'? sinon. Donc, la 

règle de rang 1 générée par 5 doit satisfaire des conditions plus fortes afin que l'on 

réduise la variance par rapport à MC que celles qui sont exigées lorsque l'on construit 

directement l'estimateur à partir d'une règle de rang 1. 



Pour terminer cette section, nous donnons un résultat qui est l'équivalent du co- 

rollaire 3.4.1, mais dans le cas particulier où la règle est utilisée est de type ur-copie. 

Ce résultat nous indique que pour un polynôme de degré d, la variance de l'estimateur 

obtenu en utilisant une regle de type ur-copie est bornée par une certaine quantité 

dépendaot de la fonction (la même que dans le cas général) multipliée par le PFP(d) 

de la règle de rang 1 générée par a. Puisque PFP(d, n) diminue avec n, cela veut dire 

que pour un polynôme donné, lei règles de type ur-copie ont une borne supérieure plus 

grande sur leur variance que les regles de rang 1 d'ordre équivalent. 

Corollaire 5.2.2 Soit f un polynôme de degré d .  Pour une règle de type vr-copie 

d'ordre N = nur, on a que 

où P r P ( d ,  n )  est le quP(d)  de I B  règle de rang 1 générée par 5. 

Démonstmtion : par le corollaire 3.4.1, on a que 

oh PiUP(d, N) est le PZUP(d) de la règle de type vr-copie. Or, 

l'inégalité suivant par le lemme 5.2.1. I 

5.3 Performance par rapport à différents critères de sélection 

Dans cette section, nous donnons les résultats des recherches que nous avons faites 

pour trouver les meilleures règles, soit de type 2'-copie, soit de type Korobov, par 

rapport à différents critères. Cette étude empirique nous permet de voir quantitati- 

vement quelle est l'importance des défauts mentionnés à la section précédente. Nous 

présentons d'abord les résultats où le critère Pt a été utilisé, puis à la sous-section 

5.3.2, nous refaisons les mêmes recherches, mais avec le critère P ' .   ina ale ment, la 

soussection 5.3.3, nous regardons plus en détail comment les règles de type  copie 

performent par rapport au critère kIS,,s. 



5.3.1 Utilisation du critére P: 

Dans les tableaux 5.1 et 5.2, nous comparons les meilleures règles (par rapport à 

P!) de type 2Qopie pour s = 6,12 qui sont données dans [116, Tables A.6, A.111 

avec Les meilleures règles de Korobov d'ordre correspondant que nous avons trouvées 

en utilisant les critères Pi, Ss = ls/1:, 1 '  et Ms,s,s. Pour chaque règle, nous donnons 

le nombre total de points N, la valeur de a qui définit la règle (celle de rang 1 qui est 

copiée, dans le cas des règles de type 2u-copie) et la valeur de chaque critère. Dans 

chaque colonne, les étoiles (*) indiquent la meilleure valeur obtenue pour le critère 

associé à la colonne. Nous voulons rappeler que parmi les critères considérés, il n'y 

a que Pi que l'on veut minimiser : les critères basés sur le test spectral doivent au 

contraire étre maximisés et sont toujours entre O et 1. Le fait de considérer une règle 

2'-copie plutôt qu'une règle 2Qopie avec r < s nous permet de travailler avec des 

règles qui sont toutes stationnaires dans la dimension et ainsi, nous n'avons pas à 

modifier la façon de calculer le critère 113,,,...,,, afin de considérer les projections PN(I)  

pour lesquelles il > 1. 

Pour calculer lr/lill(N), nous utilisons Le fait que pour une règle us-copie, I r  = 

( n )  et 1 )  = ~~&w')~l l ' l  = ~ ~ / l ' l l i ~ ~ ( n ) ,  où li,,(n) et Ir(n) sont les vaieurs de 

Zrrl  et Ir pour la règle de rang 1 qui est copiée. Cela nous donne que lI/lili(N) = 

vl-sllrllr(n)/liIl(n)- Autrement dit, la qualité de la projection P N ( I )  de la règle us- 

copie est donnée par la qualité de la projection P,(I) de la règle copiée, que l'on 

multiplie par un facteur d'ajustement u1-"l'l. Or, ce facteur d'ajustement diminue 

lorsque s augmente ou que 111 diminue. Donc, on peut s'attendre à ce que plus s sait 

grand, plus les projections sur des sous-ensembles I contenant peu d'indices soient 

mauvaises. Par exemple, pour s = 10, même si la règle de rang 1 qui est copiée a des 

projections bidimensionnelles satisfaisant t I i j }  (n) / t; (n) = 0.96 (ce qui est très bon), 

les projections de la règle 2%mpie ont une valeur de t j i  , j ) / l ; ( N )  égale à 2 - 5  0.96 = 

0.06 < 1. 

On aurait pu normaliser I r  en utilisant ulf (n) : ceci correspond à normaliser I r  en 

utilisant le meilleure valeur possible que l'on peut obtenir pour I r  parmi toutes les 

règles de type Lr.-copie qui sont basées sur n'importe quelle sorte de réseau (et non pas 



nécessairement un réseau d'intégration). Étant donné que nous comparons les règles de 

type us-copie avec des règles de rang 1, nous avons choisi de normaliser Zr en utilisant 

plutôt la meilleure valeur possible ( l ; (N))  que l'on peut obtenir pour une règle d'ordre 

N basée sur n'importe quelle sorte de réseau, afin que les deux types de règles soient 

normalisés de la même façon. En général, si s > 11 1 + 1, alors vl; (n) est beaucoup plus 

petite que l ; (N) ,  ce qui signifie que nous avons choisie une normalisation plus sévère 

pour les règles de type us-copie. 

TABLEAU 5.1: Règles 2'-copie et règles de Korobov, s = 6 

rang critère MT 

Nos résultats concordent avec ceux de [Il61 : les règles de type 2S-copie ont des plus 

petites valeurs de Pg que les meilleures règles de Korobov. Des expériences similaires 

faites sur s = 4,8 nous ont permis de constater que plus s est grand, plus le rapport 

du Pi de la meilleure règle de Korobov avec celui de la meilleure 2'-copie est grand : il 

vaut environ 1.5 lorsque s = 4, 2.1 lorsque s = 6, 3.2 lorsque s = 8 et 6.5 pour s = 12. 

Cette constatation n'est pas surprenante si on se rappelle que pour le Pg moyen, 

l'inverse de ce rapport est borné supérieurement par AS, où X < 1 (voir à la section 

5.1). Les meilleures règles de type 2'-copie ont également de très bonnes valeun pour 

S,. En fait, quand s = 12, cette valeur est parfois égale ir celle de la meilleure règle 

de Korobov trouvée par rapport à ce critère. Par contre, les règles de type 2=-copie 



TABLEAU 5.2: Règles 2'-copie et règles de Korobov, s = 12 

critère 
pz" 
p2' 
si2 

w 2  

fiI12.12.i2 

p2" 
pz 
s12 

lb112 

w2.12.12 

PZ 
p2' 
Sl2 

w2 

12.12.12 

ne font pas très bien par rapport aux critères &fs et Ms,s,, comme prévu et c'est pire 

pour s = 12 comparativement au cas où 3 = 6. Une autre remarque intéressante est 

qu'en dimension 12, lorsque l'on compare les meilleures règles de Korobov par rapport 

à PZ avec les meilleures par rapport à SI2, ces dernières ont généralement de meilleurs 

résultats par rapport aux critères 1bII2 et iW12112112. 

5.3.2 Utilisation du crithre p '  

Nous avons également effectué des recherches pour comparer les meilleures règles 

de Korobov avec les meilleures de type 2$-copie, mais par rapport au critère I?,s avec 

des poids Pl = . . . = @, = J3/S?;I = 0.1949242 (voir à la soussection 3.6.4 pour la 

justification de ce choLv de poids). Suivant les résultats mentionnés à la fin de la section 

5.1, on s'attend à ce que les règles de Korobov obtiennent de meilleurs résultats que 

celles de type 2'-copie. La recherche pour les règles de type 2S-copie se fait sur toutes 

les règles de Korobov (à copier) d'ordre n. 

Les tableaux 5.3 et 5.4 résument les résultats de ces recherches, pour s = 6 et 

s = 12, respectivement. On y donne, pour chacun des deux types de règles qui sont les 

meilleures par rapport A pi, les valeurs qu'elles obtiennent pour les dinérents critères 



utilisés aux tableaux 5.1 et 5.2. De plus, nous redonnons les meilleures règles par 

rapport a S,, 1% et AJ&,~ ,~ ,  afin de voir comment leur valeur de P; se compare avec 

celle des autres. 

TABLEAU 5.3: Résultats pour s = 6, avec Pl = . . . = ,& = , / 3 / ( 8 r 2 )  

critère 
P; 
i?; 
s6 

&'LI6 
iv6.6.6 - 

p2 
P; 
s6 

icr, 
-Cls.6.6 

TABLEAU 5.4: Résultats pour s = 12, avec & = . . . = ,a, = \/3/(8r2) 

Dans tous les cas, la règle de Korobov choisie avec l?; obtient une plus petite valeur 

de P; que la règle Y-copie (lignes 2 et 1, respectivement) et la différence entre les deux 

rang 
12 

1 
1 
1 
1 

12 
I 
I 
1 
1 

augmente quand on passe de s = 6 à s = 12. blême les règles de Korobov choisies 

à l'aide d'un critère basé sur le test spectral (S,, i\.I, ou kls,.I,,,,) obtiennent des plus 

petites valeurs de fi que la règle 2'-copie. Le critère S, est le seul où la règle 2'-copie 

critère 
- 

pi 

SI2 
AIl2 

réussit parfois à faire mieux que les autres : ce n'est pas surprenant, car c'est celui qui 

n :V a 
3 12288 1 

12281 12281 11754 
12251 13281 12201 
12282 12281 9948 

Pi S12 Ml -&2.12.12 , 

7.02e-2 0.809'7* 0.0237 0.033'7 
l.4ie-S* 0.7013 0.4930 0.1811 
l e  0.8097* 0.1924 0.1158 
3.08e-3 0.7013 0.6683* 0.1202 
2.05e-5 0.7013 0.4458 0.3581r 
3.1l.e-2 0.7160* 0.0'291 0.0184 
7.36e-6* 0.7258 0.4732 0.2209 
2.46e-5 0.8230* 0.4938 0.1080 
2.01e-5 0.7258 0.6915* 0.1927 
1.69e-5 0.5487 0.5013 0.3507" 

-l[12.L2,12 , 12281 12281 4076 
- 
P! 

SI2 
MI2 

1 

3 20480 2 
20479 20419 63-45 
20479 3OU9 18860 
'20479 2047'9 14100 
20419 20479 1753 



accorde le moins d'importance aux projections de petite dimension. Le f&it d'utiliser le 

critère Fi n'améliore pas les résultats des règles de type 2'-copie par rapport au critère 

Ms,I,,,. Par contre, les règles de Korobov choisies avec pi ont de meilleures valeurs de 

que celles sélectionnées en utilisant Pt. Ceci peut être expliqué par le fait que, 

tout comme L~.I,,~,~, i>,d accorde plus de poids aux projections PN(I) telles que 111 est 

petit que ne le fait Pt. Or, on pourrait se demander pourquoi ce phénomène ne s'étend 

pas aux règles de type 2Qopie. Nous tentons de répondre à cela dans la prochaine 

sous-sect ion. 

5.3.3 Critére i\fs,s,s et règles de type vr-copie 

Nous avons fait des recherches pour trouver les meilleures règles de type 2'-copie 

par rapport au critère Ms,.I,,,s en dimension s = 6 et s = 12, afin de voir quelle est la 

meilleure valeur possible que l'on peut obtenir pour ce type de règle. En dimension 

12, nous avons constaté pour n = 3 et 5 que les règles données au tableau 5.4 étaient 

également les meilleures par rapport à i\Is,s,s. En dimension 6, nous avons trouvé des 

règles ayant des valeurs de M6,e,s légèrement plus élevées que celles qui se trouvent au 

tableau 5.3. Le résultat de ces recherches est donné au tableau 5.5. où nuus donnons 

également les valeun de P& S6 et :\ls pour les règles ainsi trouvées. 

TABLEAU 3.5: Meilleures règles de type '?6-copie par rapport a 

La valeur des différents critères ne change pas beaucoup en comparaison avec les 

règles données au tableau 3.3. Autrement dit, le fait de choisir une règle 2'-copie 

avec P$ ou ne semble pas tellement affecter la qualité de la règle. Remarquons 

qu'étant donné que l r / Z i , l  (N) = U ' - ~ ~ ~ ~ ~ Z ~ ( ~ ) / ~ G ,  (n) ,  pour une règie de type ?$-copie, 

si s 2 2 alors 

LCI, 5 1{121/C(N) 5 2'-'12 (3.2) 



et donc, en dimension 6, on ne peut trouver de règles ayant kf6 > 0.25 et en dimension 

12, on ne peut avoir kfl2 > 1/32 = 0.03125. Ceci s'applique aussi à k&,s,, puisque 

llls,s,s 5 kfS. Donc, peu importe le critère utilise pour choisir les règles de type 2'- 

copie, on ne pourra jamais arriver à dépasser le seuil donné en (5.2) pour la valeur 

de M.,,s,s. Autrement dit, on obtiendra toujours de mauvaises valeurs pour ce t n e  de 

rkgle. 

Tout comme à la section précédente, ces résultats nous laissent entrevoir (et cela 

concorde avec ce qu7Hi&ernell décrit dans [-Ki, section 6.41, en utilisant une approche 

différente) que pour les fonctions ayant cies composantes sr importantes lorsque III 

est petit, les règles de Korobov devraient faire m i e u  que celles de type Y'-copie. Par 

contre, pour les fonctions dont les composantes fI avec III près de s sont les plus 

importantes, alors il est peut-être préférable d'utiliser une règle de type ur-copie. La 

prochaine sec tioa explore numériquement cet te hypot hése. 

5.4 Exemples numériques 

Xous étudions d'abord la performance des règles de type 2'-copie en comparaison 

avec celles de Korobov sur le problème des options asiatiques. Puis. nous regardons ce 

qui se passe sur une Fonction-test du même genre que celle utilisée au chapitre 4. 

5.4.1 Options asiatiques 

Nous comparons dans ce qui  suit les facteurs de réduction de variance induits par 

trois types de règles sur le problème de l'évaluation des options asiatiques. Les facteurs 

sont donnés par rapport à la méthode MC. On compare : 1) la meilleure règle de type 

2'-copie par rapport à ; 2) la meilleure règle de Korobov par rapport au critère ; 

3) la meilleure règle de Korobov par rapport à ~bf~,~,, telles que données aux tableau 

5.3 et 5.4. NOLU avons vu à la sous-section 3.6.3 que la qualité des projections PN(I) 

pour lesquelles 111 est petit était importante pour le problème des options asiatiques. 

Pour cette raison, nous avons choisi d'utiliser le critère P,J plutôt que P& car le premier 

donne plus de poids que le deuxième aux projections en petite dimension. 



Les paramètres de l'option sont Ti = O, T = s semaines, r = 0.05, o = 0.2 et 

S(0) = 100. L'estimateur "ACV" est celui qui utilise des variables antithétiques et 

une variable de contrôle, qui est le prix de l'option sur la moyenne géométrique. Sans 

ces deux techniques de réduction de variance, on a I'estimateur "naif". On utilise 500 

translations aléatoires pour estimer la variance des estimateurs basés sur les règles de 

réseau et les valeurs rapportées aux tableaux 5.6 et 5.7 sont les facteurs de réduction 

de variance par rapport à l'estimateur MC correspondant, qui utilise 500N répétitions. 

TABLEAU 5.6: Facteurs de réduction de variance, estimateur naïf 

copie Pi 
~b[B.6,6 n 
copie P.. 
!bl6 ?6,6 

P: 
copie Pi 
-%2,12*,2 

P; 
copie P.. 

Avant de commenter les résultats, nous voulons mentionner qu'étant donné que 

les facteurs de réduction de variance ont été estimés B l'aide de 500 répétitions, si le 

facteur estimé est dénoté par R, alors l'intervalle de confiance au niveau 98% est donné 

par (i.19-~ R. LE@,  puisque Fo.gotlo,500 = 1.19 et F0.99D500.En = 1.15. 

Pour cet exemple, les règles de type 2S-copie sont très mauvaises en comparaison 

avec les règles de Korobov choisies selon P; ou En dimension 12, la variance 

de I'estimateur qui leur est associé est significativement plus grande que celle de l'es- 

timateur MC, par des facteurs allant jusqu'à 500, alors que les règles de Korobov 

réduisent toujours la variance par rapport à MC. Les mauvaises projections des règles 

de type 2"-copie expliquent leurs piètres résultats pour ce genre de problème. En ce qui 

concerne la différence entre les deux types de règles de Korobov, on peut dire que les 



TABLEAU 5.7: Facteurs de réduction de variance, estirnateur ACV 

1s N 1 Méth. 1 K = 90 K = 100 K = 110 

copie Pt 
1vf616,6 

P;s 
copie f i  
~ ~ 1 6 ~ 6 ~ 6  

P; 

règles choisies avec P,s font souvent mieux que celles choisies avec Ms,s,s, en particulier 

lorsque s = 6 et iV = 10039. Mais le contraire est vrai dans d'autres cas, par exemple? 

lorsque s = 6 et ?V = 5051. N'oublions pas que les règles de Korobov choisies à l'aide 

du critère ont obtenu d'assez bonnes valeun pour .CI,,s, (voir a u  tableaux 5.3 

et 5 . 4  et donc, ce n'est pas surprenant qu'elles fassent aussi bien que ces dernières 

sur un problème pour lequel les projections bi- et tridimensionnelles sont importantes 

(c.-à-d., un problème pour lequel les composantes fI importantes correspondent grosso 

modo aux projections P., (1) qui sont mesurées dans le critère de sélection). 

Pour donner une idée de la précision de ces résultats. voici les intervalles de 

confiance au niveau 98% pour les rapports théoriques des variances associés a u  trois 

dernières lignes du tableau 3.6 : (1.9e-3, 2.6e-3), (1.2-3, '2.3e-3) et (2.2e-3, 3.0e-3) 

pour la règle 2"-copie, (406, 556): (48.7? 66.6) et (6.33, 8.66) pour la régle choisie avec 

-kf12,12,12 et (465, 637)' (56.5, 77.4) et (T.530 10.3) pour lu. règle choisie avec f i .  Pour 

cette combinaison de (NJ), il n'y pas de différence significative entre les variances 

des estimatews basés sur les deux règles de Korobov. Par contre, si on regarde le cas 

où s = 6 et N = 10048 (ou 10039) dans le tableau Li, les intendles de confiance au 

niveau 98% sont (0.30, O.41), (0.27, 0.37) et (0.27, 0.37) pour la règle --copie, (4.8, 

6.6), (4.3, 3.9) et (1.9, 2.6) pour la règle choisie avec ~ b 1 ~ , ~ , ~  et (16, 23), (16,?2) et (2.0, 



2.8) pour la règle choisie avec Pl. Dans ce cas, il y a une différence significative entre 

les deux règles de Korobov lorsque K vaut 90 ou 100. 

Pour tenter d'avantager les règles de type T-copie, nous comparons dans cette sous- 

section ces règles avec des règles de Korobov, mais sur une fonction-test (artificielle) 

ressemblant à celle que nous avons utilisee au chapitre précédent (section 4.6.3) et 

qui vient de [Ill]. Yous avons du modifier la fonction, car sous sa forme originale, les 

règles de type 2"-copie l'intégraient parfaitement. En effet, la symétrie de la fonction 

originale fait en sorte que les coefficients de Fourier j(h) valent O lorsque chaque hj 

est pair. Or, on a pu voir dans la démonstration du lemme 5.2.1 que les vecteurs h 

dans le réseau dual d'une règle de type us-copie sont des multiples de v! donc si u = 2, 

tous les coefficients de Fourier associés au réseau dual valent O et ainsi, l'erreur et la 

variance sont nuls. Pour éviter cela, la fonction considérée ici est de la forme : 

1 "5+c où p = nJ=, *&, et les cj peuvent être de quatre tfles différents, comme dans [111] : 

(1) Cj = 0.01, j = 1, + . . : s ;  

(2) cj = 1. j = l , .* . , s i  

(3) Cj = j 9  = l . . . . , ~ ;  

- 3 (4) Cj = 3-, j = 1,. . . S. 

Comme pour la fonction-test utilisée à la section 4.6.3, la dimension effective de f 

diminue quand on passe du type 1 au type 4. Ainsi, on s'attend ir ce que les régies de 

type %copie soient bonnes pour le type 1 et 2? quand la dimension s n'est pas trop 

grande. 

Yous comparons d'abord les meilleures règles de type 2'-copie par rapport au 

critère P,b avec les meilleures règles de type Korobov par rapport aux critères P;, 1\/1, 

et kfs,.,,,,,, pour s = 4,6 et 12. En dimension 6 et 12, ces régles se trouvent aiLu tableaux 

5.1 et 5.2 et en dimension 4, elles se trouvent au tableau 5.8. Les tableaux 5.9, 5.10 et 



5.11 contiennent les facteurs de réduction de variance par rapport à la méthode MC 

utilisant le même nombre de points. La variance des estimateurs basés sur les règles 

de réseau est estimée à l'aide de 500 translations aléatoires. Les étoiles (*) indiquent 

les meilleurs résultats. 

TABLEAU 5.8: Règles 2'-copie et  règles de Korobov, s = 4 

rang 1 critère 
4 copie P; 

4 copie Pi + 

TABLEAU 5.9: Facteurs de réduction de variance, s = 4 

bléth. Ic j=0.01 c j = l  c . = j  c . = j '  
copie P,b 1 94.8 129 151 192 

copie P,b 
ibb,4,4 

M 4  

p2" 
copie Pt 
J4,4,4 

hl4 
Pt 

Comme on peut le voir au tableau 5.9, en dimension 4, les règles de type 2Qopie 

obtiennent d'assez bons résultats pour la fonction de type 1 et sont meilleures que la 

règle de rang 1 choisie à l'aide de ~ b f ~ , ~ , ~  pour les quatre types de paramètres, lorsque 



TABLEAU 5.10: Facteurs de réduction de variance, s = 6 

12 

5056 
5051 
5051 
5051 
10048 

TABLEAU 3.11: Facteurs de réduction de ~rariance, s = 12 

bIéth. 
copie Pi 

10039 
10039 
10039 
20232 

C j = O . O I  c j = l  c j = j  c j = j 2  
6.51 7.24 8.69 9.83 

h&jtBSB 
A& 
f i  
copie Pi 

X = 19979. La règle choisie avec Al4 obtient de mauvais résultats pour cette valeur de 

?L Or, on voit au  tableau 5.8 que sa valeur de est plutôt petite, ce qui explique 

ces piètres résultats. Pour avoir une idée de la précision, les intervalles de confiance 

au niveau 98% associés au cas ou iV=19984 (ou 19979) sont (1610 221)' (268, 367), 

(391, 535) et (329, 723) pour la règle Pd-copie (première ligne) e t  (601, 822), (2034, 

2783), (5361, 7337) et (13613, 18630) pour la règle de Korobov choisie j. l'aide de P. 

(dernière ligne). 

En dimension 6, il n'y a qu'un cas où les règles de type 2S-copie font mieux que les 

règles choisies à l'aide du critère et elles sont généralement moins bonnes que 

les règles de Korobov choisies avec P;. Quand la dimension augmente, les règles de 

type 2kopie deviennent de moins en moins bonnes, même qu'en dimension 12, leur 

10.2 49.5 450 4190" 
23.8 141 636 2720 
26.2* 146* 969* 2800 
8.90 11.0 16.1 22.3 

~b&,~,~ 

h& 
P; 
copie P.! 

n 
12388 
12281 
12281 
12281 

9.10 81.8 488 1220 
10.7* 96.8* 508* 1390* 
a .43 7.68 20.1 104 
18.7 2.1 30.7 38.7 1 

bI6t h. 
copie Pi 
M12,L2,L2 

MI2 
P! 

Cj = 0.01 Cj  = 1 C, = j C)  = j Z  
l e -  9.44e-3 6.59e-3 6.23e-3 
2.32 8 363* 1770 
9 -. 49* 15.7 353 4i90T 
7.04e-2 3.50e-2 7.88e-2 0.34 
5.92e-2 1.33e-Y 1.1 l e -  l .Ee-3 
0.64 3.08 311 10700 
2.19* --- 18.9" 468" r r IO* 
3.95e-2 2.04e-2 5.01e-3 0.20 

30480 1 copie P,d 
20479 
20449 
20479 

.U12,12,L2 

.CIL2 
q 



variance est significativement plus grande que celle de l'estimateur MC. 

En dimension 12, les règles de Korobov choisies Zi l'aide du critère Pi n'obtiennent 

pas de très bons résultats. Nous avons répété l'expérience pour s = 6 et 12, mais en 

utilisant les règles de type 2'-copie et de Korobov choisies à l'aide du critère p$ (ces 

règles sont données au tableau 5.3 et 5.4). Les résultats ainsi obtenus sont donnés au 

tableau 5.13. 

TABLEAU 5.12: Facteurs de réduction de variance, critère fi 

copie 
P; 
copie Pi 
P,. 

Pour les règles de Korobov. en dimension 12, on observe une nette amélioration 

en comparaison avec les résultats obtenus au tableau 5-11. alors qu'en dimension 6. il 

n'y a pas beaucoup de différence avec les résultats du tableau 5.10 pour X = 5051, 

mais il y en a quand 'I = 10039. Cela s'explique Facilement lorsque I'on retourne a u  

tableaux 5.1,5-2. 5.3 et 5.4. On constate alors qu'en dimension 12, les meilleures règles 

de Korobov par rapport au critère Pi ont de très petites valeurs pour .\f12,12,L2 lorsque 

N = 12281,20459 et c'est le cas également en dimension 6, lorsque .V = 10039. Dans 

le cas des règles de type l'-copie, le fait d'utiliser les meilleures par rapport à f i  
n'améliore pas vraiment les résultats. 

copie Pi 
4 
copiepi 
p: 

De façon plus générale, on peut dire que lorsqu'une règle a une petite valeur pour 

 id^,^,^, les facteurs de réduction de variance sont moins bons. En plus des règles men- 

tionnées au paragraphe précédent, nous avons également observé ce phénomène en 

dimension 1 quand L" = 19979, avec la règle choisie selon le critère hl''. Donc. on 

peut dire que la valeur de d'une règle est un bon indicateur de la qualité de 

4.51e-2 1.18e-2 6.31e-3 6.14e-3 
3 -.- 31 25.7 846 4540 

5.92e-2 1.i.Le-2 l.Ole-2 l.lle-2 
3.43 33.2 1420 11800 



son estimateur associé pour cette fonction-test. Plus précisément, la meilleure règle 

par rapport à klS,,, n'est pas nécessairement celle ayant la plus petite variance, mais 

elle semble fnire généralement mieux que MC et si une règle a une très petite valeur 

de L\.I,,~,~, alors sa variance associée risque d'être grande, voire supérieure à celle de 

lTestimateur MC. Ceci s'applique aussi aux régles de type 2.-copie, car leur valeur de 

Ms,s,s devient pire à mesure que s augmente, tout comme leurs facteurs de réduction 

de variance. 



Chapitre 6 

Conclusion 

Dans cet ouvrage. nous nous sommes intéressés à une méthodologie pour la simula- 

tion qui est basée sur des règles de réseau. Yous avons étudié la variance théorique des 

estimateurs obtenus à l'aide de cette méthode et l'avons comparée avec celle provenant 

de la méthode Monte Carlo. Deux familles de règles ont été considérées : celles de type 

standard et celles de type polynômial. Plusieurs parallèles ont été établis entre ces deus 

constructions et aussi, entre les règles de réseau polyn6miales et les (t. m. s)-réseaux. 

De nouveaux critères de sélection ont été définis, dans le but de choisir des règles de 

réseau permettant généralement de réduire la variance par rapport à la méthode Monte 

Carlo. Des résultats numériques provenant de différents problèmes nous ont permis de 

constater empiriquement cette réalité, en plus de nous laisser voir la simplicité de la 

méthode et l'6tendue de son champ d'application. 

SOS résultats théoriques nous ont avertis qu'il existait des fonctions pour les les- 

quelles les règles de réseau translatées aléatoirement feraient pire que la méthode Monte 

Carlo. Or, parmi les résultats numériques présentés dans cette thèse, les seuls cas où 

cela s'est produit étaient dus soit à un mauvais choiv de la règle (c.-à-d.. en utilisant un 

critère ne donnant pas assez de poids aux projections en basse dimension), soit au fait 

que l'on intégrait une fonction-test spécialement conçue pour avoir des composantes en 

haute dimension qui soient importantes. Aussi, nous croyons que pour la plupart des 

problèmes rencontrés en pratique, ce sont surtout les composantes en basse dimension 

de la fonction qui sont importantes. Ainsi, on peut dire que le succès de cette méthode 



repose sur la capacité de construire des ensembles de points qui exploitent la structure 

des fonctions sur lesquelles on tramille. 

Plusieurs questions ont été laissées de côté dans ce travail et mériteraient d'être 

étudiées. Dans le cas des règles de réseau standard, les résultats obtenus sur les 

polynômes pourraient être généralisés à d'autres types de fonctions. Aussi, certains 

résultats ont été obtenus que pour un type de règle (standard ou polynômiale) : il 

serait intéressant d'obtenir les résultats équivalents pour l'autre type de règle et ainsi, 

avoir une correspondance complète entre les deus cas. Par esemple, nous wons travaillé 

avec Fred Hickernell [48] à la construction de règles de réseau standard imbriquées et 

nous aimerions étendre ces résultats au cas polynômial, afin de pouvoir fournir une 

al ternative aux (T,  s)-suites. 

Du côté des applications, on pourrait comparer empiriquement les règles de réseau 

polyndrniales SOR-translatées avec des (t,  rn, +réseau brouillés. entre autres afin 

d'établir les différences en ce qui a trait à leur temps de calcul et à leur performance 

sur des problèmes en grande dimension. 

Sous croyons aussi qu'il y aurait lieu de regarder plus en détail les liens entre la 

variance et les critères de sélection. ainsi que ceux entre la randomisation choisie et 

la réduction de variance obtenue. Par exemple. on pourrait tenter de répondre à la 

question suivante : 'Tusquti quel point doit-on ajouter de l'aléatoire dans une règle 

de réseau afin d'obtenir une réduction de variance garantie par rapport à la méthode 

Monte Carlo ?" 

Le développement de méthodes d'estimation pour calculer la dimension effective 

d'une fonction et plus précisément, pour établir l'importance des différentes compo- 

santes ANOV-4 constitue une autre avenue de recherche dont l'étude pourrait nous 

permettre d'améliorer la performance de cette méthode. Cela pourrait peut-être aussi 

nous permettre de déterminer, pour une fonction donnée, si un critère de la forme 

iWt,,.-.,t, est préférable à un de type P: pour choisir la règle de réseau. De plus, il serait 

intéressant de mieux comprendre comment la combinaison des techniques pour réduire 

la dimension effective (par exemple, le pont brownien [13] et l'analyse en composantes 

principales [II) et la variance (variable de contrôle, variables antithétiques, méthode 



de Monte Carlo conditionnelle, etc.) aEecte la structure de la fonction que l'on intègre 

et quelles sont les conséquences de ces changements sur la variance des estimateurs 

basés sur les règles de réseau. 

Dans ce travail, l'approche que nous avons privilégiée en ce qui concerne le choix des 

règles a été de proposer des critères de sélection, puis de faire une recherche exhaustive 

pour un nombre de points N donné et d'utiliser la règle obtenant la meilleure valeur 

pour le critère choisi. Plus généralement, ces critères peuvent servir a construire des 

tableaux de "bonnes régles" desquelles l'utilisateur éventuel n'a qua  choisir la rBgle 

contenant le nombre de points désiré. La forme du critère nous perniet de prédire que 

dans la plupart des cas, I'estimateur ainsi obtenu devrait être plus efficace que celui 

obtenu à l'aide de la méthode Monte Carlo. De plus, comme nous l'avons mentionné à 

la fin du chapitre 3, il serait intéressant de voir si la combinaison des critères Mt,,...,t, 

et p: pourrait choisir des règles permettant de construire des estimateurs plus précis 

que ceux obtenus en prenant l'un ou L'autre de ces critères. Une approche différence de 

celle pour laquelle nous avons opté dans ce travail serait de recueillir de l'information 

sur la fonction associée au problème qui nous intéresse et d'utiliser cela pour construire 

une règle plus appropriée, conçue spécialement pour le problème en question. L'im- 

plantation d'une telle méthode adaptative constitue un autre sujet dont nous croyons 

que l'étude serait intéressante. 
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Annexe A 

Contre- exemple 

Proposition : Soit la règle de réseau PLV = ( ( ( 2  - 1 ) / N ,  (i - 1)/N), i = 1:. ..? N). 

Soit e < (1 + 2(N - 1))/2Y2 et  b, = (1 - d m ) .  Soient cl < c2 < c3 tels que 

c? = (cl + c3)/2. Si f est définie par 

et que N > 8 ,  alors 

Démonstration : d'abord. remarquons que 6, < 1/N e t  que e = 6, - b: /2 .  Posons 

Ces trois régions sont illustrées à la figure A.1. 

Dans le cas de l'estirnateur MC, la vaxiance est donnée par Var(fisrc) = 0 2 / N ,  où 

aZ = v a r ( f ( ~ ,  Y)) = J: p(=, 9)dzdy- [J: J: f(z, y)dmiy]2. Or, on a que V*I(C~) = 

Voi(C3) = 0.5 - c et Vol(C2) = 2c, car C2 est constitué de deux parallélogrammes 

symétriques par rapport à l'axe y = x et d'aire b, auxquels on a enlevé un triangle- 



rectangle d'aire b:/2.  Donc, on a que 

E(fiuc) = p = (0.5 -€) (c l  + c3) +k2 = C? = (ci + c3)/3 

puisque (c? - p )  = O et (cl - p)  = -(c3 - p).  Remarquons que l'hypothèse que 

cl < c2 < c3 nous assure que ci, c j  # p et donc, que Var(fihlc) > 0. 
Maintenant, pour calculer Var(gLR), on doit procéder différemment. On sait que les 

points {xi, . . . ? xLv} se trouvent sur la diagonale y = z, distancés de la même longueur 

a / ~ .  Après la translation aléatoire donnée par h = (hl, 2 4 ,  on doit voir dans 

quelle région les iV points se trouveront. Pour faire cela, nous définissons les ensembles 

suivants : 



xviii 

FIGURE -4.2: Ensembles Lu 

pour 1 < i, j 5 ?V et où = LNxJ + 1 et jy = [NyJ + 1. Donc? les ensembles Li,- sont 

des carrés de côté 1/N qui partitionnent l'hypercube [O, 1)2 et L,", et L f j  représentent 

respectivement la panie au-dessus et  au-dessous de la diagonale de longueur d / ~  
qui part du coin inférieur gauche du carré. La figure A.2 illustre comment ces régions 

sont définies. 

Supposons que 1 E Lij et  posons da = j - i rnod N. On peut voir que chaque 

boite {Ll,da+lr . . . contient un point parmi {(x, + h) rnod 1, w = 1, . . . ? LV} 

(A se trouve dans LIj9 ((l/N + AI? 1/N + A*) rnod 1) se trouve dans La,$, avec 

a = (i + 1) rnod iV et B = (j t 1) mod N .  etc.). Nous allons donc regarder? selon la 

valeur de At dans quelle région (parmi CI, C2 et C3) se trouvent chacune de ces boites 

. . . , LN,dn) et cela va nous indiquer combien de points translatés trouve-t-on 

dans chaque région Cl, C2 et C3. 11 y a six cas possibles, qui sont illustrés a la figure 

-4.3. 

(1) Lorsque Q E (2, . . . N - 21, on trouvera dA points dans Ci et LV - dA points 

dans C3 : ceci vient du fait que pour (i, j) tel que j - i E ( 2 ,  . . . , N - 2), on a 

Cl s i i > j  
Lij  G c3 Sinon, 

puisque 6, < 1/N implique que ces boîtes LU n'ont pas de point en commun 



avec C2 et que parmi les N couples (i, j )  tels que j - i = da rnod N ,  il y en a 

d A  pour lesquels i > j  (quand (il j )  = ( N ,  da), ( N  - 1, da - l), . . . , (do + 1,l)). 
Pour chaque valeur de k dans {2, . . . , N - 21, on a que 

(2) A E LE, avec d A  = 1. Alors sur les N couples (i, j) tels que j - i = 1 rnod N ,  

il n'y en a qu'un ((i, j )  = (N, 1)) pour lequel on a j < i et donc, un seul des LE 

associés se trouve dans Ci. Donc, si A E LI: et j - i = 1 (mod N ) ,  alors on a 

un point dans Ci et N - 1 points dans C3 et la probabilité de cet événement est 

donnée par 

P ( h  E ~ " t  j - i = 1 rnod M) = N(1/2iV2), 

car chacun des N ensembles L& tel que j - i = 1 rnod LV a une aire de 1/(2fl). 

(3) il E LE, avec di\ = N - 1. Alors sur les N couples (2, j) tels que j - i = N - 1 

(mod X ) ,  il n'y en a qu'un ((2, j) = (1, Y)) pour lesquels on a j > i et donc. 

un seul des L$ associés se trouve dans C3. Donc, si A E LE et j - i = .V - 1 

(mod X), alon on a .V - 1 points dans Ci et un point dans C3 et la probabilité 

de cet événement est donnée par 

car chacun des :V ensembles Lf, tel que j - i = N - 1 (mod iV) a une aire de 

1/(2W). 

(4) Si A E L t j  et dL\ = 1? alors il y a deus cas possibles : 

(a) si 1/M - b, 5 AL - i < 1/M et O A2 - j < bey alors N - 1 des points 

x, + 9 se trouvent dans & et un se trouve dans CI. La probabilité que A 

soit dans un de ces ensembles est de N (1 / N  - ( 1 / N  - b,)) bJ2 = Nb:/2. 

(b) Sinon, N - 1 points se trouvent dans C3 et un dans Ci. Ceci se produit avec 

une probabilité de LV ((1/2N2) - b : / ~ ) .  

( 5 )  Si 4 E LE et dA = N - 1, alors ii y a deux cas possibles : 



(a) si O 5 Al - i < b, et 1/N - b, 5 A2 - j < i / N  aion parmi les N points 

{(x, +A) mod 1, w = 1,. . . , N ) ,  il y en a N - 1 qui se trouvent dans C2 et 

l'autre point se trouve dans Ca. Ceci se produit avec probabilité de Nb:/2. 

(b) Sinon, N - 1 se trouvent dans CL et un seul se trouve dans C3. Ceci se 

produit avec une probabilité de N ((1/2p) - bT/2). 

(6) Si A E Lij et que dA = O, alors il y a trois cas possibles : 

(a) Si b, 5 Al - i < 1/N et que O < A2 - i < 1 / N  - b,, dors  les N points du 

réseau translaté se trouvent dans Cl. L'aire de cette région est donnée par 

N ( l / N  - b J 2 / 2  = N ( l / P  - 2bJN + b:)/2. 

(b) Si O 5 AL - i c 1/N - b, et que b, < A2 - i < 1 / N ,  alors les N points du 

réseau translaté se trouvent dans C3. L'aire de cette région est donnée par 

N ( l / N  - bc)2/2 = N ( 1 / P  - 2b,/N + b:)/2. 

(c) Sinon, les N points se trouvent dans C2. L'aire de cette région est donnée 

p u  2N(1/2NZ - (1/N - b,)'/2) = 2b, - Nb:. 

Récapitulons en donnant tous les cas possibles pour ( N I ,  iV2? 1V3) avec leur proba- 

= ~ / J V  - 1Vb:/2 (voir items 2 et 4(b)), 

= 1/iv - Nb:/2 (voir items 3 et 5(b)), 

P(lVl ='O,& = O ,  N3 = IV) = ~ ( 1 1 . V ~  - 2b,/N+ b: ) /2  

= 1/2N - 6, + ~ b T / 2  (voir item 6(b)), 



FIGURE A.3: Régions déterminées par les cas 1 à 5 

En combinant ces différents cas, on peut maintenant calculer la variance de jiLR : 

1 2 

+ w / 2  [Yb - l i)  + 3 7 ( ~ 3  - Pl ]  



.Ainsi, une condition suffisante pour avoir Var(bLR) > Var(PMc) est que 

puisque cl # p. Or, ceci est équivalent à avoir 

Mais 6, < 1/W implique que 

et (iV - 8) /3N + 4e > O si N > 8. Donc, en autant que N > 8, on a bien que 

va@,) > V=(~MC)* a 



Annexe B 

Démonstrations 

Dthonstration du lemme 2.2.1 : on procède par induction généralisée sur S. Pour sim- 

plifier la présentation, posons P ( j )  = (le résultat est vrai en dimension j). Remarquons 

d'abord que peu importe la valeur de s, lorsque r](h) = 1, on a que 

Commençons par démontrer que P(1) et P(2) sont vraies : 

- Si s = 1, alors pour a E [l, . . ., iV - 11, h E LL(a) si et seulement si ha = O 

(rnod N). Si q(h) = 1, alors pgcd(h, N) = 1 et aucun a ne peut satisfaire la 

condition. Ainsi, on a bien que iblh(h) = O. Si ~ ( h )  = O, alors h = O (rnod N) 

et n'importe quel a E [ l ,  . . . , N - 11 satisfait 1a condition. Ainsi, on a bien 

iVlb(h) = (N - 1)(1+ N - 1)/N = X - 1. Donc, P(1) est vraie. 

- Si s = 2, alors si h = O (mod N) , pour tout a E [l, . . . , N- 112, on a que hea = O 

(mod N), c.-à-d., h E LL(a) et on a bien que M$(h) = (N- 1)*(1+(N- 1))IN = 

(N - I ) ~ .  Si h = (hi, hz) avec hl = O (mod N) et hl # O (mod N), alors 

q(h) = l e t p o u r a E ( 1 ,  ..., N - l j 2 , 0 n a q u e h = a = 0  (mod N)sietseulement 

si h2a2 = O (mod N), ce qui est impossible pour tout a E [l, . . . , N - 112. Le 
résultat est le même si hl # O (mod N) et h2 = O (mod N) et donc, M$(h) = 

O si q(h) = 1. Si (hl, I L 2 )  est tel que hl # O (mod N) et hl # O (mod N), dors 

h - a = O (mod N) si et seulement si hza2 = -hlal (mod N ) .  Mais puisque 

hlai # O (mod N )  pour chaque ai E [l, . . . , N - l] et que pgcd(h2, N) = 1 (car 



N est premier), cela signifie qu'il existe un et un seul al E [1, . . . , N - 11 tel que 

h2aa = -hial (mod N) et donc, M$(h) = ( N - 1 ) * ( 1 + 1 / ( ~ - 1 ) ) / ~  = (N-1). 

Donc, P(2) est vraie. 

Pour le pas d'induction, on doit montrer que si P (1) , P (2), . . . , P (s - 1) sont vraies, 

alors P(s)  est vraie. Examinons les différents cas possibles : 

(1) Si h = O (mod N), alors pour tout a E [l, . . . , N - Ils, on a que h a = O 

(mod N). Donc, pour ce type de h, Mh(h) = (N - 1)' = (N - 1)"(1+ N - l)/N 

(2) Supposons que q(h) = v ,  avec 1 5 v < s. Posons h = (h,, . . . , hi,) avec hi, # O 

(mod N) pour tout 1 5 j 5 v. Pour qu'un vecteur a E [l, . . . , N- ils soit tel que 

h E LL(a), une condition nécessaire et suffisante est que les aij correspondant 

aux indices ij soient tels que & hi, Q, = O (mod N) et les autres aj peuvent 

valoir n'importe quelle valeur, puisqu'ils seront multipliés par 0. Il y a I L I ; G ( ~ )  

combinaisons possibles pour (ai,, . . . ,ai,). Ainsi, en appliquant P(v) ,  qui est 

vraie par induction généralisée, on obtient 

où le terme (N - l)"-" à la première ligne représente le nombre de combinaisons 

possibles pour (aj)  j:h, =O (mod N) - 
(3) Finalement, si ~ ( h )  = s, alors on doit avoir 

3-1 

= - 1 hjaj (mod N). 
j=l 

Si xf;: hjaj = O (mod N), alors aucun a, ne peut satisfaire (B.1). Sinon, 

exactement un a, satisfait (B.l). Donc, si on pose h = (hl, .  . . , h,-L) 



Dans ce qui précède, la première égalité nous donne le nombre de vecteurs 

(al, . . . , as-i) pour lesquels xi;: hjaj # O (mod N) et la deuxième suit par 

hypothèse d'induction, en notant que r)(h) = s - 1. 

Démonstration du co~oZloire 2.2.9 : posons 

et pour h E Ho, 1 5 j 5 s, posons 

L'ensemble Z;(h) contient les N - 1 vecteurs obtenus en enlevant (ou additionnant, 

selon le signe de h j )  2 & la composante hj du vecteur h E Ho qui doit être différente 

de O, pour 2 = 1, . . . , N - 1. 
On doit d'abord montrer que l'ensemble des Z;(h), pour tous les h E Ho et les 

j E [l, . . . , S] tels que hj # O forme une partition de HI. 

'hivialement, on a que pour tout h E Ho et pour tout j t.q. hj f O ,  chaque élément 

de Z;(h) est dans Hi. 

Soit h = ( h l , .  . . , h,) E Hi. On doit montrer qu'il existe un unique h E Ha et un 

unique j E [1, . . . , s] tels que h E z$) et hj # O. Prenons j l'unique indice dans 

(1, ..., s ) t e i q u e h j = w m o d N , a v e c l ~ w ~ N - 1 .  

Si hj > O, alors posons h = ( h l , .  . . , hj-L, hj + N - W, hj+l , .  . . , h,). Alors h E Ho 

et h E q(h), en prenant 1 = N - w E (1, . . . , N - 1). Supposons qu'il existe h E Ho 

tel que h E z;(&) et que h # h. Alors on doit avoir hk = hk = ht, si 1 5 k 5 s, k # j. 

Donc, on doit avoir & # hi. M" alors, on a que pour un certain m E Z, m # O, 
- 
h j = & + m ~  puisqueb, -=&=~ ( m o d ~ )  et donc, h i - h j = h j - & + h j - h j =  



mN + N - w = N(m + 1) - W .  Donc, hi - hj est soit inférieur à O, soit supérieur à 

N et  ainsi, on ne peut trouver 1 E (1, . . . , IV - 1) tel que j?i - 1 = hi, ce qui contredit 

que h E q(&). 
Le cas hi c O est traité de façon similaire au cas hj > O, mais en choisissant 

h = ( h i , .  -.  9 hj-r, hj - W, hj+i,. . . , hl) .  

Ainsi, on a que 

par hypothèse. En utilisant l'inégalité (2.24) que l'on retrouve dans la démonstration 

de la proposition 2.2.3, on obtient que 

-- C l m *  
N - 1 o + h n  

en utilisant (B.2). 4 

Démonstrtztzon du lemme 9.4.1 : d'abord, si IIhI = O, alors f(h) = b,l,, f (x)dx = p. 

Sinon, on a que 

f (hl = fr, (hl, 

par le lemme 3.3.1. Mais 

par simple intégration de f ,  où 1: est le complément de la dans S. Donc, 



la deuxième 

fJ(h) = O si 

Il reste à 

égalité venant du fait que J: z? e-2r\/=rhjxjd~j vaut 

montrer que 

O si d j  = O et que 

On peut proceder par induction sur d. Pour d = 1, on a que 

F(h,  1) = " - 2 r a h 2 d z  

Supposons que le résultat est vrai pour d - 1 2 1. En intégrant par parties, on 

obtient 

Finalement, remarquons que si IIhI > d, dors aucun coefficient c(d) ne peut être 

dans D(Ih, d )  et ainsi f(h) = 0. a 

Démonstration de la proposition 3.4.1 : supposons que I = {il, . . . , it ). On doit écrire 

6 sous une forme où h est isolé : 



1 

x:,, vj == rnod 1 

d i j  fd. '.il. ,= l... .. t 
'1 
r 

(B. 4) 

Dans la série d'égalités précédentes, la dewGrne vient du lemme 3.4.1 ; la troisième est 

obtenue en réécrivant le produit des F (hj,  d j )  de façon à ce que les hi soient regroupés 

dans un seul produit ; dans la quatrième, r = O correspond à ~ ~ e ( f ( h ) )  l2 et z = 1 



B ~Im(f(h))l~ et pour chacun de ces deux termes, le carré est développé de façon à 

ce que les h, soient regroupés dans un même produit; la cinquième est obtenue en 

posant qj = vj + wj  et en passant la somme sur les h ii l'intérieur; pour obtenir la 

fonction g(+), on regoupe les termes à l'intérieur de la somme s u r  les vj et les wj ,  en 

remarquant que 

lorsque xi=, oÿ, = O mod 2 ; la sixième égalité est obtenue en interchangeant l'ordre 

de sommation afin de regrouper les coefficients associés à un vecteur a1 donné et en 

remarquant que ai, 5 di, + 4, 5 2(d - 111 + 1) puisque d et d' sont dans D ( I ,  d) ; la 

septième tient puisque dès qu'un des ai, est impair, la somme sur les h s'annule. 

Pour obtenir a:,LR, on utilise la formule (BA), mais la somme sur les h est restreinte 

aux éIéments du dual, c.-à-d., on obtient que 

Démonstration du lemme 3.4.8 : on a que 

où, rappelons-le, Mb(h) est le nombre de vecteurs a dans [1, . . . , iV - IIs tels que 

h E LL(a) et L'(a) est le réseau dual à la règle dont le vecteur générateur est a. Or, 

par le lemme 2.2.1 du chapitre 2, on sait que 



Posons ï(h) = { j  : hj # O mod N) (donc, ~ ( h )  = Ir(h)l). Ainsi, 

*O Pour obtenir la première égalité, on partitionne Z; selon le nombre de composantes de 

h E Z; qui sont différentes de O, modulo N; la deuxième est obtenue en partitionnant 

{h E H; : q(h) = k) selon les sous-ensembles (h) ; on multiplie par (N - 1) / ( N  - 1) 

pour arriver a la troisième; la première inégalité est obtenue en remarquant que 1) le 

quatrième terme de l'eupression précédente (comme le troisième) est négatif, puisque 

l / ( N ( N  - 1)'-*) < 1/N pour tout k 2 2 ; 2) la somme sur {h E Z; : ~(h) = 0) que 

l'on retrouve dans le deuxième terme de l'expression précédente revient à une somme 

sur {(Nk, , . . . , N k , )  : h E Z;). I 

Démowtmtion de la proposition 3.5.1 : pour simplifier la notation, nous dlons po- 

ser 6 (N) = 2; et l ; (N)  = Il. En définissant les w(h) comme dans L'énoncé de la 



proposition, on a que 

rnax rnax l ; / l I ,  rnax l * / l j  
25u<d I €S(tu ,u) 2 9 . 9  3 

Dans ce qui précède, la première égalité vient du fait que 11 hl1 = I l  hrh I l 2  2 ïrh (par 

définition, puisque hIh E Lh), où hl, représente la projection de h sur les dimensions 

où ses composantes sont non nulles. La troisième égalité découle du fait que PN est 

stationnaire dans la dimension. 

Maintenant, si h E LL avec Ih = {il, . . . , it ) n'est pas dans H(t l ,  . . . , t d ,  d )  , mais 

que r(Ih) 5 t l ,  alors hJ E Lf,  où J = { i l ,  il + 1,. . . , i l  + r ( Ih)  - 1 )  et donc, 

où la première égalité vient du fait que Ilhl12 = IlhJ1I2 2 l J  = 4(4), p uisque PN est 

stationnaire dans la dimension ; la deuxiéme vient du fait que r(Ih) < t l  et la troisième 

tient puisque l f / l L  = 1 5 l;/lj  pour tout j dans {2, . . . , tl).  En combinant (8.5) et 

(B.6), on obtient bien que 

min min l I / l ; ,  min 1 +I l*  
2<_u<_d IES(fu ,u) 2 3 9 1  3- 

I 

Démonstration du lemme 4.2.1 : si on travaille dans l'espace des polynômes F2[z] / (P)  

tel qu'expliqué à la soussection 4.1.4 et qu'on utilise la représentation (4.3) pour PN, 

alors la version polynômiale de chaque est définie par 



où pi(z) est le polynôme po(z) = C E l  ~ , ~ z ~ - ~  obtenu en posant le vecteur so = 

(eu)" égal à 96 (le ie élément de PT) dans l'équation (4.4) définissant les Cor r  pour 

1 < w 5 m, et pi&) = zvjp&(z) rnod ( P ( 4  2), pour j = O, . . . , s - 1, en utilisant la 

récurrence (4.5). 

Ainsi, 

S P X ~  
Chj(z)xij(z) = -Chj(~) tvD'- ' )  mod ( P ( z ) , ~ )  
j=r  '(2) j=i 

où q(z) = Cj,, hj (Z)&-~)" rnod (P(z )  ,2)  # O, lorsque h(z) 4 L:. 
Étant donné que le résultat est présenté dans ce contexte, revenons maintenant B 

la représentation de h dans NS et de x dans [O, 1)'. Il suffit de montrer que ~ $ 2 )  = 

O (mod 2) pour exactement la moitié des éléments dans IF?. Or, par définition de p,,, 

on a que ~ ( 2 )  = CO,, (mod 2) et CO,, = u,,+&,-~~ où les aj sont les coefficients 

de la récurrence (4.1). Posons J = {w : a,,,-, = 1,l 5 w m) et définissons (rJ (si) = 

l(wEJ)n(@,=i)i où si = (c)" représente le ie élément de FT. On a donc que 

pô(2) = O (mod 2) si et seulement si a J(s6) = O (mod 2). Or, les g-, avec w $ J 

sont indépendants de pâ(2) et parmi les 2J combinaisons possibles pour ( ~ i - ~ ) ~ ~  J ,  la 

moitié est telle que crr (sô) = O (rnod 2). Ainsi, en posant G = {i : pô (2) = O (mod 2)), 

on a que IGI = 21J1-12m-IJI = 2*-l, et donc, 

puisque 1 {i : pi (2) = 1 mod 2) 1 = 1 {i : i $ G) 1 = 2* - IGI = 2m-1. I 

Démonstration du lemme 4.3.1 : par hypothèse que i& induit une équidistribution 

pour tout u E J ,  on a que 



(xi, j ,k j ) jEJ  ont la même parité. Or, par hypothèse que 4 n'induit pas d'équidistri- 

bution, on peut trouver une chaine y = 91.. . YIJI de 1 JI bits telle qu'aucun ne 

satisfait 

lorsque z = y.  Cela implique que pour t = 1, . . . , 1 JI, les chaînes de la forme z = 

y1 . . . 1 - yt . . . Y I J ~ ,  doivent être telles que N/27+lJI-' points respectent (B.7) et 

(B.8) : sinon, &,, n'induirait pas une équidistribution. De façon générale, nous allons 

montrer que l'ensemble des chaînes de 1 JI bits peut être s6paré en deux sous-ensembles 

comptant 2IJIvL chaînes chacun et tels que 1) un sous-ensemble contient toutes les 

chaînes z telles que ~/27+ l J l - '  points satisfont (B.?) et (B.8) pour chaque a et 

l'autre sous-ensemble contient les chaînes z pour lesquelles aucun x, ne satisfait ces 

conditions; 2) les chaînes dans chaque sous-ensemble ont la même parité. Pour faire 

cela, nous allons démontrer par induction que pour une chaine z de 1 JI bits donnée, si 

on pose 

alors n. = O mod 2 implique qu'aucun point xi ne satisfait (B.7) et (B.8) e t  que 

nz = 1 rnod 2 implique qukuactement L'V/~~+I~I-~ points satisfont (B.7) et (B.8). 

Nous avons déjà traité le cas où nz = 0,1. Supposons que le résultat tient lorsque 

n. = j - 1, pour j 2 2. Si na = j, considérons une chaîne i qui differe de z par un bit, 

et ce bit Z,, est tel que q # z, = gp. Donc, ng = j - l et si ni = O mod 2, don par 

hypothèse d'induction, cela signifie que z doit être tel que N/~Y+~~I-~ points satisfont 

(B.7) et (B.8), car sinon, k, n'induirait pas une équidistribution. Si ng = 1 mod 2, 

alors par hypothèse d'induction, z doit être tel qu'aucun point ne satisfait (B.?) 

et (B.€!), car sinon, on aurait une boîte de volume 2-7-iJlfl contenant 2N/27+131-1 

points, contredisant le fait que chaque & induit une équidistribution. Finalement, on 

a bien que (z : n. = O mod 2) = 21JI-'. a 

Dérnonatmtion de la proposition 4.4.1 : en déhissant les w (h) par (4.1 1) , on a que 



= rnax ( max rnax !il! - P r ,  wax 5 - l j )  . (B.10) 
2 5 ~ 5 d  1 €S(wu ,u) L . ~ J < w L  

Dans ce qui précède, la première égalité vient du fait que par définition de trh, 11 hl1 2 

2''h e t  la troisième decoule du fait que PN est stationnaire dans la dimension. 

Maintenant, si h E C: avec Ih = (il,. . . , it) n'est pas dans H(wi, .  . . , wd, d ) ,  mais 

que ~(1') 5 WI, alors hJ E Lj,  où J = {il, il f 1 , .  . . ,il + r(lh) - 1) et donc, 

= max - l j ,  
i53Sw1 

oii la première égalité vient du fait que 11 hl1 > 2 ' ~  = 2G(rh), puisque PN est stationnaire 

dans la dimension et la deuxième, du fait que ~ ( 1 ~ )  5 WL. En combinant (B.10) et 

( M l ) ,  on obtient bien que 

Démonstration de la proposition 4.4.2 : on sait que 

car PN est stationnaire dans la dimension. De plus, on sait par la proposition 4.3.3 

que 

q~ < m - II(+ 1 - &  < m - 111 + 1 - !f + (6 - e t ) .  (B.13) 



En combinant (B.13) et (B.12), on obtient bien que 

max rnax ( m - u + l - ~ r n / u ] + ~ ) J ,  
2luSd I€S(wu ,u) 

car wi 2 ut, implique que d 5 tu1 puisque d doit être inférieur à .wd par définition. 

Donc, on doit calculer 

max m l  
1 5 p ' ~ l  

où g ( p )  = - p  - Lrnlpj est définie sur N. Or, 

en posant g ( p )  = - p  - m l p ,  qui est définie sur [O, oo). Soit p* E [O, w) tel que 

p' = argmax g@). On peut montrer que p' est l'unique maximum de j@) .  En effet, 

on a que 

et si m > 1, alors 

Donc, g est monotone croissante sur [l, atteint son maximum en p' = fi, puis 

est monotone décroissante sur (fi, w) . 
Ainsi, argmax g@)  E {k8J, lp*] + 11, car s'il existe v E N tel que g(u) > g ( l p * ] )  

et g(v)  > g(lpoJ + 1), cela est équivalent à dire que 

mais soit u < b'] , soit v > [p.] +l et ij est monotone croissante sur [1, p*) et monotone 

décroissante sur @* , oo] , ce qui contredit (B. 14). 



Puisque wl 2 [fi) + 1 par hypothèse, on a que 

et donc 

Démonstration du lemme 4.5.1 : dénotons par IC le complément de I dans S. On a 

si h, # O pour au moins un j E IC, 

( Jp1 , [  fI(~r)(-l)h'Qx'd~r sinon, 

car & i ) , ~  (-l)h~cGx~cd~Ic vaut O si hp # O et 1 sinon. Maintenant, supposons que 

hj = O pour tout j E Ic et que hj = O pour au moins un j E 1. Posons Io = {j E I : 

hj = O} et It le complément de Io dans I. Alors 

puisque Io f 0 et donc, ho,l)~o fI(~r)d~l, = O (voir la propriété donnée en (3.1)). 

Étant donné que I # Ih est équivalent à (hj  = O pour au moins un j E I OU hj # O 

pour au moins un j E I c )  et que l'on a montré que &(h) = O si une de ces deux 

conditions est satisfaite? il reste à montrer que si I = Ih, alors 



la troisième égalité venant du fait que pour tout J # Ih, jJ(h) = 0. 

Démonstration de la proposition 4.5.3 : d'abord, on a que 

la première égalité venant du fait que JO,,). f r (x)dx = O pour tout 0 # I S? et la 

deuxième, de l'égalité de Parseval. Or, par le résultat du lemme 4.5.1, on a que 

puisque I = Ih pour h E NQst équivalent à avoir h E NF. Par définition de Q ? , ~ ~ ~ ~  

on a que V i ~ ( j + ~ ~ )  = &ICS - o : , ~ ~ ~  Finalement, on peut calculer 

où la deuxième égalité est obtenue par application de la proposition 4.5.2 à la fonction 

fr et la troisième, par le lemme 4.5.1. W 

Démonstration du lemme 4.5.2 : pour n 2 0. on a que 

en soustrayant du nombre de vecteurs dans N; tels que llhll 5 in le nombre de ces 

vecteurs pour lesquels 11 hl1 < 2". .Unsi, 



la première inégalité vient du fait que 

pour tout n 2 O et la deuxième, du fait que le rapport ( P r + '  - 1)/(2ni1 - 1) est 

maximisé lorsque n = 0. I 

Démonstmtion du lemme 4.5.3 : pour cette démonstration, nous suivons la notation 

utilisée dans (1051. On a que 

Yous ne voulons pas expliquer en détail ces sommes et comment sont définies exac- 

tement les fonctions @(*) : en gros, les y sont des ondelettcs utilisées dans la 

décomposition, les T ( + )  vont chercher les boites dans la partition induite par kr et 

les ;# sont des paramètres associés à a. Pour plus d'explications, voir [105]. 

Par l'égalité de Parseval, on a 

Il faut donc calculer (h) : 

Or, ho,,,. î . j i~,r ,~,~ (x) (-1) = O si h 6 H(kr) , par les propriétés de la fonction y(-). 

En effet, la fonction +rs,,(*) est constante sur les boites déterminées par (kj + l ) jer  et 

est intégrée à O sur celles déterminées par kI [105]. S'il existe j E I tel que Ihjlp = 2&jf l,  

alors 

car (-1) hj@zj vaut - 1 sur la moitié de chaque intervalle sur lequel $+, est constante 

et 1 sur l'autre moitié. Ensuite, s'il existe r E I tel que lhrl, = 2kr-1t alors ( - i ) h r O x r  



est constante sur les intervalles de la forme [(n, - 1)2-&r, 7~, .2 -~~) ,  et $kr,s,,b est intégrée 

à O sur ce type d'intervalle. 

Ainsi, 

Il reste donc à montrer que si h E H(kr), dors üIIk, (h) = j(h). Or, on a que 

Dans la somme sur I ,  il n'y a que le terme I = Ih qui est non nult par le lemme 4.5.1 

appliqué à la fonction $J~,~,, .  De même, de la somme sur les kr, il ne reste que le 

vecteur kr tel que h E H(kr),  puisque VI ,kr (h) = O si h $ H (kr ) . Donc. on a bien que 

f(h) = fil .kr (h) rn 

Démonstration clu lemme 4.5.4 : nous allons utiliser les deux règles suivantes : 

(1) Règle lt [106, Rule Cl 1 : supposons qu'il existe A > O fini et /3 E (O,  11 tels que 

1 j '(r) - ft(z')I 5 dix - x* I P  pour tous x, z* réels. Alors 

(2) Règle 2, [106, Rule C3] : sous les mêmes conditions que celles de la règle 1, on a 

De plus, comme l'explique Owen dans [106], si as f /& est Lipschitz-continue, alors 

toutes les dérivées partielles mixtes d'ordre 11 1 des composantes AZIOV.4 composantes 

fr sont également Lipschitz-continues. Pour simplifier la notation, supposons que I = 

(1, . . . , t).  En utilisant le lemme E.1 combiné avec le lemme 4.5.1, la première étape 

consiste à calculer 

où chaque vj est entre O et zkj - 1, inclusivement. 



Calculons l'intégrale par rapport à xt en utilisant la règle 1 avec xi  = vt/2kt + 
1/2kt+L, le point milieu de l'intervalle sur lequel on intègre. On obtient 

puisque le premier terme venant de la règle 1 s'annule, étant donné que ( - 1 ) 2 ' ~ k ~ + l  

vaut 1 sur la moitié de l'intégrale et -1 sur l'autre moitié. Ainsi, en appliquant suc- 

cessivement la règle 1 sur les t - 1 autres intégrales, on obtient que (B.15) est de la 

forme 

Pour calculer xhEH(k,l 1f(h)l2, on utilise le lemme E.l, qui nous dit que 

en appliquant successivement la règle 2 sur les t sommes et donc, 

Démonstration du lemme 4.5.5 : on sait que 

car chaque terme de cette somme représente la probabilité qu'une variable aléatoire 

binômiale négative de paramètres p = I / b  et r = u soit égale à k. Pour pouvoir 



utiliser cela afin de démontrer (4.31), on doit borner le rapport (r+"-') /  ET')). 
Si j = m - u + 1, alors ce rapport est inférieur ou égal à 1 et donc 

Sinon, ce rapport vaut nyil g ( l ) ,  avec 

et cette fonction croît avec 1 si k+ m - j - 1 2 k +u - 1, qui équivaut a avoir m - j 2 u, 

qui tient par hypothèse. Donc, 

5 (m - j i 1 - u)~-', pour tout k 2 0, 

puisque u + j 2 1. Ainsi, on obtient que si j 5 m - u, alon 

Donc, pour toute vaieur de j 5 rn - u t 1, on a que 

puisque mu-' 2 1 et donc, l'inégalité tient aussi pour j = rn - u + 1. I 

Démonst~atzon du lemme 4.5.6 : on a besoin du le lemme suivant : 

Lemme B. 1 Soient XI, . . . , x, des entiers non négatifs pour lesquels on sazt que xi c 

et x?==, y 5 M 5 nc. Alors 
n 



Démonstration : posons n(j)  le nombre de  xi qui sont égaux à j ,  pour j = 1,. . . , c. 
On a donc que x:='=, x, = x!&, - jn(j) < rZ1 et on veut borner C?=l xi = C;='=, j2n(j). 

On n'a qu'à utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui nous donne 

ce qui implique que (& j2n(j)) '" &% et donc, que x:=l z: 5 Mc.  I 

Le cas où K 5 m - qr - 111 découle directement de la proposition 4.3.2. Ensuite, 

par le lemme E.2, on sait que 

on obtient une boite de volume (car l'ensemble des Y'-mç" boites représente 

toutes les combinaisons possibles pour les (kj - kj) derniers bits), qui par définition de 

doit contenir exactement 2" points et donc, chacune des boites 6, ne peut contenir 

plus de 2qI points. En utilisant le lemme B.1 avec c = 291, n = 2" et  .Cl = Im < - FI+", 
on a que 

2* 

et  ainsi 

Si m - qr - 111 + 1 < K < m - qr + 1, alors toutes les boîtes 6, dans la définition de 

Yn contiennent exactement 2m-K points et donc, lynl 5 2m-K, ce qui implique que 



Annexe 

Expériences avec le critère Mt 9 t 9 t 

Nous donnons au tableau les résultats de recherches utilisant le critère ia32,32,32 

(défini en (3.26)) afin de choisir des GCL à période maximale. Nous donnons égaiement 

les meilleurs GCL par rapport aux critéres M32 et ~ & 2 , ~ ~ ~ ~ ~ .  

TABLEAU C.1: EiIeiiIeurs a par rapport à L V . . ~ ~ ,  &!32,32,32 et &2,32,32 

Comme on peut le voir dans ce tableau, les GCL choisis selon &!323132 OU A!132,32,32 



ont généralement une valeur de très près de leur valeur pour M3*. Aussi, 

les meilleurs GCL par rapport à M32 ont de bons résultats par rapport au critère 

Cela semble indiquer que le fait de considérer la moyenne cache les mauvaises 

projections non successives. En fait, les différentes règles obtiennent probablement des 

valeurs assez semblables pour les moyennes sur les paires et les triplets. Ainsi, c'est 

ce qui se passe sur les projections successives qui détermine la valeur du critère. En 

effet, on constate en regardant le tableau C.1 que généralement, seules les régles ayant 

de mautaises projections non successives (kf3232,32,32 < 0.10, disons) ont une valeur de 

L & ~ , ~ ~ , ~ ~  inférieure à leur valeur de M32 et même dans ce cas, la différence n'est pas 

très grande entre ces deux quantités. Par exemple, on peut voir que pour iV = 32749, 

le meilleur GCL par rapport à &2,32,32 n'obtient pas une très bonne valeur pour 

ki32,31,321 dors que sa valeur de ~ & 3 , ~ ~ , ~ ~  n'est pas très loin de celle de cela veut 

dire qu'il y a une projection sur une paire ou un triplet qui est mauvaise, mais que le 

fait de regarder ce qui se passe en moyenne cache ce défaut. En conclusion, on peut 

dire que l'utilisation du critère LV~,~,, n'offre pas vraiment d'avantages, car si on peut 

se contenter d'un ensemble de points dont les projections moyennes sont bonnes, il 

semble que le critère Mt nous permet de choisir des règles appropriées et si on ne veut 

pas avoir de mauvaises projections, le critère ildtl,t2,t3 est plus sûr. 



Annexe D 

Expériences additionnelles sur une 

fonct ion-t est 

Puisque la dimension s va jusqu'à 30 dans l'exemple de la sous-section 3.6.2, on 

pourrait penser qu'un a choisi à partir de Mt,,a,t3 avec t2 ,  t3 > 8 serait préférable et 

c'est pourquoi dans le tableau D.1, on refait la même expérience que dans le tableau 

3.3, mais on compare maintenant le meilleur a par rapport à avec Ces meilleiin 

par rapport à L & ~ , ~ ~ , ~ ~  et !~f30,30,30, qui sont donnés au tableau D.1. En particulier, 

nous voulons voir si les règles choisies avec hf30,30.30,30 obtiennent des résultats significa- 

tivement meilleurs que celles choisies avec M30,24,12. 

TABLEAU D.1: Meilleurs a par rapport à M&, !\f30/24,12 et &0,30,30. 
:V a 1b~30.24~~2 ~~130~30.30 ' 

En gros, on observe le même phénomène que dans le tableau 3.3, c.-A-d., lorsque le 

32749 9515 
9515 
1339 

65521 2469 
8950 
8753 

131071 29803 
3244 
82893 

Nb. de projections 

0.67356* 0.33'761" 0.08354 
0.67356* 0.33761" 0.08354 
0.54134 0.21023 0.19690* 
0.639001 0.17455 0.06630 
0.55678 0.34307* 0.07329 
0.39716 0.22859 0.21311* 
0.66330* 0.03138 0.03138 
0.42390 0.34857* 0.15087 
0.45522 0.20565 0.20565* 
29 105 462 



meilleur a par rapport à a une petite valeur de L L I ~ ~ ~ ~ , ~ ~ ,  en comparaison avec le 

TABLEAU D.2: Facteurs de réduction de variance moyens, cr = 3 

meilleur a par rapport à ce critère (c'est ce qui se produit pour les trois valeurs de M), 

N 
M ~ o  32749 
M30124~12 32749 

don la variance de la règle associée est habituellement supérieure à celle des autres a, 

s = 5  s = 1 0  s-15 s-20 s = 2 5  s=30 
2160 1100 1240 1610* 1860* 2370* ' 

2160 1100 1240 1610* 1860* 2370* 

surtout quand Y est grand. Le cas où N = 32749 n'obéit pas à ce comportement, malgré 

une assez petite valeur de ~W30,30+30. Nous croyons que cela s'explique par le fait que la 

meilleure règle par rapport à pour cette valeur de N est également la meilleure 

par rapport a ~ \ f ~ ~ , ~ ~ , ~ ~ .  Cela signifie que pour les 105 projections considérées dans 

~ W 3 0 ~ 2 ~ ~ ~ ~ ,  cette règle est excellente. Si les projections de f qui sont les plus importantes 

sont parmi ces 105, alors ce qui se passe sur le restant des projections ne réussit pas ê. 

amoindrir de façon significative la qualité de la règle pour ce problème. 

Remarquons également que les règles choisies selon M30,2.1,12 ont une variance du 

même ordre que celles choisies avec &f30.30,30, même qu'elle est parfois inférieure par 

des facteurs non négligeables, par exemple lorsque .V = 131041. En ce qui concerne la 

différence entre les règles choisies avec A&e,s (voir tableau 3.3) et celles choisies avec 

OU i~.30130,301 on observe que pour :V = 65521, les règles &&18+8 obtiennent 

souvent de meilleurs résultats e t  pour N = 131071, ?L[30T24,12 est la meilleure. Corn- 

ment expliquer cela? X'oublions pas que notre fonction-test a des paramètres cj choisis 

aléatoirement. Il est ainsi difficile de savoir à l'avance quelles projections fr sont im- 

portantes et donc, quel critère est-il préférable d'utiliser. 



Annexe E 

Représentation des fonctions de 

base de la série de Walsh à l'aide 

d'une matrice d'Hadamard 

Dans cette annexe, nous expliquons comment représenter les fonctions de base de la 

série de Walsh à l'aide d'une matrice d'Hadamard, dont nous rappellerons la définition à 

la page dviii. Cela nous sert ensuite ii démontrer deux résultats intermédiaires qui sont 

utiles dans le chapitre 4. Le premier nous aide A calculer la variance de l'estimateur 

SOR-translaté dans le cas des fonctions lisses (lemme 4.5.4 et le deuxième nous 

permet de borner le nombre de vecteurs h dons .Ci respectant 

pour un vecteur ( k j ) j E r  donné, où la norme 1 - 1, a été définie en (4.8), page 139. Ce 

résultat, combiné avec le lemme 4.2.1, sert à manipuler des bornes sur la variance de 

I'estimateur XûR-translaté à la section 4.5 et est également utilisé dès la section 4.3, 

lorsque nous analysons les critères de qualité pour les règles de réseau polynômiales. 

Présentons d'abord la notation : 

kr = (kj)jEl, où les kj sont des entiers non négatifs, 



q(kr)  = chaîne de n bits représentant la troncation de à ses kj 

premiers bits dans chaque dimension j E Il 

6, = chaîne de n bits correspondant à la représentation binaire de n - 1, 

pour n = I l . .  . , 2K ,  

H(kr) = ensemble des vecteurs h E N; tels que Ihjlp = 2 k ~  pour tout 

j E 1, où M; = { h € N S  : I h =  I ) .  

Le vecteur kr va servir à déterminer une partition de njEI[0, 1) en 2' boites de 

volume 2-", qui peuvent être identifiées à l'ensemble { b l ,  . . . , b2%} des chaînes comptant 

n bits. Pour déterminer dans quelle boîte un point x se trouve, il suffit de considérer 

ses kj premiers bits dans chaque dimension j E 1, d'où la notation xr (kr) Finalement, 

les H(kr) sont des sous-ensembles de vecteurs h qui ont tous la même norme, c.-à-d., 

tels que lhjlp = 2 k ~  pour tout j E I .  

Définition E.1 18, 371 Une matrice d'Hadamard est une matrice carrée dont les 

entrées sont des 1 et des -1 e t  qui a la propriété que ses lignes (e t  ses colonnes) 

sont orthogonales l'une à l'autre. 

Par exemple, la matrice 

est une matrice d'Hadamard d'ordre 2. 

La représentation des fonctions de base (-l)h@x à l'aide d'une matrice d'Hadamard 

est expliquée dans [8] lorsque h et x sont unidimensionnels. Nous expliquons ici corn- 

ment appliquer cela pour représenter (-l)hox lorsque h et x sont multidimensionnels. 

Nous rappelons d'abord la définition du produit de Kronecker (ou produit direct) 

de deux matrices [37], dénoté par A 8 B : si A est de dimension i par j et B est de 

dimension k par 1, alors A 8 B est de dimension ik par jl et peut être vue comme une 

matrice de dimension i par j dont chaque élément correspond à la matrice que l'on 



dix 

obtient en multipliant chaque élément de A par la matrice B. Par exemple, on a que 

En une dimension, le lien avec les séries de LValsh est introduit en définissant une 

matrice que l'on dénote par Wk et qui est telle que chaque ligne est associée à un entier 

non-négatif h 5 zk. Sur cette ligne, on trouve les valeurs successives que prend (-l)hox 

à mesure que x passe d'un intervalle de longueur 2-* à l'autre. Plus précisément : 

Dhfinition E.2 La matrice Wk de dimension 2k par 2' est définie comme oyant en 

position (h, n)  l 'élément 

W k , h . n  = (- l ) h ~ ( ( n - ~ ) 2 - k )  (E*l) 

pour0 < h,n  < 2k. 

En fait, l'élément WkVhvn nous donne la valeur de (-l)h@z lorsque x E [(n - 

1 ) T k t  nn2-'). On peut facilement vérifier que la matrice Wk est une matrice d'Ha- 

damard, cc qui signifie que 

~f wk = 2 ' 1 ~ ~  

où IL est la matrice identité d'ordre 2k. 

On veut maintenant généraliser la définition de Wç au cas multidimensionnel. afin 

de représenter les fonctions de base ( - I ) ~ ~ *  pour les vecteurs h ayant la propriété que 

lhjlp < 2kj pour tout j E 1, pour un vecteur kl et un sous-ensemble I Ç S donnés. 

La raison derrière cela est que nous aurons besoin de travailler avec cet ensemble de 

fonctions de base afin de démontrer les lemmes de cette sous-section, qui à leur tour 

seront utilisés plus loin dans le chapitre 4. 

Pour faire celat nous allons définir une matrice H, de dimension 2" par 2". Les 

lignes de HK sont indexées par les 2' différentes valeurs que peut prendre h = ( h j ) j p r  

(si on restreint chaque hi à respecter (hjIp < 2 k j )  et ses colonnes sont indexées par 

les 2' diErentes valeurs que peut prendre le vecteur (qui nous indique quelle 

boite dans [O, 1)' est considérée, c.-à-d., nj y [(nj  - 1) 2-kj,  n j Y k j ) ) .  



Définition E.3 La matrice HK de dimension 2" par 2' est définie comme ayant en 

position ( (hj)  j e I ,  (nj)  j c I )  1 'éldment 

L'élément HK,(h,)jEr,(nj) nous donne la valeur que prend (4) lorsque x est dans 

JJjrr[(nj - 1)2-&~,  nj2&j) .  

Si on suppose que le sous-ensemble I est donné par {il,. . . , it), alors en utilisant 

la définition du produit de Kronecker entre deux matrices, on obtient que 

où les Wk, proviennent de la définition E.2. De plus, la matrice H, est aussi une 
J 

matrice d'Hadamard, puisqu'elle contient des 1 et des -1 et que 

Dans ce qui précède, la deuxième égalité vient du fait que (A 8 B ) ~  = @ B* 

[37] : la troisième, du fait que wtI WkiI = 2k i~  Iki, et le résultat suit en appliquant 

successivement cette identité aax t - 1 produits suivants w,? Wk,. ? .  . . , Ul;f;, Wktt. 

En résumé, pour un vecteur kr donné, si on considère tous les vecteurs h tels que 

Ihjlp < 24  pour tout j E 1: alors on peut associer à chaque ligne de la matrice HK un 

de ces vecteurs h et les entrées de cette ligne nous donnent les valeurs successives que 

prend (- l)hox lorsque x passe d'une boîte de la forme 

à l'autre, avec nj = 1, . . . , 24 .  

Comment cette représentation va-t-elle nous aider? Voici en gros l'idée : le fait de 

pouvoir utiliser la matrice HK pour représenter les fonctions de base qui sont dans 

l'ensemble ( ( - I ) ~ ~ ~  : Ihjlp < -1, j E 1) pour un vecteur kr donné va nous être 



utile afm de calculer la norme euclidienne des vecteurs z pouvant s'écrire sous la 

forme z = H,y. Ceci vient du fait que Hu est une matrice d'Hadamard et donc, que 

11~112 = y T c H K y  = ZKllyll:. Cette représentation est donc utile si la norme lly11; est 

plus facile à calculer que llz11$. 

Les deux résultats qui suivent e-vploitent précisément cette idée, c.-à-d., dans les 

deux cas, on donne, pour un vecteur z donné, quel est le y qui fait en sorte que 

z = HKy. Au lemme E.1, le vecteur z auquel on s'intéresse est le vecteur de coefficients 

de Walsh associés aux h qui sont dans H(kr), pour un kI donné et la formule que l'on 

donne pour 1 1 ~ 1 1 :  est utilisée dans la démonstration du lemme 4.5.4. Au lemme E.2, le 

vecteur z est carrément le vecteur de fonctions de base ( - I ) ~ @ ~  pour tous les h dans 

H (kr ) et dans ce cas, la quantité 112 11; nous permet de déterminer combien de vecteurs 

dans H (kr ) font partie du réseau dual L:, en utilisant le lemme 4.2.1. Voici le premier 

de ces deux résultats : 

Lemme E.1 Soit kI = ( k j ) j E r  un vecteur d'entiers ki 2 O.  Pour f E C2, on a que 

2* 

de rc bits correspondant à la représentation binaire de  n - 1 .  

Démonstration : suivant la définition E.3, pour une valeur de x E [O, 1)' donnée, 

*F qui l'ensemble des valeun de (-l)h@x correspondant aux vecteurs &, n = 1,. . . . - 
sont formés de kJ bits dans chaque dimension j E I (c.-à-d.. Ihjlp < ' I ~ J  pour tout 

j E 1) peut être obtenu en calculant le produit matriciel 

En enet, chaque colonne de HK correspond à une des 2" boites résultant de la partition 

induite par kr et on a que 

E n[2-'j(nj - l), 2 - l ' ~ ~ ~ )  
jér 

si et seulement si xr(kI)  = b,, où n i i l o .  . . q i , k i , - l . .  .&,,O ...n+i,-i = b,,,, pour = 

(il,. . . , it), et les nj,r pour I = O,. . . , ki - 1 sont les coefficients de l'expansion binaire 



lii 

de nj, j E I. Il y a donc bijection entre les 2' boîtes de type njer[2-S(nj - l), 2-&jnj) 

et les chaines b,, m = 1, . . . ,2". Pour récapituler, le produit qui se trouve à l'équation 

(E.2) nous donne, dans un ordre qu'il n'est pas important de préciser (car notre but 

final est de calculer une somme dépendant de ces termes), la valeur que prend chaque 

fonction de base au point x, c.-à-d., le vecteur 

((- l )b~~ , . . .  ( - l ) & a ~ ~ ) T  

Pour obtenir L'ensemble des f(h) pour h E H ( k r )  à partir de cela, remarquons 

que les 2" vecteurs dans H(kr)  peuvent être obtenus en insérant un bit égal à 1 après 

chaque souîchaîne de longueur kj dans les hl , .  . . h 2 a ,  c.-à-d., si on a 

dors on pose 

On veut caiculer 

où HK+,, représente l'élément en position (nt m) dans la matrice H,. 

Par (E.3), on a que 

la deuxième égalité suivant par le fait que = TH;'. 



liii 

Le lemme suivant sert à compter combien de vecteurs dans H(kr) font partie du 

réseau dual. On utilise pour cela le lemme 4.2.1 et la représentation de la fonction 

(-l)h@x à l'aide de la matrice d'Hadamard H,. 

Lemme E.2 Soit kr = ( k j ) j e r  un vecteur d'entiers kj 2 O. Soit PN une règle de 

réseau polynômzale avec N = 2? Si on pose y = (yi,. . . , y2r)T awec 

alors le nombre de vecteurs dans H(kr) qui font partie du réseau duo1 L; est donné 

Démonstration : pour chaque h, E H ( k r ) ,  posons 

Par le lemme 4.2.1, on a que 

Or, si hn(kr) représente la troncation de h, a des kj  premiers bits dans chaque dimen- 

sion j ,  alors 

Le résultat suit en utilisant le fait que 

puisque = 




