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0. INTRODUCTION ET NOTIONS DE BASE

Ce document accompagne la présentation donnée a Zinal en mars 1997, dans le cadre
des séminaires du troisieme cycle romand. Il se veut une courte introduction aux
modeles d’équilibre ainsi qu’un guide vers des ouvrages ou articles traitant de fagon
plus approfondie des aspects théoriques, algorithmiques ou pratiques liés a ’étude des
inégalités variationnelles. Une section du document sera consacrée a chacun de ces as-
pects. Je mentionne quatre bonnes sources d’informations concernant les inéquations
variationnelles, la premiere traitant plus particulierement des inégalités variationnel-
les en dimension infinie : Glowinsky, Lions et Trémolieres [GloLT76], Auslender
[Ausle76], Pang et Chan [PangC82] Harker et Pang [HarPa90], Bertsekas et Tsit-
siklis [BerTs89], Patriksson [Patri94].

Quelques notions de programmation mathématique (programmation linéaire, con-
ditions de Kuhn-Tucker, conditions d’optimalité du premier ordre, taux de con-
vergence), de topologie élémentaire (convexité, ensembles ouverts, fermés, bornés,
compacts), d’analyse (continuité, théoreme de Weierstrass, convergence des suites,
développement en série de Taylor, gradient, matrice jacobienne, dérivée direction-
nelle) et d’algebre linéaire (notation matricielle, valeurs propres) devraient suffire a
assurer la compréhension du texte. Le seul résultat non ‘élémentaire’ qui sera utilisé
est le théoreme de point fixe suivant, dont une preuve constructive est présentée, entre
autres, dans le joli petit livre de Border [Borde85] consacré aux théoremes de points
fixes et a leurs applications.

Théoréme (Brouwer) Soit C' un sous-ensemble convexe et compact de R™ et F' une
fonction continue de C' dans C. Alors F possede un point fixe x* appartenant a C,
c’est-a-dire : F(z*) = z*.

J’ai évité de reproduire des preuves complexes. Cependant j’ai esquissé certaines
démonstrations afin d’illustrer des techniques d’usage fréquent. Les principales nota-
tions utilisées sont résumées ci-dessous . De fagon générale, les vecteurs qui se situent
a gauche d’'un produit scalaire sont des vecteurs ligne et les vecteurs qui se situent a
droite des vecteurs colonne :

r e R": vecteur colonne
(x,y) = 2'y : produit scalaire usuel des vecteurs z et y
f(z) : R* — R:  fonction réelle de n variables
F(z) : R — R™ : fonction vectorielle (vecteur ligne)
f(x) : gradient de f (vecteur ligne des dérivées partielles f/(x))
f(x;d) - dérivée directionnelle de f dans la direction d
HEDR dérivée partielle par rapport a la iéme variable
f(z) - matrice hessienne de f (matrice des dérivées d’ordre 2)
F'(x) : matrice jacobienne de F' (matrice des dérivées partielles)

Je termine cette introduction par ’énoncé de deux conditions nécessaires d’optimalité
dont I'incontournable condition d’optimalité due & Kuhn et Tucker (et Karush, pour
les puristes) pour le programme mathématique :
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min  f(z)
X={zeR" :¢9i(x) <0, i€el} (1)
I={1,2,...,m},

ol les fonctions f et g; sont continiment différentiables. Je pose :

G(z) = (91(2), . gm(x))"

Une direction d est ADMISSIBLE s’il existe un nombre positif « tel que x + td € C
pour ¢ < «.

Théoréme Soit x un minimum local pour (1). On a que
f'(a;d) =0 (2)

pour toute direction admissible d, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de direction de de-
scente admissible.

Tout point z de X satisfaisant la condition nécessaire (2) est appelé POINT STATION-
NAIRE du programme mathématique (1).

Théoréme (Kuhn et Tucker) Un point REGULIER x de X est stationnaire si et
seulement si il existe un vecteur de MULTIPLICATEURS A € R™ tel que :

Gx) <0

f'@) +AG'(x) = 0 (3)
A >0
N\ G(x))y = 0.

Les démonstrations de ces deux résultats, ainsi que diverses notions de régularité, se
trouvent dans le livre de Bazaara, Sherali et Shetty [Bazar94]. Un cas particulier
important se présente lorsque les fonctions g; sont affines :

X={zeR" : Az <}

pour une certaine matrice A de dimension m x n. Tout point de X est alors régulier
et le systéme PRIMAL-DUAL (3) prend alors la forme :

Arx < b
flx)+ XA = 0 (4)

A >0

AMAx —b) = 0.

Si les fonctions f et I’ensemble X sont convexes, un point régulier x de X est un
minimum global pour le probleme (3) si et seulement si il satisfait les CONDITIONS
DE KUHN ET TUCKER (Karush-Kuhn-Tucker pour les puristes).
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1. MOTIVATION

Soit x € R". On dit que z* est une solution de 'inégalité variationnelle IV(F, X)
associée a la fonction F' : R™ — R" et a l'ensemble convexe X C R" s’il satisfait
I'inéquation :

IV(F, X) : (F(z"),z"—2) <0 VrxelX, (5)

et je dénoterai par X* le sous-ensemble de X satisfaisant (5).

Les inégalités variationnelles permettent la représentation mathématique d’équilibres
physiques, chimiques, économiques, voire militaires. Un équilibre du systeme corres-
pondra a une solution de I'inégalité variationnelle (5). Les situations que nous con-
sidérerons sont de nature économique ou relevent de la théorie des jeux élémentaire.

1.1. Premier exemple : équilibre de Nash (2 joueurs)

Soient deux joueurs cherchant a optimiser, sur des ensembles disjoints, une fonction
impliquant leurs stratégies respectives. Soient z; le vecteur stratégique du joueur 7,
X; son ensemble de stratégies admissibles et f;(x1,z2) sa fonction de cott convexe.
La réaction x1(x2) du joueur 1 a la stratégie x5 adoptée par le joueur 2 satisfait :

xlgﬂei)f(ll fi(wy,29) = fi(w1(72), 72)

et, symétriquement pour le joueur 2, j'obtiens :

xﬂréi;% fo(z1,22) = fowr, 22(21)).

Si je pose :
Fi(z1,29) = fi(21(22), 72)
(le gradient est calculé par rapport au vecteur xy) et

Fy(x1,29) = fo(21, 22(21))

(ce deuxieéme gradient est calculé par rapport au vecteur xs), les ‘réactions’ z1(xz) et
xo(r1) sont caractérisées par les conditions du premier ordre suivantes :

<F1($1($2),x2>,x1(132) - .T1> < 0 Va, € X;
(Fo(z1,22(21)), 2(21) —22) <0 Vg € Xo.
Un équilibre de Nash est obtenu lorsque :
ni(r3) =
xo(z]) = 3.

Le systeme de conditions nécessaires ci-dessus se reformule comme (5) si je pose :

:c:(“”l) x:<x1> F@):(Fl(xl’“)> X =X x Xo.

Ty ) FQ(ZL’l,JZQ)
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Consulter Owen [Owen| pour plus de détails.
1.2. Deuxieme exemple : équilibre de trafic urbain

Soit un réseau composé de n chemins (pas forcément disjoints) reliant tous une origine
A a une destination B, et d le débit de véhicules, exprimé en véhicules par minute,
souhaitant quitter A pour relier B. Le temps de parcours du chemin j est donné
par la fonction de délai Fj(x), ot & = (z1,...,%,)". Un EQUILIBRE DE WARDROP
x* est atteint lorsque les temps de parcours des chemins utilisés sont tous égaux,
et inférieurs aux couts des chemins non utilisés. Mathématiquement, ces conditions
prennent la forme :

Fi(z*) = u* Vjoia;>0
Fi(z*) = w* V)
2% = d
=1
> 0.

En posant X = {z € R} : X}_, x; = d}, on peut facilement démontrer que les
solutions du systeme ci-dessus correspondent aux solutions de IV(F, X).

Ce MODELE D’AFFECTATION DU TRAFIC peut mener 3 certaines situations para-
doxales. Considérons en effet le réseau illustré a la figure 1 ou les fonctions de délai
sur les arcs (dont I'unique parametre est le flot d’arc v) sont indiquées. Le délai sur
le chemin j est obtenu en additionnant les délais sur les arcs formant le chemin j. Le
réseau est formé des trois chemins ACD, ABD et ABCD, dont les fonctions de délai
sont données a la table 1. La demande est fixée a 6 unités de flot entre 1'origine A et
la destination D. A I’équilibre, 2 unités sont affectées a chacun des trois chemins. Ceci
résulte en un délai de 92 pour chaque usager, et le cotit total pour le systeme est égal
a 6 x 92 = 552. On constate qu’il aurait été plus efficace, du point de vue du systeme
et des usagers, d’affecter 3 de ces derniers au chemin ABD, et 3 au chemin ACD, au
cotut individuel de 83, et au cout total de 498. Malheureusement, cette solution est
‘instable’ car certains usagers seront immanquablement attirés par le chemin ABCD
de cout 70 < 83. Sans coopération entre les usagers (ce qui serait profitable pour
tous) la solution optimale est irréalisable. Un planificateur astucieux, quant a lui,
interdirait ’acces a I'arc diagonal BC, en établissant par exemple un péage prohibitif.

Consulter Patriksson [Patri94| pour une revue exhaustive des modeles d’affectation
du trafic.

2. FORMULATIONS

Dans cette section, nous allons donner plusieurs formulations équivalentes de 1'inéga-
lité variationnelle IV(F, X).



Inéquations variationnelles 6
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Figure 1: LE RESEAU DU PARADOXE DE BRAESS

’ chemin \ flot \ fonctions de délai ‘
ACD T Fl(l‘) = [50 + Il] [10(1‘1 + 1’3)] = 111‘1 + 10%3 + 50
ABD ) FQ(I) = [50 + Ig] [10(1’2 + Ig)] = 111’2 + 10.753 + 50

ABCD | z3 | F5(x) = [10(x + 3)] + [x3 + 10] + [10(z1 + x3)]

= 10]31 + 10.%’2 + 21.I3 + 10

Table 1: LES FONCTIONS DE DELAIS SUR LES CHEMINS

2.1 Caractérisation géométrique

Soit Nx(z) le CONE NORMAL a ’ensemble X au point x € X, défini par :

Nx(x)={de R" : {dyy—z) <0 Vye X}. (6)

Le cone normal définit I’ensemble des directions formant un angle ‘obtus’ avec I’ensem-
ble X —x={y—z :y € X}. On a alors que (5) est équivalent a (voir figure 2) :

—F(z*) € Nx(z"). (7)

L’expression précédente, qui généralise la notion habituelle de systeme d’équations
non linéaires, a été nommée EQUATION GENERALISEE par Robinson [Robin79]. Si
la fonction F' est le gradient d'une fonction f, alors j'obtiens la condition nécessaire
d’optimalité :

—f'(z") € Nx ("), (8)

qui exprime qu’au point z*, il n’existe pas de direction de descente admissible d,
c’est-a~dire : f'(z*;d) n’est jamais négatif.
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Figure 2: REPRESENTATION GEOMETRIQUE

2.2 Formulation de point fixe

Définissons ’ensemble :

P(e) = arg max (F(z),0 ) (9)

Il est facile de voir que x est solution de IV(F, X) si et seculement si :

x € I'(x). (10)
Considérons maintenant le probleme d’optimisation convexe :
w5l — (& — aF @) (1)
min =||p — (z —
min oflp — (= — aF'(2))II%,

dont la solution unique p,(x) = projy(xr — aF(x)) est la projection suivant la norme
euclidienne du point © — aF(z) sur l'ensemble X (voir figure 3). Les conditions
d’optimalité du probleme (11) sont :

(Pa(2) = (x — aF (7)), palz) —y) <O Vye X, (12)

Un point z est solution de IV(F, X) si et seulement si x = p,(z). La premiere
formulation de point fixe considérée correspond au cas limite o = 400, en quelque
sorte. On peut généraliser cette formulation en adoptant le produit scalaire et la
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Pa()

x — aF(z)
Figure 3: PROJECTION SUR L’ENSEMBLE DEFINI PAR LES CONTRAINTES

norme induits par une matrice symétrique et définie positive K : (x,y)x = 2" Ky,
|lz||% = 2! Kx. On obtient alors le probleme d’optimisation :

o1 —1 2
gggrgjlp— (z — aK ™ F(2))||%, (13)
qui est identique a :
1
min - (p —x + oK F(a), K(p—a + K~ F(2))) (14)
p

et dont la solution pX () satisfait I'inéquation variationnelle :

(K(pa (v) — @) + aF(2),py (¥) —y) <0 ¥y € X, (15)

«

et résoud le probleme d’optimisation :

1 2
max (F(z),z —p) = o—lle —pl, (16)

dont la valeur optimale est notée g (), et simplement g,(r) si K = I. Comme
auparavant, z est solution de 'inégalité variationnelle si et seulement si z = p/ ().

Définissons maintenant, de facon plus générale, une approximation F'(z, z) de la fonc-
tion F'(z,x) au point z telle que :

F(z,z) = F(x). (17)

pour z fixé et soit I'(z) 'ensemble des solutions de IV(F,X). 1l est clair que x est
solution de IV(F, X) si et seulement si z € T'(z). En posant F(z,z) = F(x) et
F(z,x) = F(z) + ZK(z — x) je retrouve les formulations de point fixe précédentes.

Certaines formes particuliéres de F ont retenu I'attention des chercheurs :
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o Fi(z,x) = Fi(x1, ..., i1, 20, Tig1y - - - Tny)
(approximation de JACOBI) (18)

o [F(zx)=F(z)+ D(x)(z—x) avec

OF;(z)
D(x)]i = ——— = (F'(x))u
[D(x)] or, — (@)
[D(@)];; =0 sii#]
(approximation de JACOBI LINEARISEE) (19)
® E(z,x):E-(zl,...,zi_l,zi,xiﬂ,...,a:n)
(approximation de GAUSS-SEIDEL) (20)

o F(z,z) = F(z) 4+ L(x)(z — z) avec

Ly = o = (@) sz

(approximation de GAUSS-SEIDEL LINEARISEE) (21)
o F(z,2)=F(2)+ F'(2)(2 — x)

(approximation de NEWTON) (22)
) F(z,x) = F(z) + Q(z)(z — ) ou Q(x) est une matrice

(approximation de QUASI-NEWTON) (23)
o F(z,x) = F(z) + M(z — z) ou M est une matrice

(PROJECTION ASYMETRIQUE, voir Tseng [Tseng91]) (24)

1
. F(z,x) = F(z) + —(h'(z) — I (2)) ou h est fortement convexe
a

(PROBLEME AUXILIAIRE, voir Cohen [Cohen88]) (25)

L’approximation de Jacobi néglige les effets ‘hors-diagonale’ alors que I’approximation
de Gauss-Seidel ne tient compte que des effets sous-diagonaux. L’approximation de
Newton est une approximation de Taylor au premier ordre de la fonction F. La
projection asymétrique approxime F' par une matrice constante ; si cette matrice est
symétrique et définie positive, je retrouve la projection classique suivant la norme
induite par la matrice M. Je discuterai des avantages et inconvénients respectifs de
ces approximations a la section traitant des algorithmes.
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2.3 Formulation primale-duale

Un vecteur = de X est solution de IV(F, X) si et seulement si :

r € arg max (F(x),x —y) (26)
= argmip (F).0) @
= T'(x). (28)

Supposons que l’ensemble X soit compact, que je puisse écrire : X = {z : G(z) < 0},
et que la représentation de X soit réguliere (au sens de la qualification des contraintes).
Les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité du programme mathématique
convexe minyex (F(x),y) sont alors :

(29)

S

S~ ~—r —
|

o o o o

>
Vv

En substituant x a y dans le systeme précédent, j'en déduis la formulation primale-
duale de l'inégalité variationnelle :

Gz) < 0
F(z)+ \G'(z) = 0 (30)
(A G(z)) = 0
A >0
En définissant de nouvelles variables :
T = max{0,z;}
r; = max{0, —z;}
xr = zt—a"
z = (2t 27, \)!
et une nouvelle fonction :
Flzt —27) + G"(zF —27)A
H(z)=| —F(at —27) = G"(zt —z7)A
Gzt —27)
j'obtiens la formulation de COMPLEMENTARITE NON LINEAIRE :
H(z) > 0
z >0 (31)
(H(2),z) = 0.
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2.4 Formulation sous forme d’équation

Il est facile de transformer un probleme de complémentarité non linéaire en systeme
d’équations non différentiables. Ainsi, z € R™"?" est solution de (31) si et seulement
si:

m—+2n
> [min{z;, H;(2)}]* = 0 (32)
j=1
ou, de fagon équivalente :
m+2n
> [z + Hy(2) — /27 + Hy(2)?]* = 0 (33)
j=1

De nombreuses autres formulations sous forme de systeme d’équations ont été pro-
posées et possedent grosso modo les mémes propriétés.

2.5 Formulations d’optimisation

Considérons I’avant-derniere formulation de point fixe :

F(z,z) = F(z) + A(x)(z — x)

ou je suppose que la matrice A(x) est symétrique et définie positive. L’inégalité
variationnelle IV(F, X) se raméne alors au probleme d’optimisation :

1 2
max (F(2), 2 —y) = 5llz = ylae), (34)
dont nous dénoterons la valeur optimale par g(z). La fonction § est non négative
(il suffit de poser y = z) et 'on a que g(z) = 0 si et seulement si x est solution de
IV(F, X). On peut donc ramener IV(F, X) au probleme d’optimisation globale :

min g(x). (35)
La FONCTION DE MERITE ¢ (parfois appelée ‘gap function’) est presque toujours non
convexe et parfois non différentiable, méme si F' I’est. Nous réservons la notation g a
la fonction de mérite :

g9(x) = max (F(z),z —y). (36)
yeX
Je rappelle que :
1 2
gole) = max (F(a), o —y) = 5 lle (37
1
K o . o - 2
GK(@) = max () —y) — oo =yl (39)

Il est possible de transformer IV(F, X) en un probleme d’optimisation sans contraintes
min ¢ (z) en posant :

() = Gou (%) = gas (7) (39)
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avec a; > ap. On étend la définition des fonctions g, a tout R". Il se peut alors que
ga () soit négatif. Par contre, 1)(x) est toujours positif ou nul, et 'on a :

(z) = (F(x)aw—pa2($)>—2;1”90—%2(1“)”2

(2),© — pa(a)) — Q;Hx ()]

—_ <F
1 1 )
= (50— 30 ) I~ Pea@)]
0

& T = Pa, ().

Si z ¢ X, on ne peut avoir z = p,,(x). Donc 1’égalité ne peut se produire que si x
est solution de I'inégalité variationnelle.

Si I est MONOTONE (voir section suivante), un point = est solution de IV(F, X)) si et
seulement si il satisfait également :

(F(y),z—y) <0  VyelX. (40)
En définissant la fonction de mérite :

g(x) = max (F(y),2 — ) (41)

j'obtiens la formulation d’optimisation (globale) :

ing 42
min () (42)
ou, de facon équivalente, le probleme de programmation linéaire semi-infini, c’est-a-
dire impliquant une infinité de contraintes linéaires :
min z (43)
zeX,z

sujet & z > (F(y),x —y) Yy € X.

3. EXISTENCE ET UNICITE

Si la fonction F' est continue sur l’ensemble compact X (ce que je supposerai),
'existence d’une solution a I'inégalité variationnelle IV(F, X') nous est garantie par
le théoreme de Brouwer énoncé en introduction. En effet, la fonction qui associe
a x € X la projection p(x) € X étant continue, celle-ci doit admettre au moins un
point fixe. Or tout point de X satisfaisant 1’égalité p(z) = x est solution de I'inégalité
variationnelle.

Avant de traiter la question de I'unicité de la solution, nous allons introduire quelques
définitions.
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Une fonction F : R* — R™ est LIPSCHITZIENNE sur l'ensemble X s’il existe une
constante L (CONSTANTE DE LIPSCHITZ) telle que :

[F(z) = Fyll < Lllz =yl Vao,y e X (44)

Une fonction F' est MONOTONE sur ’ensemble convexe X si
(F(z) = F(y),z—y) >0  Vz,yeX. (45)

La fonction F' est STRICTEMENT MONOTONE si l'inégalité ci-dessus est stricte pour
tout x # y, FORTEMENT MONOTONE de module § s’il existe un nombre positif 3 tel
que :

(F(x) = F(y),x —y) > Bllz —yl*  Ve,ye X (46)

et CO-COERCIVE (de module (3) §'il existe un nombre positif 5 tel que :
(F(z) = F(y),x —y) = BIIF(2) - F(y)|*  Va,y € X. (47)
On a trivialement :
FORTE MONOTONIE = STRICTE MONOTONIE = MONOTONIE.

Quant a la co-coercivité, cette notion, comme la stricte monotonie, est intermédiaire
entre la monotonie et la forte monotonie. Cependant, elle n’implique ni n’est im-
pliquée par la stricte monotonie. De fait, une fonction F' est co-coercive si et seule-
ment si son inverse F'~! (qui peut étre une MULTIFONCTION, c’est-a-dire que F(z)
est un sous-ensemble de R"™) est fortement monotone et lipschitzienne, au sens des
multifonctions.

Sous 'une ou l'autre de ces conditions, 'ensemble des solutions de IV(F, X) est
convexe. Si F' est strictement monotone, I’ensemble des solutions se réduit a un point
unique. D’autres notions dites de MONOTONIE GENERALISEE, plus faibles, ont été
introduites et étudiées dans [KaSch90] et [KarSC93] entre autres.

Le gradient d’une fonction (strictement, fortement) convexe est (strictement, forte-
ment) monotone ainsi que co-coercif. Si F' est monotone et contintiment différentiable
sur X, alors sa matrice jacobienne F’(x) est semidéfinie positive sur X, c’est-a-dire :

(Fl(z)(x —y),zr—y) >0  VyeX. (48)

Si F est fortement monotone sur X, alors F”(x) est définie positive sur X. Par contre,
je ne peux rien affirmer de particulier si I’ est strictement monotone.

Je conclus cette section par une preuve de I’équivalence des formes (5) et (40), lorsque
la fonction F' est monotone. On a en effet :

(F(y),z —y)

(F(z),x —y) = (Fy) = Fz),y — )
(F(z),z —y)

IN
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si F' est monotone sur z. On en déduit que (F(y),z —y) < 0 pour tout y € X, des
que z est solution de (5).

Réciproquement, soit & une solution de (40). Puisque l'inégalité est satisfaite pour
tout y € X et t € [0,1], je peux y substituer z + t(y — x) € X a y pour obtenir :

(Flx+tly—a),z— (x+tly—x))) <0

ou, en divisant par ¢ :
(F(z+t(y —z),z—y)) <0.

Il suffit maintenant de faire tendre t vers zéro pour conclure, grace a la continuité de
F, que z satisfait IV(F, X).

4. ALGORITHMES

Les processus d’ajustement continus ou discrets menant a un équilibre, basés sur de
hypotheses de comportement des agents du systeme, sont souvent la base d’algori-
thmes de résolution. Les systemes dynamiques induits par des processus d’ajustement
continus constituent un champ d’étude en eux-mémes. Le lecteur intéressé consultera
I'ouvrage de Aubin et Cellina [AuCel84]. Nous nous limiterons a la présentation
d’algorithmes itératifs d’'un point de vue ‘discret’. Il est cependant tout a fait
légitime de considérer un algorithme itératif comme une approximation numérique
d’un phénomene continu (voir Rosen [Rosen65]).

J’ai regroupé les algorithmes en trois catégories : les algorithmes de point fixe et
de descente, basés, respectivement, sur les formulations de point fixe et de descente,
comme on aurait pu s’en douter, puis les algorithmes d’hyperplans de coupe, basés
sur la formulation (40) de I'inéquation variationnelle. Mentionnons que d’autres tech-
niques de résolution, tres semblables a celles proposées en optimisation différentiable,
ont été considérées, telles que les méthodes de pénalité et de lagrangien augmenté (voir
Auslender [Ausle76]). Nous ne considérerons pas explicitement les algorithmes basés
sur la reformulation de I'inégalité variationnelle en probleme de complémentarité non
linéaire.

Dans cette section, nous supposons que F' est monotone et contintiment différentiable
sur I’ensemble compact X. Certains des résultats sont valides sous des hypotheses
plus faibles que celles mentionnées dans le présent document, le prix a payer étant
des démonstrations plus techniques.

4.1 Algorithmes de point fixe
L’algorithme itératif archétypique est I’algorithme de projection, défini par I’équation
de récurrence :

2 = p(a*) = projx (¢* — aF(z"), (49)

ol « est un parametre positif qui reste a déterminer. On suppose que F est fortement
monotone de module 3 et lipschitzienne de module L.
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Puisque 'opérateur de projection est non expansif, je peux écrire :

lp(x) = p@)I* = llprojx(z — aF(x)) — projx (y — aF'(y))|”

l(z — aF(x)) — (y — aF(y))|?

= ylI> = 2a(x —y, F(z) — F(y)) + o*||F(z) — F(y)|’
lz = ylI* = 2a8]lz — y|* + *L?||z — y||?

(1 — 208+ a*L?) |z — y|%.

IN

IN

Des que a < 23/L? lopérateur p est contractant. Par exemple, si a« = 3/L?
j'obtiens :

lp(z) = pW)Il < pllz =yl

ot p> = 1 — B%/L?* est inférieur & 1. On en conclut que la suite {z*} converge
géométriquement vers ['unique solution x* de I'inégalité variationnelle, c¢’est-a-dire :

lo* — 27| < plla™ ™" — 27| < pMla® — a7].

Le méme raisonnement s’applique a l'algorithme de projection utilisant une norme
définie par une matrice symétrique et définie positive K :

pi(x) = proji (z — aK ™' F(x)).
En effet :

[proj% (z — aK ' F(z) — projk (y — aK ' F(y)|?

I (=) — pre (W) 1%

< (& —aK 7 F(2) = (y — oK F(y) 1%
= |z —yllk — 202 —y, K (F(z) — F(y)))x
+a?||KTH(F(z) = F(y)lI%
<l —yl% —2aBllz — y|* + L2z -yl
203 a?L?
< ||ZL’ - y”%(“‘ - )\max(K) + )\Ignm(K))?

ol Apin (K') désigne la plus petite valeur propre de la matrice K, et A\yax(K) la plus
grande. On voit que, pour « suffisamment faible :

28 N (K
L2 Ao (K)
Iopérateur px est contractant.
4.2 Algorithmes d’approximation

Soit F (x,y) une approximation de la fonction F, telle que définie a la section précé-
dente. A Ditération k + 1, x*T! satisfait I'inégalité variationnelle :

(F (a1 2%, " — )y <0 WyeX. (50)
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Afin d’obtenir un algorithme bien défini, et également pour des raisons d’ordre théori-
que, on choisit de préférence des fonctions F qui soient strictement monotones en leur
premiere variable. Notons que I'algorithme basé sur I’approximation de Newton (22)
possede un taux de convergence quadratique, sous des hypotheses classiques. Une
étude de ce schéma itératif se trouve dans [Dafer83].

Je vais maintenant analyser la méthode du probleme auxiliaire résultant de I’approxi-
mation :

Flz,z) = F(@) + ~(W(2) - K(x)),

Q@
ou, de fagon équivalente :

F(z,z) = aF(z) + W(z) — K (x).

ou F' est co-coercive de coefficient v, h est une fonction fortement convexe, de coef-
ficient de forte convexité b et son gradient est lipschitzien de coefficient B. L’on fera
appel aux résultats classiques suivants :

h(y) = hiz) > (B (e)y = )+ gblly =2l Yoy € X. 61)

1
hy) — h(z) < W)y —2) + 5Bly— ol VryeX. (52
A Titération k£ + 1 on a :
(aF (2%) + W (™) — W (2F), 2" —y) <0 wye X, (53)
Soit x* une solution arbitraire de I'inégalité variationnelle. Je pose :
A(z) = h(z*) — h(x) — (b (z), 2" — ).
Puisque h est fortement convexe, on a :
b * |12
Alz) 2 5flz —2"|" (54)

Maintenant :

A(z®) = A2 = h(a) — h(a®) — (B (2F), 2T — 2F)
—|—<h/(l‘k+1) . hl(mk),l’* o xk+1>

b
ka . l‘k_HHQ

IV

+alF(2), o* T — 27, (55)

ou le deuxieme terme de 'inégalité est obtenu en posant y = z* dans 1’équation (53).
Puisque
(—F(z),2"" —a*) <0,
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on obtient, a partir de (55) :

b
A(a:k) . A($k+1) Z iuxk o $k+1H2 —l—Oz<F(SL’k> . F(l‘*),karl . .T*>

b
= Sl ="+ T

T = ofF(z") — F(z¥), 2" — %)
aF(z%) — F(z%), 2" — ) + a(F(2F) — F(a*), 2" — ).

Comme F' est co-coercive de coefficient -, il vient :

T > ap||[F(*) = F(z")|? + (F(a") = F(a*), 2" —2*)]
Z ﬁy”xk—l-l . CL’kHQ

Donc :

1 o
ky k1) > [ & E+1 k2
AGH) = Aa >_2(b 27)||x P

Soit o < 2by. Si xF*! = 2%, 2 est solution de l'inégalité variationnelle. Sinon, la
suite {A(z%) — A(z**1)}4 est non négative et :

lim ||2*™ — 2%| = 0.
k—o0

De plus, puisque ||z¥F — 2*|> < (2/b)A(x*) et que la suite {A(2¥)} est décroissante,
je peux affirmer que la suite {z*} est bornée. Soit T un point d’accumulation de la
suite {z"}. Je passe a la limite dans (50) et conclut que T est solution de I'inégalité
variationnelle.

L’analyse ci-dessus demeure valide en remplacant z* par T et A par
A(z) = h(z@) = h(z) — (W(2), T — z).
La suite {A(2")} est strictement décroissante et, par (52), on a :
— — — 1
Aa*) = M@) = Aa") < 5Bz — 2|
par conséquent, la suite A(z*) converge vers zéro. Ce résultat, combiné & I'inégalité
Nk bk _p2
R(*) > o o — 7,

me permet de conclure que toute la suite {*} converge vers 7.
4.3 L’algorithme de ’extragradient

Le principal défaut des méthodes précédentes est de ne converger que sous des hy-
potheses restrictives, incluant la forte monotonie ou la co-coercivité de la fonction
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Figure 4: L’EXTRAGRADIENT

F. Je présente maintenant une méthode qui converge sous monotonie simple de F'
(la solution n’est pas nécessairement unique) et n’exige pas que 'ensemble X soit
compact, mais simplement que I’ensemble X* des solutions soit non vide. La preuve
de convergence ne repose plus sur un argument de contraction, mais sur le fait que
la distance dist(z*, X*) entre le point courant et I'ensemble des solutions décroit a
chaque itération.

L’algorithme de base a été proposé, sous le nom d’ALGORITHME DE L’EXTRAGRADI-
ENT par Korpelevitch (voir [BerTs89]), et fait appel a deux projections a chaque
itération :

7" = projy(a* — apF(z")) (56)
2* = projy(z¥ — ap F(7Y)). (57)

Soient u et v (v € X) deux vecteurs quelconques de R". On a :
lu = vl* = Jlu = projx (u)|* + [lv — projx (w)|,
ou, de facon équivalente :

Iprojx (u) — vl* < [lu — vl — [lu — projx (u)||*.
Je pose u = 2% — . F(7%), v = z* (2% € X*) et 2" = projy(u) dans l'inégalité
précédente et je réarrange les termes :
2" =2 |? < flaf - e F (@) — 2| — Ja* — o F (@) — 2

= ||:chC — :L‘*||2 — ||a:k — kaH2 + 20y (z* — ka,F(Tk)}. (58)
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On obtient :
(0 =L RE) = (-7 FE) + (- e EE)
< (T — M P (EF)), (59)

puisque z* est solution de l'inégalité variationnelle et [’ est monotone. Il s’ensuit, en
substituant (59) dans (58) :
||£L’k+1 . x*HQ < ||xk o :)3*H2 o ka _ :L‘k+1||2 + 20(;€<fk o mk'H,F(Tk»
% — 2|2 — [lab — T2 — ||7° — 2F Y2 — 20k — kT
+203,(T" — 2 F(TY))
= [la* — 2| = [la* = 7" — [|7* — 22
+2(2* — o F(T*) — 7, 2 — TF)
= [la* — 2| = [|la* — ")) — [|7* — 22
+2(z* — o F(2F) — 7%, 2 — )
20 (F(2%) — F(Z"), 2" — 2)
e [ il [ |
+205|| F(2*) — F(z)|| - 2" — 7" (60)
puisque (u — projy(u),v — projx(u)) < 0siv € X. En utilisant I'inégalité :
27 = Z*)? + agl| (%) = F@M|? > 20| F(2*) — F(@")]] - 2" = 7"
dans (60) il vient :
L P L P &
I =7 4 0F| F(e*) — F@)|?
kw2 (k2 o || F (%) — F(@®)|?
< flot - o - ot - atpp {1 - O = IR

Si F est lipschitzienne de constante L, il suffit de choisir o, < 1/L pour avoir
décroissance de la distance ||z* — z*||, & moins que z* ne coincide avec Z%, mais alors
2" est solution de I'inégalité variationnelle. Comme le choix de z* est arbitraire, j’en
déduis également que la distance entre le point courant z* et tout point de I’ensemble
des solutions décroit a chaque itération. En particulier, si ’ensemble des solutions est
une variété affine de R", la suite {z*} converge vers la projection de ° sur 'ensemble
des solutions. On remarque que le parametre a4, peut étre ajusté a chaque itération,
en fonction de la constante de Lipschitz dans la direction 8 — *. Ainsi la constante
de Lipschitz n’a pas besoin d’étre connue explicitement. Malheureusement, le taux de
convergence de la méthode n’est pas terrible. Appliqué a un probleme d’optimisation,
I’algorithme ne fait que des pas timides vers une solution.

Une famille d’algorithmes plus générale, basée sur le méme principe, a par la suite
été proposée par Konnov [Konno93]. On définit :

p = projx(z — AF(z)) A>0
y = z+0(p—x) 0<0< 5155
v = projy(z —aF(y)) a>0 (adéterminer).
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En posant @ = A et # = 1 on retrouve la méthode de 'extragradient. On écrit :

lp—=lI* = (p—(z—AF(2)),p—2) = M(F(z),p — )

d’ou l'on tire :

(Fy),z—p) = (F(z),z—p) +(Fy) - F(z),z—p)

2
-z
> =2l e
1
— Jp—al? (5 - 26)
> 0lp—z|? puisque 6 < 1/A(1 + L) (61)
> 0 sixz ¢ X*
et :
(F(y)z—2%) = (F(y)y—2") +(Fy),z—y)
> (F(y),z—vy) (62)
= 0(F(y),z—p)
> Plp—al*  par ()
> 0 six ¢ X7
Maintenant :

|zt —2*||*> < ||z —aF(y) — 2*||* puisque ‘proj’ est non expansif

= |lz —2"|* = 20(F(y),z — 2") + *| F(y)|I”
< o —a27|* = 20(F(y), & — y) + *[| F(yl|*.

Si F(y) = 0, on a gagné (y est solution de I'inégalité variationnelle). Sinon on obtient,
en posant a = (F(y),z — y)/||F(y)||* :

(Fy)x —y)*
| (y)][?

Considérons une suite {2*} produite par ce schéma itératif, et les suites {ay} et {p*}
correspondantes. Si F(y*) tend vers zéro, on démontre facilement (la suite {z*} est
bornée) que tout point d’accumulation 7 de la suite {y*} est solution de I'inéga-
lité variationnelle, et qu’en fait toute la suite {2} converge vers 7. Si F(y*) ne
tend pas vers zéro, soient Z et p des points d’accumulation des suites {z*} et {p*},
respectivement. Puisque (F(y"*), 2% —4*) doit tendre vers zéro (voir (62)), on obtient :

Iz = 2"|]* < flw — 27|* =

(63)

(F(y"), 2" — ") > 0*||p" — 2|* — 0,

d’on, par continuité : ||[p — Z|| = 0, c’est-a-dire que T est solution de l'inégalité
variationnelle. Comme auparavant, il est facile de démontrer que toute la suite con-
verge vers T.



Inéquations variationnelles 21

4.4 Les algorithmes d’optimisation

Nous allons considérer des algorithmes de minimisation de la fonction ¢ définie par
(34). Cette fonction est en général non convexe. Il semble assez naturel d’utiliser
comme direction de descente d* = y* — 2F ot y* € I'(z*). Etudions d’abord la
fonction g dont I’évaluation g(x) au point z n’exige que la résolution du programme
linéaire :

max (F(z), 2 — y).

Notons que g est convexe dans le cas particulier ou F' est affine. La dérivée direction-
nelle d’une fonction ‘max’ nous est donnée par la regle de Danskin :

Jag—2) = max(F@).7-a)+ (F'@)—y).5-)
— —gla)— min (y— 2. F'(2)(7 - o)) (64)

On remarque que si I'(z) est un singleton, la dérivée directionnelle est inférieure ou
égale a —g(z). Ce sera le cas si I’ensemble X est FORTEMENT CONVEXE, ¢’est-a-dire
si, pour tout couple de points x, y dans X, le segment [z, y| est contenu dans I'intérieur
de I'ensemble X, a I'exception possible des extrémités x et y. Un ensemble fortement
convexe ne comporte pas de faces. Un polyedre ne peut étre fortement convexe. Sous
I’hypothese de forte convexité de X, g est différentiable et I’on démontre facilement
la convergence d'un algorithme de descente basé sur I'utilisation de la direction de
descente d =y —  (voir [Ausle76]).

Dans le cas général, on démontre 'existence d’un élément 7 € I'(z) tel que ¢'(x; 7 —
x) < —g(x). Je présente une preuve constructive de ce résultat, dans le cas o X
est polyédral (le cas général est traité dans [Marco85]). Soit {y”},cp 'ensemble des
points extrémaux de I'(x). On pose :

7= Xk (S A=1 A,20

peEP peEP
&’ = yr—x
d = S A&

peEP

et A= F'(x), ce qui permet d’écrire :

g'(x;d) = —g(z) —min (d", Ad)
peP
= —g(x) —min ) \,(d", Ad?)
peP q%; 1
= —g(r) —min » byA
b q%l; pa\g
= —g(z) —min (BA),,

ou B est la matrice semidéfinie positive dont les éléments sont les by, = (d?, Ad9). Pour
obtenir une direction de descente, il suffit donc de choisir le vecteur de coefficients A
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de telle sorte que le vecteur BA ne comporte que des composantes positives ou nulles.
Considérons les programmes linéaires duaux (e représente un vecteur dont toutes les
composantes sont égales a 1) :

maxy, €A min, 0
BA>0 —uB >e
A2 0 >0

L’ensemble réalisable du probleme dual (a droite) est vide. En effet, p ne pouvant
etre nul, j'obtiens, si cet ensemble est non vide :

—pBu > ep >0,

en contradiction avec le fait que la matrice B! est semidéfinie positive. Par dualité
linéaire, j’en déduis que le primal (dont I’ensemble réalisable est trivialement non vide)
est non borné. Par normalisation, on en déduit 'existence du vecteur A recherché.

En pratique, on ne connait pas explicitement 1’ensemble des points extrémaux de
['(x). II est cependant possible de construire une direction de descente pour g en
faisant appel a ’ensemble perturbé :

Pe(z) ={y : (F(x),z —y) > g(x) — €},

L’idée générale est la suivante : on calcule un élément quelconque y' de T'(x) et on
‘teste’ la direction d = y* — x en s’y engageant timidement. Si y' ¢ T'(z + d(y* — z))
pour § ‘petit’, on enrichit I'(z) d'un élément quelconque y? de I'(z + §(y* — z)).
On détermine alors une ‘meilleure’ direction de descente obtenue par combinaison
linéaire appropriée des directions d' = y' — x et d> = y*> — z et on tente derechef un
pas timide, etc. On démontre qu’apres un nombre fini k£ de tentatives infructueuses,
on trouve une direction de descente d* ‘acceptable’. Le choix du parametre § dépend
évidemment du choix de € et 'algorithme converge en temps fini vers une solution
e-optimale. Cette technique est tres semblable a I'algorithme de descente en optimi-
sation non différentiable convexe ou chaque tentative infructueuse de descente mene a
I’enrichissement du e-sous-différentiel de la fonction a minimiser, et éventuellement a
la détermination d’une direction de descente (voir [LeHir93]). Le choix du parametre
0 dépend évidemment du choix de € et I'algorithme converge en temps fini vers une
solution e-optimale.

Si 'ensemble X n’est pas compact, il faut s’attendre a ce que le probleme linéaire
mingex (F(z),y) n'admette pas de solution bornée. Il est alors plus approprié de
minimiser la fonction g%. Considérons, de facon naturelle, la direction :

d=pX(x) -2 (65)

et soit x; = x + t(pX(x) — x) un point du segment [z, pX (x)]. On définit la fonction
e

1 )
r(w) = min e -l (66)

1 )
= ﬂmmﬁw—M@- (67)
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La fonction r est convexe et continiment différentiable sur X, de gradient :
r'(u) = K(u — projx (u)),
et satisfait I'inégalité des fonction convexes :
r(v) = r(u) > (v —u, K(u — projx (u))).

J’applique l'inégalité précédente a la fonction

() = SlIpl () ~ o — oK P
pour obtenir :
E(y) = &(2) = (y —x — oK F(y) + aK 7' F(2), K[z — oK~ F(x) = py (2)).

Puisque
95 @) = 2 F@) s — ~€()
@ 2 B2«

on en déduit :
« «
95 () —gl(x) < §!|F(y)|\§(_1 - gHF(w)H%—l + (F(z),y — )

+HF(y) = F(z),x — py (x)) —
+a(F(z) = F(y), K~ F(x))
o
= SIFW) ~ F@li + (F(a),y —a)
1
HE(y) = Fw), = pg (@) = —{y =, K(z = py ().
Je remplace maintenant y par x; dans l'inégalité ci-dessus, ce qui donne, apres avoir
divisé par t :
o 1
G (@) = g @) < |SIF () = F@)les = 5 (F@) = F@),z - )|
1
+ [(F(2),pe (2) = ) + e = pe (2)ll%
== T1 + TQ.

1
t

Si F est fortement monotone de coefficient 5 et lipschitzienne de constante L sur X,
je peut écrire :

OéL2 K—l 2
o< (PR 5 g

D’autre part, en posant y = x dans (15) et en réarrangeant les termes, j'obtiens :

(F(x), —py (2)) > (1a)|lz = pg (@)%
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ce qui implique que T5 est négatif ou nul. Je déduis finalement :
1

(g2) (wipi (1) =) = lim — (g2 (22) — g2 () (68)
< =Bz —py (@)l (69)

La direction d est donc une direction de descente admissible pour la fonction g& au
point z, et 'on peut construire un algorithme convergent autour de cette direction,
pourvu que F' soit fortement monotone. Si F' n’est que monotone, mais que I’ensemble
X est compact, on peut démontrer que d est toujours une direction de descente,
pourvu que « soit suffisamment grand. Plus précisément, d sera une direction de
descente des que les ensembles de contraintes actives en z et pX(z) sont distincts.
Si X est polyédral, ceci revient & affirmer que z et p%(x) se trouvent sur des faces
différentes de X (voir [ZhuMa93]).

Une autre direction d’intérét est la DIRECTION DE NEWTON dy(z) = wy(z) — z ou
wy(x) est solution de I'inégalité variationnelle linéarisée :

(F(x) + F'(z)(wy(2) — 2), wy(z) —y) <0 Vye X (70)

En posant 251 = wy(2*) on obtient I'algorithme de Newton, dont le taux de con-
vergence local, sous des hypotheses assez faibles, est quadratique. On peut rendre la
méthode globalement convergente en notant que dy(z) est une direction de descente
pour la fonction g (voir [MarDu87]) :

g(zdx(x)) = max (F(x) + F'(z)(z —y), dn(x))

(
= —(dn(x), F'(z)dn(z))
+ max [(F(z) + F'(z)(wn(2) — ), wy(x) —y) + (F(z),y — )]

< —g(x)
< 0

si x n’est pas solution de I'inégalité variationnelle.

Lorsque X est polyédral, une méthode qui se rapproche de la méthode de Newton
est obtenue en utilisant la formulation primale-duale de la section 2.3. Je pose X =
{r € R* : Bx < b}. On peut alors transformer la formulation primale-duale (30) en
probléeme de minimisation globale :

min  (b— Bz, \)

reX A\

sujet a F(z)+AB=0
A >0,

qu’on peut réécrire :

min  (F(x),x) + (b, \)

zeX A\
sujet a Fz)+AB=0 (71)
A>0
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qui devient, en utilisant la dualité linéaire :

nin max (F(z),z —y). (72)
On retrouve ainsi la fonction g ! Marcotte et Dussault [MarDu89] ont proposé un
algorithme ou une direction de descente pour g est obtenue en linéarisant I’'objectif
et les contraintes (non convexes !) de (70). La direction obtenue est localement
identique a celle de Newton, sous une hypothese de régularité faible. La méthode
peut donc étre vue comme une globalisation de 'algorithme de Newton. Si F' est
affine, ce schéma se réduit a 'algorithme de Frank et Wolfe appliqué a la résolution
du programme mathématique convexe (70).

Enfin, je mentionne qu’il est possible de combiner la direction provenant d’une ap-
proximation F avec une fonction de descente qui ne lui est pas reliée. Ainsi, comme
il a été vu auparavant, la direction de Newton est une direction de descente pour la
fonction de mérite g. Ce cadre tres général a été étudié dans [ZhuMa94].

Remarque : Dans tout algorithme d’optimisation (en fait dans tout algorithme), il
est utile de savoir si 2 est proche de ’ensemble des solutions. Une fonction v, définie
sur X et satisfaisant :

dist(z, X*) < v(z) viz) =0z e X" (73)

est appelée une BORNE D’ERREUR (voir [LuoTs92] lorsque F est affine). Dans le
cas ol F' est fortement monotone de coefficient 5, nous allons démontrer que g est g,
sont des bornes d’erreur.

En ce qui concerne g, ceci est facile. En effet :

g(z) = max(F(z),z—y)
> (F(z),z—z7)
= (F(z)— F(z"),x —2*) + (F(z"),x — z")
> flla—a*|?,

ce qui implique :

|u—ﬁns/;@» (74)

Je tente maintenant d’obtenir une relation semblable pour g,. On a :
(@) 2 (Fa)a—a) -5 o -2
o(T) > x),r—a*) — —|z—=z
g 2

= (F(x) = F(a%),x —2") + (F(z7), 2 —2") - LHH? —a’|?

1

> (8- oo )lle - (75)
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Si « est assez grand, par exemple o« = 1/, on obtient, comme précédemment, une

borne d’erreur. Si « est ‘petit’, on a, pour t > 1 :

Gule) = (F@).7~ pra(a)) — 57 = prala)|

toa(e) = ¢ ((F@)2 = piala)) = -2 = pal@)]?)
t—1

+204

Iz = pra(@)]*

Or, puisque (po(z) — = + aF(x), po(z) — ) <0, on a, comme auparavant :

1
ga(m) > %Hpa(aj) - xHQ’
d’ou 'on déduit :

=PI < gal®)
tga(z) < tga(z) + (t = 1)gra(x)
Gra(2) < tga(z)

et finalement : .

Ja(T) > tgm( ).

Sia>1/p, on a, d’apres (74) :
gal®) > (B/2)[|x — =*|°.

Sinon, en posant ¢t = 1/af dans (75) :

2
() > gy () > e — a7

En combinant les deux résultats on obtient :

ga(z) = o min{1, af}|z — 2"

N

1
Iz = 2"l <4/ =ga()
gl

avec : v = (£/2) min(1, af3).

On note que si X = R", alors :

pa(l’) = T (I)
9o(r) = (@ /)HF(%’)H2
Ja(z) = 191:(1( ),

plutdt que simplement l'inégalité g, (z) > (1/t)gia(x).

(77)
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4.5 Algorithmes de plans coupants

On a vu que, si F' est monotone sur X, x est solution de l'inégalité variationnelle si

et seulement si :
(F(y),r—y) <0 VyeX

Siy € X, on peut donc limiter notre recherche d'un point d’équilibre a 1’ensemble
XNn{xe R : (F(y),r—y) <0}. Ceci suggere plusieurs stratégies de recherche.
Soit par exemple E* une ellipsoide contenant au moins une solution de inégalité
variationnelle, et 2% le centre de E*. On choisit 2¥*! comme le centre de I'ellipsoide
de volume minimal contenant E*N{x € R" : (F(a*),z—a*) < 0}. Si F est fortement
monotone sur X , la suite {z*} converge vers la solution de I'inégalité variationnelle
(voir Liithi [Liithi85]).

Une autre méthode, inspirée de ’algorithme de Kelley en optimisation convexe, con-
siste a résoudre une inégalité variationnelle en ne tenant pas compte des contraintes
G(z) < 0. Si une contrainte Gy est violée a l'itération k, on rajoute la contrainte
linéaire :

Gila*) + (Gpla®), 2 — a%) < 0
et on résoud de nouveau l'inégalité variationnelle.

Une autre technique a été suggérée par Zuhovickii, Polyak et Primak (consulter
[Auslen76]) dans le contexte des jeux concaves-convexes. Supposons que I soit
fortement monotone de coefficient S et que I'’ensemble X soit compact. A 'itération
k, on résoud le probleme
: F l I
max min (F(y),y" —z) (78)

dont la solution est notée y**1. Je pose :

o = max 2 (79)
sujet & 2 < (F(y"),y" —z) l=1.k. (80)
Soit :
lk _ * — 3 l_ *
ly* —a"|| = min [ly" —27]].
On a:
x> min (F(y'),y' —2") > B min [|ly' — || = Blly" — «"* (81)

Si y**! = 4! pour [ € [1..k] alors ¢, = 0 et ' = x*. Sinon soit T € X la limite d'une
sous-suite {y*}res, m et k des indices dans S, tels que m < k. Puisque :

_ : N
$p1 = min (F(y),y" —y"),

on a .
Or1 < (F(y™),y™ — y*).

On adonc: limgeg ¢p—1 < (F(T),T—T) = 0 et, puisque {¢y} est une suite décroissante :

hin or_1 = 0.
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Or :
ox > Blly™ — ¥

implique que

lim y* = z*.
k—o00

Je suppose maintenant que F' est strictement monotone sur I’ensemble X (on peut
affaiblir quelque peu cette derniere hypothese) et que Uintérieur de ce dernier n’est
pas vide. Un schéma algorithmique plus ‘moderne’ est obtenu en calculant, a partir
du point 2%, le ‘centre’ zF*! de I’ensemble

XH = X*n{z e R* : (F(z"),2 — 2*) <0},
avec : 4
X=X ={Az <b} ={{a",z) < b;, i=1.m}.

Le centre de gravité d'un ensemble est difficile a déterminer. On utilise plutot le
CENTRE ANALYTIQUE, le point qui maximise 1’écart par rapport aux contraintes
linéaires qui définissent les ensembles X*. Ainsi, le centre analytique de I’ensemble
initial X est I'unique solution du programme strictement concave :

max ﬁ(bl — (d', ). (82)

i=1

Puisqu’il est impossible de calculer exactement le centre analytique, on se contentera
d’une approximation. L’algorithme prend alors une forme tres simple :

Etape 0 (initialisation)
k=0, A" =A b =b, X*={z : AFz < bF},

Etape 1 (calcul d’'un centre analytique approximatif)
Soit z* un centre analytique approximatif de X*.

Etape 2 (critere d’arrét)
Evaluer g(z%) = max,cx (F(2%), 2% — z)
si g(z*) < e alors STOP
sinon ALLER A Etape 3.

Etape 3 (génération d’un plan coupant)

AR+ (Ff(‘l;k>> pr+l — (F(xb:)xk>

HY = {x : (F(2*),z — 2%) = 0} est le nouveau plan coupant.
Augmenter k de un.

RETOUR A Etape 1.
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On démontre que la suite {z*} produite par I'algorithme converge vers une solution
x*, sous I'hypothese que la fonction F est strictement monotone (en fait une condition
un peu plus faible). De plus, le nombre d’itérations requis est un fonction polynomiale
du nombre de bits de précision désirés, qui est proportionnel a log(1/e). Les détails
sont donnés dans [GofMZ96].

Apres avoir considéré plusieurs techniques de résolution, on peut se demander s’il est
plus difficile de résoudre une inégalité variationnelle ou de minimiser une fonction.
D’une part, résoudre une inéquation variationnelle dont la fonction est un gradient
est ‘facile’, dans le sens ou tout algorithme de descente ‘raisonnable’ convergera vers
un point stationnaire du probleme de minimisation équivalent, et il est donc plus
simple de résoudre le probleme variationnel que le probléeme d’optimisation. Dans
le cas ou F' n’est pas un gradient, il faut distinguer deux cas. Dans le cas ou F
est monotone, les deux problemes sont ‘équivalents’. De fait, il est plus simple de
résoudre le probleme d’optimisation, qui possede des propriétés structurelles plus
fortes. Dans le cas non monotone, le probleme variationnel est difficile, et équivalent
a un probleme d’optimisation globale. Le probleme d’optimisation est également
difficile. Par contre, on peut aisément déterminer un optimum local, ou a tout le
moins un point stationnaire.

5. APPLICATIONS

Les inéquations variationnelles représentent le cadre mathématique approprié pour
modéliser des situations d’équilibre. Dans cette derniere partie du document, j’en
donnerai quelques exemples, principalement reliés a un contexte ‘économique’ ou
‘compétitif’ sur des réseaux de transports. D’autres modeles du méme type sont
présentés dans le livre de Nagurney [Nagur93].

5.1 Equilibre oligopolistique

Soit un ensemble de n firmes en compétition pour la vente d’un bien sur un marché
unique. On suppose que le cotit de production est une fonction croissante de la
quantité produite (la production du bien n’est pas soumise a des économies d’échelle).
Chaque firme i € I = {1,...,n} est caractérisée par un cout de production ¢;(z;)
qui dépend de sa propre production x;. Une FONCTION DE DEMANDE INVERSE p
relie le prix du marché p(Q) a la production totale Q@ = 3 ,c; z;. Un EQUILIBRE DE
COURNOT-NASH est un vecteur x* qui satisfait aux conditions :

i € argiax filzi) = ip(z; + ;%) — ci(xi) Viel (83)

A Téquilibre, aucune firme ne peut augmenter son profit, une fois fixées les quan-
tités produites par les firmes concurrentes. Cet notion d’équilibre constitue un cas
particulier de la notion d’équilibre de Nash introduite a la section 1.1.

Des hypotheses classiques sur les fonctions ¢; et p sont :
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Hypothese A1 La fonction p est non négative et décroissante sur R, .
Hypothése A2 La fonction Qp(Q) est concave.
Hypothese A3 Les fonctions ¢; sont positives, convexes et croissantes.

Hypothese A4 Pour tout ¢ dans [, il existe une quantité non négative z; telle que
Z;p(T;) — ¢;(T;) soit négative.

Hypothese A5 Les fonctions sont toutes continiment différentiables sur R, .

Sous les hypotheses A1-A4, chaque fonction de profit f; est concave par rapport a xz; et
I’ensemble des solutions d’équilibre est non vide, convexe et compact. Si 'hypothese
A5 est satisfaite, la fonction f; atteint son maximum en un point x; satisfaisant la
condition d’optimalité du premier ordre :

p(Y_ ) +wip (3 wy) — ) < 0

i [P(ZI ;) + l’z'p'(zl ;) — Cé(xi)] =0 (84)

€ > 0.

Ce probleme de complémentarité non linéaire peut étre mis sous forme variationnelle
IV(F, R") en posant :

[ O zj) +xp' (O xj) — l] (85)

Jjel jeI

Sous les hypotheses A1-A5, la fonction F' n’est pas nécessairement monotone. Une
condition suffisante assurant la monotonie de F' est que la fonction de demande inverse
p soit convexe. Dans ce cas, des algorithmes classiques peuvent étre implantés. De tels
PROCESSUS DE TATONNEMENT ont été proposés. Ils requierent, & chaque itération
k, de résoudre n programmes mathématiques, un par firme :

i carg max xip(z; + Zxk Y —ci(zy).
JeI
J#i

A Titération k + 1 on pose z"™1 = t7% + (1 — t)z¥ ot ¢ (0 < ¢ < 1) est un parametre
de sous-relaxation.

Dans le cas de I'oligopole, la formulation variationnelle obscurcit la structure inhérente
au probleme. Il est en effet préférable de construire un algorithme de résolution
autour d'un probléeme unidimensionnel auxiliaire. En effet, si la production totale Q)
a I’équilibre était connue a priori, il serait aisé d’obtenir les production individuelles
x; a partir des formules :

5=0  sip(Q)—d(0) <0
p(Q) +24/(Q) —ci(x) =0 sinon, (86)



Inéquations variationnelles 31

Ces conditions sont les conditions d’optimalité du premier ordre du probleme de
maximisation concave paramétré en () :

1
max p(Q) > xi + 5p'(Q) 3 w7 = 3 cilwi). (87)
r= iel iel iel
Puisque je recherche des solutions des programmes ci-dessus qui soient compatibles
avec la production totale @), il est naturel d’étudier le programme mathématique :

max  p(Q) X wi+ (@) Y et - Y elw) (89)

>
220 icl 2

sujet a Zazz =Q
i€l

el el

Si la fonction de demande est strictement décroissante, la solution z(Q) est unique.
Soit A(Q)) la variable duale optimale associée a 'unique contrainte du programme
(87). Murphy, Sherali et Soyster [MurSS82] ont démontré que \(Q) est une fonction
continue et non croissante de ) et que @) est une production totale d’équilibre si et
seulement si A(Q) = 0. Les auteurs ont proposé un algorithme de fouille dichotomique
pour localiser I'intervalle contenant la valeur optimale de (). Si les fonctions ¢; sont
strictement convexes, ou si Qp(Q) est strictement concave, alors le vecteur d’équilibre
est unique.

Une approche différente, qui ne requiert pas la différentiabilité des fonctions ¢; et p,
est basée sur la CORRESPONDANCE DE REACTION INVERSE

B(Q) = _xi(Q),
iel
ol z;(Q) dénote I'intervalle des solutions optimales de (87). J’ai démontré [Marco88|
que @ est une quantité d’équilibre si et seulement si 0 € ®(Q) = B(Q) — Q.

Réciproquement, si 0 € ®(Q), tout ensemble de productions {z;(Q)}es satisfaisant
I’équation de compatibilité
Yo z(Q)=Q

iel
constitue un équilibre de Cournot-Nash. On peut localiser un zéro de la correspon-
dance ®(Q) par fouille dichotomique, comme précédemment. Malheureusement, la
fonction ®(Q)) n’est pas forcément décroissante sur R*. Cependant, j’ai pu montrer
que ® est décroissante sur U'intervalle [Qumin, Qmax), OU Qmin satisfait :

Qmin = max{wgnin}
i€l
xgnin c arg 151%%( ajzp(.]]l) — Cz<xz) (89)

et Qmax est la production totale correspondant a des productions individuelles au
colt marginal :

Qmax = Z w?ax

el

max Eie[ i
™™ € arg I?ggc/o p(t)dt = ci(x;). (90)

el
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Ces résultats, intimement reliés a la structure du probleme, ne peuvent étre obtenus
a partir de la formulation variationnelle.

5.2 Equilibres sur des réseaux de transport

Dans cette section, nous reprenons le modele d’équilibre du trafic en zone urbaine
brievement introduit a la section 1.2. La situation a modéliser est le choix d’itinéraires
des usagers d’un réseau routier urbain a I'heure de pointe. Le réseau comprend
des arcs, des sommets ‘origines’, des sommets ‘destinations’ ainsi que des sommets
intermédiaires. Soit Py ’ensemble des chemins reliant 1'origine k& a la destination [,
et dj; la demande de transport entre les sommets k£ et [. Le temps de transport sur un
arc a est fonction des débits sur les arcs du réseau (principalement le débit sur I'arc
a et sur les arcs voisins), exprimés en véhicules/minute. Le temps de transport sur
le chemin j est la somme des temps de transport sur les arcs constituant le chemin
j. Une AFFECTATION D’EQUILIBRE est obtenue lorsque, pour tout couple origine-
destination (k, (), les temps de transport sur les chemins utilisés sont tous égaux, et
inférieurs aux temps de parcours des chemins non utilisés (PRINCIPE D’EQUILIBRE
DE WARDROP). Le probleme d’affectation d’équilibre a été abondamment étudié
([Patrik94], [HeF1o96]).

Je dénote par v, le débit sur l'arc a, z; le débit sur le chemin j, C,(v) le temps de
parcours de 'arc a, dj; la demande de transport entre k, [, A la matrice d’incidence
arc-chemin, F;(x) le temps de parcours du chemin j et

X={2>0: 3 a,=dy Yk} (91)

JEPy
I'ensemble des vecteurs de débit admissibles. On a les relations :

v=Ax
F(z) = A'C(Ax).

Le principe de Wardrop peut se reformuler de la fagon suivante : un vecteur x est
un vecteur d’équilibre si et seulement s’il n’existe pas un vecteur y de cout inférieur
par rapport au vecteur de cott F(z), c’est-a-dire que x est un vecteur de plus courts
chemins par rapport a F(x) :

(F(z),2) < (F(z),y) VyeX.
Ceci correspond a l'inégalité variationnelle :
(F(x),x—1y) <0 Yy € X.

Notons que, si C' est fortement convexe sur X, alors F' est co-coercive sur X, ce qui
permet 'application d’algorithmes de projection, entre autres. Les débits d’équilibre
sur les arcs sont alors uniques, bien que les débits sur les chemins ne le soient pas.

La structure de réseau permet de résoudre efficacement le probleme linéaire

min (F(x),y)

yeX
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qui se décompose en autant de problemes de plus court chemin qu’il y a de couples
origine-destination. Si C' (et par conséquent F') est le gradient d'une certaine fonction
f, cette structure est fort bien exploitée par I’algorithme de linéarisation de Frank et
Wolfe, qui est en fait a la base de tous les algorithmes de calcul d’équilibre sur des
réseaux de transport. Si F' n’est pas un gradient, on peut minimiser la fonction g a
'aide de I’algorithme construisant une direction de descente d =y — x ou y € I'.(z)
(noter que la direction de Frank-Wolfe utilise un point quelconque de I'(z)). Une
stratégie populaire est la stratégie de restriction dite de DECOMPOSITION SIMPLI-
CIALE. Etant donné un ensemble de points extrémaux {yl}lzlnk de X on résoud, de
facon approximative, le probleme variationnel obtenu en substituant a X l’enveloppe
convexe des points y'. Soit 2* la solution ainsi obtenue. A Ditération subséquente,
I'ensemble {y'} est enrichi du point extrémal y*+1 solution du probleme linéaire :
mip (F(a"), ).

A Tétape k, on se contente donc de résoudre un probléme variationnel de tres petite
taille (k variables non négatives et une seule contrainte de convexité) par I'un ou
I’autre des algorithmes étudiés précédemment. Il semble qu’en pratique, moins de 20
itérations soient requises pour obtenir une approximation fort valable d’un équilibre,
ce qui permet de calculer des affectations pour des réseaux de tres grandes tailles
(plusieurs milliers de sommets et d’arcs).

Plusieurs variantes du modele de base ci-dessus ont été proposées. Mentionnons
I'affectation d’équilibre & DEMANDE VARIABLE ou DEMANDE ELASTIQUE ol la de-
mande dy; est fonction du vecteur des temps de parcours u* (unique a 1’équilibre)
des chemins utilisés reliant origines et destinations : d* = D(u*). Si cette FONCTION
DE DEMANDE D est inversible, le vecteur u* des cotits de transport a I'équilibre doit
satisfaire la relation :

u* = D71 (d").

La formulation variationnelle du probleme avec demande variable est alors, en éten-
dant de fagon évidente la définition de X :

(F(a*),2* —2) — (D7Nd*),d" —d) <0 V(x,d) e X x {d>0}.  (92)

Un autre modele classique est le probleme MULTIMODAL ou plusieurs modes de trans-
port (automobile, camion, autobus, taxi, bicyclette) partagent un réseau, en tout ou
en partie. A chaque mode r on associe un vecteur de débit ", un ensemble admissi-
ble X" ainsi qu'un vecteur de temps de transport F"(z), ou x = (2"),. La fonction
F" prend souvent la forme F(3, a,a”), les coefficients positifs «, représentant la
contribution du mode r a la congestion.

Le mode r est en équilibre lorsque :
(F'(z),z" —y") <0 Yy e X", (93)

On retrouve IV(F, X) en posant F(z) = (F"(z)),. Les stratégies de résolution de
Jacobi et de Gauss-Seidel, qui décomposent le probleme par mode, sont tout indiquées.
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Mentionnons également un modele d’oligopole sur un réseau de transport qui con-
stitue une extension du modele d’équilibre oligopolistique de la section précédente
([Marco87]) a plusieurs firmes et marchés reliés par un réseau de transport sujet a
des effets de congestion. Il est a noter que, dans ce cas, la formulation variationnelle
n’est pas monotone et les contraintes de réseau détruisent la structure qui avait per-
mis de développer les algorithmes efficaces de la section précédente. Comme dans le
cas multimodal, les algorithmes de décomposition de Jacobi et Gauss-Seidel donnent
de bons résultats.

5.3 Equilibre bicritere

Certains choix économiques ou sociaux sont influencés par plusieurs criteres. Ainsi, le
choix d'un trajet du domicile au lieu de travail peut dépendre du temps de trajet, de
son cout, de sa distance, etc. De fait, un usager donné du réseau tentera de minimiser
sa propre fonction économique, ou COUT GENERALISE DE TRANSPORT, qui prendra
la forme d’une combinaison linéaire positive des différents criteres. Je considere un
cas particulier n’impliquant que deux criteres, par exemple le temps réel de parcours
et le cout monétaire de parcours, dans le contexte de I’équilibre du trafic urbain. On
divise les usagers en K classes. Le cott généralisé associé a la classe ¢ est donné par
I’expression :

F(z) 4+ a.G(z), (94)

ou F(z) représente la valeur du premier critere et G(x) celle du second. Soit z¢ le
vecteur associé a la classe c. Le vecteur de demande b est réparti parmi les classes
d’usagers suivant la formule :

b° = h.b,

ou (h.) est un vecteur de probabilités. On dénote :
X¢ = {a°>0 : Az =1}
X = [[xe

r = (%,

T = Z x°.
La classe ¢ sera en équilibre lorsque :
(F(T) + a.G(T),2°—y°) <0 Yy € X°.

En combinant toutes ces inégalités variationnelles , on obtient I'inégalité variationnelle
IV(H, X) avec :
F(Z)+ aG(7)
H(z) = : : (95)
F(Z) + axG(T)
La fonction H associée a cette inégalité variationnelle est-elle monotone? La réponse
est en général ‘non’, méme si F' et G sont monotones. Considérons en effet le cas
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unidimensionnel impliquant deux classes, et supposons de plus que les fonctions F' et
G soient linéaires. La fonction associée a (94) est :

F-(z' 4+ 2% 4+ a1G - (2! 4 2?)
Fo(a' +a2) +aeG- (2 +22) )’

ou F' et GG sont des nombres réels positifs, et dont la matrice jacobienne est :
F—FOélG F+CY1G _F 11 —f-G a1 7 .
F—FOCQG F+Oé2G 11 (e e%)
La premiere matrice est semidéfinie positive alors que la seconde est définie négative
(le déterminant de la matrice symétrisée est égal & —(ay — a)?/4), sauf dans le
cas dégénéré ou a; = as. En fait, une condition nécessaire et suffisante pour que
I'inégalité variationnelle soit monotone est que F' et G soient monotones et que G

soit constante. Dans la suite des opérations, je supposerai que ces conditions sont
satisfaites.

Considérons maintenant le cas ou la fonction de masse est remplacée par une densité
de probabilité continue h(«) sur l'intervalle [0, auax], Ol @ représente maintenant
l'indice d’une classe. On note par z(«) le vecteur associé a la classe « et 'on pose :

T = /Oamax z(a) da. (96)

Les variables de décision z(«) sont maintenant des fonctions, et I’analogue de I'inéga-
lité variationnelle IV(H, X) est située dans 'espace L? de dimension infinie des fonc-
tions de carré intégrable, le produit scalaire de deux fonctions vectorielles ¢ et W
étant défini comme :

@) = 3 [ 0y(0)0(0) da

_ /0 " B(a), U(a)) da.

Soit X = {7 : AT =b,7 > 0}, X(a) = h(a)X et X =[], X(a). Chaque classe « est
en équilibre lorsque :

(F(T) 4+ oG, z(a) —y(a)) <0 Vy(a) € X(a), Va € [0, amax]-
En intégrant, on obtient :
(F(7)+aG,x—y)2 <0 Yy € X. (97)

A premiere vue, ce probleme semble difficile. Cependant on remarque que, une fois
fixé T, le probleme :
max (F(T) + oG,z — y) 2 (98)

yeX

n’est rien d’autre qu'un probléme de programmation linéaire paramétré par «. Or,
les bases de X (a) étant identiques (a une constante multiplicative pres) a celles de
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A Fz(f) + OéGi

F. le point extrémal z(®)
i est dominé \

Qo O = Qg Qs Qg4 Opax = 05 o

Figure 5: SOLUTION DU PL PARAMETRISE

X, elles sont en nombre fini, et 'on peut résoudre le probleme en dimension infinie
en un nombre fini d’étapes.

Soient {z(W}!_, les points extrémaux du polyedre compact {x : Ax = b,z > 0} et
posons :

avec G > G? > G2 > ... Pour une valeur donnée du débit total Z, la solution du
programme linéaire paramétrisé prend la forme (illustrée a la figure 5) :

y(a)(@) = h(a)z? a € (a1, a4 (99)

Les points critiques o; correspondent aux intersections des droites F'(Z) + aG* (on

POSE Q11 = Qmax). Ainsi, une fois les droites ‘dominées’ éliminées, on détermine :
FH_l(T) _ F%T)

Gt G

= si G £ G

Si les G* sont tous distincts, ce que j'appellerai le cas ‘non dégénéré’, alors la solution
(y(a))(Z) du probleme linéarisé en « est unique, sauf aux points critiques, qui sont
en nombre fini, ¢’est-a-dire que cette solution est unique au sens de la théorie de la
mesure. 1l s’ensuit que la direction d(T) = y(ZT) — T est une direction de descente
pour la fonction g associée a l'inégalité variationnelle. On peut méme démontrer
[MarZh95] que, si la fonction F' est fortement monotone, les algorithmes utilisant
cette direction de descente possedent un taux de convergence linéaire, ce qui constitue
une amélioration considérable par rapport a I'algorithme de Frank et Wolfe classique,
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dont le taux de convergence est en général sous-linéaire. De plus, au point d’équilibre
z,ona: y(T) =1

Une formulation en dimension finie du probleme d’affectation bicritere a été proposée
par Leurent [Leure93]. Je présente ci-dessus une ‘famille’ de formulations en di-
mension finie. Pour simplifier 'exposition, je suppose, sans perte de généralité, que
I'ensemble X est le simplexe unité :

X={zeR":> z;=1,2>0}
=1

On a alors F(T) = F;(Z) et G' = G;, simplement.

A chaque valeur du vecteur T correspond un ensemble de valeurs critiques :
ap=0<a; <... <1 < = Qpax

obtenues en résolvant le probléme linéaire paramétrisé (97). A partir des points
critiques, on obtient (y(a))(Z), puis :

7(@) = /0 " (g() (@) (@) da

Un équilibre correspond a un point fixe de la correspondance 3, c’est-a-dire que I'on
cherche un vecteur T tel que T = 7(Z). Dans le cas ou la correspondance § n’est
pas unique, et si I'on dénote par 7(Z) l'ensemble des vecteurs totaux associées a
’ensemble des solutions du programme (97), un vecteur d’équilibre total doit satisfaire
la relation : T € y(Z). Une fois déterminé 7, il est aisé de reconstruire le vecteur
fonctionnel d’équilibre z(«).

Examinons de plus pres la figure 5. Posons : @ = (ay,..., ;). Les valeurs critiques
des «; (qui correspondent aux intersections des droites ‘consécutives’) satisfont la
relation :

Omax ! Qg
/ min (F;(T) + aG;) da = minZ/ (F;(T) + aG;) da,
0

i aes o1 Joia

avec: S={a :0=ap < a3 <ay... < a; = Qnpax}. On peut donc déterminer les «;
en résolvant le programme mathématique quadratique convexe :

min p(a@) =

L oy
3 / (Fi(@) + aG;) da
i=17 i1

l 1
Y (Fi(@) = Fia(7))ei + 5(Gi— Gir1)af],
i=1
avec Fi,1(T) = G141 = 0 par définition. Les conditions d’optimalité de ce programme
sont :

(@, a—p) <0 Vpes,



Inéquations variationnelles 38

avec

Fl(T) — FQ(T) (Gl — Gg)al
Fg(f) — F3<T> <G2 — G3)Oé2

P(@) = Fy() _'Fi+1(3> - (Gi — éi+1)0‘i

Fy(7) Gl.al
Soit ¢(a) = [5* h(t) dt. En remplagant T par
([ o} = foten) - ol
ap_1 k

on obtient la formulation variationnelle en dimension finie :

(P(@),a—pf)<0 VBeS,

P(ar) P(ar)
Fi(@) = F Hloz) _ Ploa) — Lyl Plaz) _ Plan) + (Gi — Giy1) .
d(ar) — p(ag—1) P(ar) — dlag—1)

Malheureusement, cette formulation n’est pas monotone, ni méme symétrique lorsque
F' est symétrique. On peut cependant refaire le méme boulot en minimisant cette
fois l'aire pondérée sous la courbe linéaire par morceaux illustrée a la figure 5. Si l’on
pondere par la densité h(«), on obtient le programme mathématique :

min /a a (E(T) + aGy)h(a) da (100)

aes =1

qui mene a une formulation variationnelle non monotone, mais symétrique si F' est
symétrique. Si, par la suite, on effectue un changement de variable judicieux, on
obtient une formulation ayant toutes les propriétés requises, et ne faisant intervenir
que le vecteur de variables totales T. Nous allons retrouver ce résultat, mais d'une
facon un peu différente. Si F' est le gradient d’'une fonction convexe f, I'inégalité
variationnelle (96) se rameéne au programme convexe :

! Qmax
min f(7) + ;G /O (@) da, (101)

qu’on reformule en les variables «; :

l

main q(@) = f(o(ar), () — ¢p(ar), ..., plaw) — dlag-1)) + ; Gilo(oi) — o(ai-1)],
- (102)
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avec o(a) = [ th(t) dt. On remarque, si la fonction ¢ est inversible, que :

T; = Qﬁ(Ozz) — ¢(ai,1) 1=1..1
a=¢ (T +... +T) i=1.0 . (103)

On peut donc réécrire le probleme d’optimisation (100) comme :

min f(7) + ) (G — Giy)) (@1 + ... + 7)) (104)

zeX i=1

ol p=co¢ ! = [¢ !+ constante. Or, puisque G; > G4 et que ¢! est croissante,
on en déduit que cette formulation en est une d’optimisation convexe. Si la fonction
F' n’est pas un gradient, on démontre que la formulation variationnelle correspondant
a (100) est monotone.

5.4 Equilibres stratégiques

Dans le modele classique d’affectation d’équilibre, les effets de congestion sont repré-
sentés a l'aide de fonctions de délais. Ces fonctions, croissantes, ont comme argument
les débits sur les arcs ou les chemins. En pratique, cependant, les débits ne peuvent
dépasser les capacités physiques du réseau. En fait, un débit faible peut correspondre
soit a une circulation fluide, soit a une circulation extrémement congestionnée! Si
I'on introduit explicitement des capacités dans le modele, on n’est plus assuré de
I’existence d'un équilibre au sens de Wardrop. Je considere donc I'extension suivante
du principe de Wardrop. Pour simplifier I'exposition, je supposerai que ’ensemble
X est le simplexe unité muni des contraintes de capacités : z; < u;. Je dirai qu'un
vecteur x de débits sur les chemins est un vecteur d’équilibre si les conditions suivantes
sont satisfaites :

Fi(z)—a+p8; > 0 Vj
vi(Fj(z) —a+8;) = 0 Vj
Bi(xj—u;) = 0 Vj

B > 0 Vj

g > 0V

ZL’j S Uj VJ

Il n’est pas difficile de voir que les conditions ci-dessus coincident avec les conditions
de ‘Kuhn-Tucker’ de I'inégalité variationnelle :

(F(z),r —y) <0 VyeX.

Les variables duales 3; peuvent étre interprétées comme des délais dis a des phéno-
menes d’attente.

Une autre approche, dite ‘stratégique’, peut étre envisagée. Je vais d’abord présenter
le concept d’'une STRATEGIE DE DEPLACEMENT dans un réseau. Ce concept a été
utilisé avec succes dans le contexte des transports en commun urbains, ou les usagers
peuvent effectuer des correspondances. A chaque sommet de correspondance, un
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choix de lignes (qui peut se réduire a une seule) se présente a l'usager. Ce dernier
doit donc effectuer un choix. Pour simplifier, je supposerai que 2 lignes de fréquences
respectives ¢; et @9 relient 'origine du trajet a sa destination, et que les arrivées des
autobus constituent un processus sans mémoire (processus de Poisson), c’est-a-dire
que l'espérance du temps d’attente est indépendante du temps passé a 'arrét. Puisque
le processus est sans mémoire, il n’est pas nécessaire de considérer les stratégies qui
tiennent compte du temps d’attente écoulé. Soient T7 et Ty (77 < Ts) les durées des
trajets des lignes 1 et 2. Trois choix, ou stratégies, se présentent a I'usager :

e Monter a bord d’un autobus de la ligne 1, exclusivement.
e Monter a bord du premier autobus se présentant a l'arrét.
e Monter a bord d’un autobus de la ligne 2, exclusivement.

La troisieme stratégie étant clairement dominée par les deux premieres, nous ne la
considérerons pas. La deuxieme stratégie sera optimale si :

n<L+m,
Y1
c’est-a-dire que la durée de trajet plus courte de la ligne 1 ne compense pas pour
I'espérance du temps d’attente 1/p;. La stratégie optimale correspondra au minimum
des quantités (1/¢1)(1 + ©1T1) et (1/(¢1 + 92))(1 + @111 + ¢2T3). Ce résultat se
généralise a n lignes communes 1,2, ..., n de fréquences @1, ..., @, et durées de trajet
Ty <T;... <T,. On identifie la stratégie incorporant les lignes 1,2, ...,k a l'indice
k. La stratégie optimale correspond alors a :

1 k
k €arg min ——(14+ ) ¢/1)). (105)
BT

Dans un réseau complexe, il est possible de déterminer les stratégies optimales par
des algorithmes tres semblables aux algorithmes de calcul des plus courts chemins,
tels que ceux de Dijkstra, Ford-Bellman, etc (voir [GaLINP93]). On note que, alors
que le temps de transport relié a I'utilisation d’une stratégie est aléatoire, la stratégie
elle-méme est déterministe.

Je vais appliquer cette notion de stratégie aux réseaux avec capacités rigides, tels que
les réseaux de transport en commun interurbain ou le nombre de places disponibles
a 'intérieur des véhicules est limité. Lorsque z usagers tentent d’accéder a un arc du
réseau dont la capacité est u, on fait I'hypothese que la probabilité d’acces est égale

a: "
min{l, } :
x

Un usager n’ayant pu accéder a un arc saturé doit reporter son choix sur un second
arc, puis éventuellement sur un troisieme, etc. Une stratégie correspondra dans ce
cas, en chaque sommet du réseau, a un ordre de préférence sur les arcs incidents
au sommet considéré. Cet ordre dépendra évidemment de la destination de 1'usager
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arc | (1,3) | (1.4) | (2,3) | (2,6) | (3.4) | (3,6) | (4,5) | (4,6) | (5,6)
temps | 15 50 10 55 10 150 | 30 10 30
capacité | oo 00 o0 o0 10 o0 00 10 00

demande : 10 unités de 1 a 6 et 10 unités de 2 a 6.

Table 2: LES DONNEES DE L'EXEMPLE

T 95

Figure 6: UN RESEAU AVEC CAPACITES RIGIDES

ayant atteint le sommet en question. On note que, contrairement a la situation
précédente, les probabilités d’acces dépendent des stratégies de tous les usagers, et
non pas seulement des choix individuels des usagers.

Un exemple permettra d’éclaircir la situation. Considérons la situation illustrée a la
figure 6 ainsi que les temps, capacités (entre parentheses) et demandes données a la
table 2 et a la figure 6.

Nous cherchons a déterminer une répartition des stratégies parmi les usagers telle
que, pour chaque couple origine-destination, les temps (espérés) de transport soient
identiques (pour chaque couple origine-destination) et inférieurs ou égaux aux temps
des stratégies non utilisées, comme 'aurait souhaité Wardrop. Un échantillon de
stratégies (et elles sont en grand nombre, méme pour un si petit réseau!) est donné
a la table 3.

Les 12 premieres lignes de cette table correspondent aux stratégies associées au couple
1-6, et les 11 dernieres lignes sont associées au couple 2-6. Chaque colonne contient
les successeurs d’un sommet, en ordre de préférence décroissant. Une case vide cor-
respond a un sommet qui ne peut étre atteint a partir de 'origine de la stratégie
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UN ECHANTILLON DE STRATEGIES

Table 3:
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sommets : 1 2 3 4 5 6

stratégies
53 4[] [1 [65] [6] []
87 Bl [] [46] [65] [6] []
513 (1w (1 01 (][]
S18 [ Bl [46] [65] [6] []

Table 4: LES QUATRE STRATEGIES INTERESSANTES

correspondante.

Une stratégie est ADMISSIBLE si la probabilité d’atteindre éventuellement la desti-
nation en utilisant cette stratégie est égale a 1, quelle que soit la demande et les
choix stratégiques sur le réseau. En d’autres termes, une stratégie est admissible si
et seulement si elle contient un chemin de capacité infinie, un sentier pédestre par
exemple. Ainsi les stratégies so, sg, S15 et s16 ne sont pas admissibles. Par la suite,
nous ne considérerons que les stratégies admissibles.

Une stratégie s est DOMINEE s'il existe une stratégie s* telle que, quelles que soient
les valeurs des débits sur le réseau, le temps espéré de s* est inférieur a celui de s.
Dans notre exemple, la stratégie s; est dominée par s3, la stratégie s; est dominée par
s1 (et aussi par d’autres stratégies), s1; est dominée par s7; si4 et oo sont dominées
par si;3. Enfin, certaines stratégies sont EQUIVALENTES si les probabilités d’acces
aux arcs qui leurs sont associées sont égales, en tout sommet du réseau. En ce
sens, la stratégie s4 est équivalente a s;. Certaines stratégies redondantes, telles que
([4,3],[ 1,[ ],[5],[6],[ ]) n’ont pas été incluses dans la table 3. On ne conservera,
parmi les stratégies redondantes, que celle dont les listes de préférence sont les plus
courtes.

Une fois éliminées les stratégies dominées et redondantes, les seules stratégies intéres-
santes sont sg, s7, s13 et s1g (voir la table 4).

Puisque la stratégie si3 est formée du chemin unique 2-6, son délai de 55 est indé-
pendant des débits. Ce nombre fournit donc une borne supérieure sur le temps de
transport pour ce couple origine-destination. Je prétends qu’a I’équilibre les deux
stratégies si13 et s1g sont utilisées et que par conséquent le temps a I’équilibre doit
etre égal a 55. En effet, si la stratégie sig est utilisée, son temps doit étre inférieur ou
égal a 55, et le temps de la stratégie s; doit étre inférieur a 50, puisqu’elles partagent
une sous-stratégie commune a partir du sommet 3. Donc la stratégie s; ne sera pas
utilisée a 1’équilibre. Ceci implique que les usagers ayant comme origine le sommet
2 ne seront pas tous affectés a la stratégie siz, car ceci résulterait en un temps de
(104 (20+150)/2) > 55 pour ceux-ci. A I’équilibre, les usagers provenant du sommet
2 sont répartis entre les stratégies si3 et sig, et les usagers provenant du sommet 1
sont tous affectés a la stratégie s;. Il reste a spécifier le nombre x d’usagers provenant
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k % s1(j4) = E5* = [ky, ko, k3]
<:::j//fi;//’<:::i;5yf\f\:i§:§i .

s2(7) = Ej* = [ka, k]

Figure 7: EXEMPLE DE CHARGEMENT A UN SOMMET

arc | (J,k1) | (J, k2) (J, k3)

Itération 1 : capacité résiduelle | 5 9 00

débit 5(81) 5(82) 0
Itération 2 : capacité résiduelle | 0 4 00

débit | 5(s1) | 5(s2)+1(s1)+3(s2) | O
[tération 3 : capacité résiduelle | 0 0 o0

débit | 5(s1) | 1(s1)+8(s2) 4(s1)+12(s2)
probabilités : 73 = % Ty = % Ty = 1% Ty = 28—0 Ty = %

Table 5: LE CHARGEMENT

du sommet 2 qui utilisent la stratégie s;g. En suivant les raisonnements précédents,
on dérive I’équation :

(10 + 10) + —~

10
+10+x 10+

150 = 55,

dont la solution est : x = 50/21.

Afin d’obtenir une formulation variationnelle de ce probleme d’affectation, il est
nécessaire de définir le temps espéré associé a un vecteur de stratégies. Cette fonction
de temps est déterminé a l'aide d'un ALGORITHME DE CHARGEMENT. A un sommet
7 du réseau, les usagers sont d’abord affectés a leur premier choix, suivant un taux
uniforme. Des que le premier choix d’un groupe d’usager est saturé, on remet a jour
sa liste de préférence et on répete le processus. Un exemple de chargement est illustré
a la figure 7 et a la table 5, ou 10 usagers utilisant la stratégie s; ont atteint le sommet
J et doivent étre affectés aux arcs ayant j comme sommet initial. Ce nombre est égal
a 20 pour la stratégie s;. Une fois affectées 5 unités des stratégies s; et so a leur
premier choix respectif (j, k1) et (j, kq), Uarc (j, k1) est saturé. Les débits résiduels
(5 et 15) sont alors affectés dans la proportion 1 a 3 a 'arc (j, k2). Une fois celui-ci
saturé, les unités résiduelles sont affectées a l'arc (7, k3).

L’étude de I'inégalité variationnelle résultante (unicité de la solution, monotonie) est
évidemment tres complexe, et toute approche de résolution est forcément heuristique.
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L’extension de ce modele au cas ou des priorités sont présentes est encore plus difficile.
Or, ce cas est d’un intérét pratique car les usagers se trouvant déja a bord d’un autobus
ont évidemment priorité sur les usagers effectuant une correspondance.

5.54 Equilibre dynamique

Dans cette section, je présente un modele dynamique d’affectation du trafic urbain,
formulé comme une inégalité variationnelle dans un espace de dimension infinie. Ce
modele est du a Friesz et al. [FBSTW93]. Deux aspects principaux distinguent ce
modele du modele statique :

e les variables de décision ne sont plus des débits sur les arcs ou chemins du
réseau, mais plutot des volumes (nombres réels) de véhicules;

e il est difficile de déduire les volumes sur les arcs et les chemins, et par conséquent
les délais sur les arcs, a partir des ‘désirs’ de déplacement des usagers du réseau.

Le dernier point constitue le grand défi que doit relever tout modele dynamique.
En effet, afin d’obtenir les volumes sur les arcs a chaque instant, il est nécessaire
d’effectuer un chargement des véhicules sur le réseau, un peu comme a la section
précédente. Ce qui amene la question suivante : les usagers ont-ils pleine et entiere
connaissance des conditions sur le réseau, a tout instant? Peuvent-ils s’ajuster aux
conditions locales? Le modele présenté en est un en BOUCLE FERMEE, c’est-a-dire
que les usagers ont une connaissance parfaite des conditions du réseau et des effets
ultérieurs (parfois pervers!) qu’auront leurs décisions présentes ainsi que celles des
autres automobilistes.

Je dénote par G(N, A) le graphe physique, formé d’un ensemble A d’arcs et d'un
ensemble N de sommets. Soit P,; I'’ensemble des chemins reliant 1'origine r a la
destination s, et P = U,,P,,. Soit [0, 7] la période de départs considérée et [0, T] une
période suffisamment étalée pour permettre a tous les automobilistes quittant leur
origine & 'instant 7" de compléter leur trajet avant l'instant 7. Je pose :

x4(t) = volume sur 'arc a a l'instant ¢,

2P(t) = volume du chemin p sur l'arc a a I'instant t.

Un élément o, de la matrice d’'incidence sommet-arc A satisfait :

)1 sia€p
Oap = { 0 sinon (106)
et 'on a :
To(t) = Oapal(t) Va € A. (107)

peEP

On fait I’hypothese que les volumes sont nuls au début de la période étudiée :

zP(0) =0, Va, p. (108)
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Soit u,(t) le débit a U'entrée de I'arc a a 'instant t et v, le débit de sortie. A tout
instant ¢, I’équation différentielle suivante doit etre satisfaite :

(xf)(t) = ug(t) —vi(t)  Va,p. (109)

Les volumes a l'instant ¢ sont donnés par la relation :

a(t) = [ luzls) - e2(s))ds Va,p, (110)

Le temps de parcours de I’arc a pour les usagers parvenant a ’arc a a I'instant ¢, noté
D, est déterminé par le volume sur I’arc a a U'instant ¢. L’instant de sortie (fonction)
de l'arc a est noté 7, et l'on a :

To(t) =t + Dy(4(1)). (111)
Les équations de conservation des volumes au sommet j (j # r, s) prennent la forme :

> o= Y w) vj v (112)

a€B(j) a€A(j)

ou B(7) représente 1’ensemble des arcs ayant j comme sommet initial et A(j) 'ensem-
ble des arcs ayant j comme sommet terminal. Les équations de conservation a un
sommet origine r relient les débits de départ (exogenes) h, aux volumes d’entrée des
arcs ayant r comme sommet initial. On note @, le nombre total d’usagers voyageant
entre r et s pendant la période [0,7] et I,(t) le nombre de véhicules ayant accédé au
premier arc du chemin p entre les instants 0 and ¢. Soit h,(t) le débit a l'entrée du
premier arc du chemin p a 'instant ¢, c¢’est-a-dire :

hy(t) = 1,(t) (113)

En utilisant ces notations, on peut exprimer les contraintes de satisfaction de la
demande de transport :

S L(T)= ) /OT hy(s)ds =Q.s >0  Vr,s. (114)

pEP’I‘S pEP’I‘S

Enfin soit :

A ={(hy)pep :hp>0,h, e (L0, TN, > /OT hy(s)ds = Qys}. (115)

pEPrs

Les équations (105)-(112) et (114), combinées aux contraintes de non négativité sur
les volumes, définit le modele dynamique qui décrit le chargement du réseau corre-
spondant aux choix de chemin des usagers. Les variables de décision sont les volumes
sur les chemins h,(t), alors que les variables 2, u?, vP et 7, sont les variables d’état
du systéme. Si le systeéme satisfait la condition PAPS (PREMIER ARRIVE PREMIER
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SERVI), c’est-a-dire qu’il n’y a pas de dépassements sur les arcs du réseau, alors les
quantités x,, u,, v, et 7, sont bien définies en fonction de h. La condition PAPS n’est
pas une conséquence de la définition du systeme dynamique, et ceci constitue une
difficulté non négligeable de la modélisation dynamique. Des conditions suffisantes
garantissant la condition PAPS ont été données par [FBSTW93] et [ZhuMa96].
On note que la condition PAPS est satisfaite si et seulement si la fonction 7, est
inversible.

A partir du systeme dynamique ci-dessus, il est possible de formuler le probleme
d’affectation d’équilibre comme une inégalité variationnelle. Pour l'instant, les al-
gorithmes de résolution n’ont pu traiter que des problemes de tailles faibles (voir
[WuCFX95]).

6. PROGRAMMATION A DEUX NIVEAUX

Cette section ne traite pas explicitement d’inégalités variationnelles mais plutot de
modeles ou elles tiennent une place importante comme probleme interne d’un PRO-
GRAMME MATHEMATIQUE A DEUX NIVEAUX. Mais étudions d’abord un exemple
simple. Retournons au probleme d’équilibre oligopolistique impliquant n + 1 firmes,
ou les n premieres firmes (suiveurs) se comportent ‘a la Cournot-Nash’, mais ou la
firme n + 1 (meneur) maximise son revenu en fonction de la réaction des n autres
firmes a son niveau de production. On obtient ainsi le programme mathématique :

n
x{ﬂ?go Tnp1P(Tns1 + Z:lxj (Tnt1)) = for1(@ng1), (116)
j=
ou {z;(2p+1)}j=1.n représente un équilibre de Cournot-Nash paramétrisé en x,1.
[’équilibre obtenu est un EQUILIBRE DE STACKELBERG-NASH-COURNOT (consul-
ter [SheSM83]) et se réduit, dans le cas d'un suiveur unique (n = 1) au concept
classique d’équilibre équilibre de Stackelberg. La fonction objectif du meneur étant
non convexe, on ne peut guere faire mieux qu’une recherche exhaustive de la valeur
optimale de .

On peut généraliser ce modele en introduisant plusieurs meneurs qui se comportent
entre eux a la Cournot-Nash et envers les suiveurs a la Stackelberg. Ce cas est
malheureusement plus complexe, et des conditions fortes doivent étre imposées pour
garantir ’existence d’une solution d’équilibre.

Le modele de Stackelberg-Nash-Cournot constitue un cas particulier d¢ PROGRAMME
MATHEMATIQUE AVEC CONTRAINTES D’EQUILIBRE (ou MPEC pour ‘Mathemati-
cal Program with Equilibrium Constraints’ [LuoPR96]). Une bibliographie récente
en a été effectuée par Vicente et Calamai [ViCal94]. Ces modeles représentent
adéquatement des situations ou un gouvernement doit tenir compte de 'influence de
ses prises de décision sur I’économie, les entreprises, les électeurs, etc. La formulation
mathématique générale d’'un programme mathématique a deux niveaux est :
i f(z)

sujet & (F(z,y),y—2) <0 VzeY(x). (117)
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On requiert habituellement, afin de garantir 'existence d’une solution, que 'inégali-
té variationnelle du suiveur (ou SECOND NIVEAU) soit monotone. Si les contraintes
de second niveau sont données explicitement par le systeme d’inégalités régulier :
G(z,y) < 0, il est alors possible de substituer au probleme du second niveau ses
conditions de Kuhn-Tucker, pour obtenir un programme a un seul niveau. Soit G, la
matrice jacobienne de la fonction G par rapport au vecteur du second niveau y. Je
rééeris (116) sous la forme :

min  f(z,y)
sujet & (z,y) € X
F(a,y) + AG(z,y) = 0 (118)
A>0
AG(z,y) = 0.

Une erreur funeste, commise a plusieurs reprises, consiste a dériver des conditions
nécessaires d’optimalité pour le programme mathématique (117) en écrivant de nou-
veau les conditions de Kuhn et Tucker. En effet, les contraintes de (117), sauf situation
exceptionnelle, ne sont jamais régulieres, c¢’est-a-dire ne satisfont aucune qualification
des contraintes.

Afin d’apprécier la difficulté d’un tel programme, je vais considérer le cas le plus
‘simple’ possible, ou f est linéaire, F' est constante, Y (z) est un polyedre convexe et
il n’y a pas de contraintes au premier niveau :

Igjliyn azr + by
myin cx +dy (119)
Ax + By > s,

qu’on peut réécrire, comme auparavant dans le cas général et apres avoir noté qu’on
peut poser ¢ = 0, sans perte de généralité :

min  ax + by

[RTIDN
sujet a Ax+ By > s
AB=d
A>0 (120)

MAz + By —s) = 0.

S’il existe une solution optimale de ce probleme, il existe une solution extrémale
optimale, comme en programmation linéaire. Il en résulte qu'un programme a deux
niveaux linéaire est en fait un probleme combinatoire. Il a été démontré que ce
probleme est NP-COMPLET, c’est-a-dire qu’il fait partie d’une classe de problemes
combinatoires ‘difficiles’. La difficulté provient des contraintes de complémentarité

MAz + By — s) = 0.
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Il a été proposé de pénaliser ces contraintes, ce qui mene au probleme bilinéaire :

min  az + by + MA(Az + By — s)

T,Y,A
sujet a Ax+ By > s
AB =d.
A>0 (121)

Cette pénalisation est EXACTE dans le sens ou il existe une valeur finie de M telle
que les solutions du probleme original et du probleme pénalisé coincident.

Le probleme étant NP-complet, il n’est pas surprenant que les algorithmes les plus ef-
ficaces soient des algorithmes d’énumération implicite de type ‘Branch-and-Bound’, le
branchement étant effectué sur les contraintes de complémentarité (voir [HanJS92]).

Le probleme de taxation optimale (optimale dans le sens de maximisation des revenus)
se préte bien a une formulation biniveau. Soit z un vecteur de taxes affectant un
vecteur de produits et activités y; et soit y, un vecteur de produits et activités non
taxés. Je considere le programme bilinéaire a deux niveaux :

max Iy
T,Y1,Y2
min  (c+ )y, + dys (122)
Y1,Y2

Ay + Aoy > s.

Ce probleme a été étudié par Labbé, Marcotte et Savard [LaMaS96] qui ont démontré
que certains cas particuliers reliés a la détermination de péages optimaux sur un réseau
routier peuvent étre résolus en temps polynomial.

Mentionnons pour terminer une application dans le contexte de la déréglementation
du transport en commun urbain ([FerMa92]) qui tient a la fois de I’équilibre de Nash
et de 'équilibre de Stackelberg. On considere un ensemble fixe de trajets desservis
par des lignes d’autobus. Chaque opérateur est propriétaire de son véhicule et 'entrée
dans le systeme est libre. On s’attend ainsi a ce que les lignes les plus fréquentées
aient des fréquences plus élevées. On cherche alors un équilibre entre l'offre de service
sur les lignes du réseau et la demande de transport sur ces lignes. On suppose que
les usagers adoptent le comportement stratégique décrit a la section 5.4.

La particularité de ce modele tient de la relation entre la variation de fréquence sur
une ligne et la demande sur cette méme ligne. Plutot que d’ajuster les fréquences
aux débits courants, 'on suppose que la demande aux sommets de correspondance
est reliée a l'offre par le biais des probabilités d’acces aux lignes attrayantes, c’est-
a-dire les lignes faisant partie des stratégies des usagers. Les opérateurs intégrent
ainsi partiellement dans leur processus de décision le comportement stratégique des
usagers.
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