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RésuméLe probléme d’ordonnancement cyclique consiste a ordonner dans le
temps I'exécution répétitive d’'un ensemble d’opérations liées par des contraintes de
précédence, en utilisant un nombre limité de ressources. Cet article étudie ce proble-
me dans le contexte de la synthése de haut niveau des circuits numériques synchrones.
Il présente les principaux résultats relatifs a ce probléme et expose certaines métho-
des pour le résoudre.

1. Introduction

L’objectif de la synthése de haut niveau est de trouver un circuit numérique syn-
chrone qui satisfait une spécification donnée sous forme d’un algorithme. L'une des
principales taches de la synthése de haut niveau est I'ordonnancement dans le temps
des opérations que le circuit doit réaliser. Cet article traite le probléme d’ordonnance-
ment qui apparait dans la synthése des circuits réalisant des traitements itératifs. Un
traitement itératif (ou répétitif) est équivalent & une boucle infinie. Ce type de traite-
ments est fréquent dans les applications de traitement du signal ou un méme traitement
est répété indéfiniment sur des données différentes. D’'une fagon informelle, le proble-
me d’ordonnancement cyclique consiste a ordonner dans le temps I'exécution répéti-
tive d’'un ensemble d’opérations liées par des contraintes de précédence, en utilisant
un nombre limité de ressources. Ce probléme est étudié aussi dans les domaines de la
recherche opérationnelle et de la compilation ou certains résultats peuvent étre exploi-
tés dans le domaine de la synthése des circuits numériques.

La synthese de haut niveau est présentement un domaine de recherche trés actif.
Les livres classiques en synthése de haut niveau [DEM 94, GAJ 92, MIC 92] n’effleu-
rent les ordonnancements cycliques que superficiellement. Cet article:

- Donne une introduction & la synthése de haut niveau.

- Résume le principaux résultats relatifs aux problémes d’'ordonnancement cycli-

que et qui sont utiles pour la synthése des circuits.

- Expose certaines méthodes pour résoudre les probléemes d’ordonnancement cy-

clique.

L'article est composé de 7 sections. La section 2 décrit les principales étapes de la
synthése de haut niveau. La section 3 présente une modélisation graphique des traite-
ments itératifs et les criteres d'optimisation dans I'ordonnancement des traitements
itératifs. La section 4 définit le probléme d’ordonnancement cyclique. La section 5



présente une synthése des méthodes de résolution du probléme d’ordonnancement cy-
cliqgue. La section 6 traite le probléeme d’allocation des ressources dans les ordonnan-
cements cycliques. Finalement, la section 7 présente certaines directions de recherche.
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Figure 1.Les différentes catégories de synthése

2. La synthése de haut niveau

La figure 1 montre les principales étapes de conception d'un circuit. Chaque étape
transforme la spécification du circuit en introduisant plus de détails. Au plus haut ni-
veau d’'abstraction, la spécification décrit la fonctionnalité du circuit en faisant abs-
traction de toute réalisation matérielle. La spécification est donnée dans un langage de
description du matériel tel que VHDL. Elle est ensuite traduite en une représentation
graphigue appelée graphe du flot de données et de contréle (GFD). Dans sa forme la
plus simple, le GFD est un graphe orienté dont les noeuds représentent les opérations
atomiques que le circuit doit réaliser, et les arcs représentent les précédences entre les
opérations qui sont dues aux dépendances de données.

Exemple: La figure 2.a montre le GFD correspondant a I'expression

z= (2+X) x (x+y) X (y+5)
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Figure 2.Les différentes étapes de la synthése de haut niveau:

(a) Le GFD de I'expression = (2+Xx) x (x+Yy) x (y+5)

(b) Ordonnancement (c) Les périodes de vie des variables avec une assignation a
deux registres (d) Le chemin de données obtenu apres la synthése des connexions

La synthése de haut niveau est une séquence de taches qui transforment un GFD
en une description plus détaillée appelée description au niveau transfert de registres.
Cette derniére description donne les deux principales composantes formant un circuit,
a savoir l'unité de traitement et I'unité contréle. L'unité de traitement, appelée aussi
chemin de donnégsontient les unités fonctionnelles et les registres. L'unité de con-
tréle détermine a chaque cycle d'horloge quelles opérations du GFD doivent étre exé-



cutées et par quelles unités fonctionnelles.

La synthése de haut niveau est composée de quatre taches dépendantes les unes des
autres:

(1) la sélection des unités fonctionnelles,

(2) 'ordonnancement des opérations du GFD,

(3) l'allocation des registres aux variables, et

(4) I'allocation des bus aux transferts de données.
Dans ce qui suit, nous décrivons brievement I'objectif de chaque tache. Pour plus de
détails, le lecteur peut se référer a [DEM 94, GAJ 92].

(1) Sélection des unités fonctionnell€ette tache consiste a sélectionner a partir
d’'une bibliothéque de composantes matérielles les types d’unités fonctionnelles qui
seront utilisées pour exécuter les opérations du GFD. Une unité fonctionnelle est ca-
ractérisée principalement par les types d'opérations qu’elle réalise, sa vitesse d’exé-
cution, son codt et sa taille.

(2) Ordonnancement des opérations@HD. L'objectif de cette tache est de dé-
terminer un ordre statique d’exécution des opérations du GFD par les unités fonction-
nelles. L'ordre doit respecter les dépendances qui existent entre les opérations. On
distingue deux catégories d’ordonnancements: I'ordonnancement sous contraintes de
ressources et I'ordonnancement sous contraintes de performance. Dans la premiére ca-
tégorie, le nombre maximal d’unités fonctionnelles & utiliser dans le circuit est fixé
d’avance, et I'objectif consiste a minimiser la durée de I'ordonnancement. Dans la
deuxiéme catégorie, la durée de I'ordonnancement est fixée, et I'objectif est de mini-
miser le nombre d’'unités fonctionnelles utilisées.

Exemple Supposons qu’on dispose de deux additionneurs,{aattt)} et

d’un multiplicateur (mul). La durée d’'une addition est une unité de temps et cel-
le d’'une multiplication est deux unités de temps. La figure 2.b montre un or-
donnancement réalisable du GFD.

(3) Allocation des registres aux variabl€shaque variable intermédiaire (donnée)
produite par une opération du GFD devrait étre sauvegardée dans un registre tant que
toutes les opérations utilisant cette donnée n’'ont pas été exécutées. La période de vie
d’'une variable est I'intervalle défini par I'instant de sa création et 'instant de sa der-
niere utilisation. Les variables qui ont des périodes de vie disjointes peuvent partager
le méme registre. L'un des principaux critéres d’optimisation dans cette tache est la
minimisation du nombre de registres.

Exemple: Le GFD de la figure 2 contient 4 variables intermédiairgsvy va,

vo}. Leur périodes de vie sont respectivement [1,3], [1,3], [3,5] et [3,5]. Pour
sauvegarder ces variables, il faut au moins deux registres. Une solution d’allo-
cation serait d’assigner au premier regisiieles variables y et v, et au
deuxiéme registre, les variables vet vj.



(4) Allocation des bus aux transferts de donnéesbjectif de cette tache est
d’établir les interconnexions entre les unités fonctionnelles et les registres afin de for-
mer un chemin de données complet. Le principal critére d’'optimisation dans cette ta-
che est la minimisation du nhombre de connexions et de multiplexeurs.

Exemple: Le chemin de données de I'exemple de la figure 2.a obtenu apreés la
synthése des connexions est montré dans la figure 2.d.

3. Les traitements itératifs: modélisation et ordonnancement

Nous considérons maintenant le cas ou le circuit a synthétiser effectue un traite-
ment itératif. Dans ce type de traitements, deux catégories de dépendances peuvent
exister entre les opérations: les dépendances entre les opérations d'une méme itération
et les dépendances entre des opérations appartenant a des itérations différentes. Cette
section présente une modélisation graphique des traitements itératifs et les critéres
d’optimisation dans I'ordonnancement d'un traitement itératif.

3.1. Modélisation des traitements itératifs

Les deux modeles frequemment utilisés pour représenter les opérations d'un trai-
tement itératif et les contraintes de précédence qui les relient sont les réseaux de Petri
temporisés et les graphes de précédence réduits [CAR 88, CHR 83]. Dans cet article,
nous utilisons le deuxiéme modeéle qui est une extension du GFD.

Un graphe de précédence réduit est un graphe orienté défini par le quadruplet
(O, A D, H) ou:

- O = {0} estl'ensemble de noeuds du graphe; les noeuds représentent les opé-
rations que le circuit doit réaliser. Ces opérations sont dites génériques étant
donné qu’elles peuvent étre exécutées plusieurs fois sur des données différentes.
Une itération correspond a une exécution de I'ensemble des opérations généri-
ques.

- A0 Ox O est 'ensemble des arcs du graphe reliant toute paire d’opérations
ayant une contrainte de précédence entre elles. On ncmﬁ par lgrc de  vers
0.

-H: A - N(I'ensemble des entiers naturels) appelée fonction de hauteur. La va-
IeurH(aij) indique que le résultat de I'opératio d’'une itération  quelcon-
gue est utilisé par l'opératiom. de Tlitératiofn + H(a].j)) . On dit que
I'opération o; et liée a 'opératiom,  par une contrainte de précédence intra-
itération (resp. par une contrainte de précédence inter—itératidm}iﬁb =0
(resp. siH (aij) >0 ).

- D: A - NU appelée fonction de durée. La valéu(a;;) est égale a la durée
d’exécution de I'opération, . Notons que la fonction de durée aurait pu étre as-
sociée aux noeuds du graphes, mais par souci de conformité et de généralité nous
I'avons associée aux arcs.



De n = 4 & faire
Debut

0g: a[n] « E[n] x d[n-2];
04: b[n] ~ ¢; +a[nj;

0,: ¢[n] « ¢, +d[n-1];
03: d[n] < b[n] x c[n-1];
oz: SIn] ¢ x c[n-1];
Fin

(du}ée, hau\teur)
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Figure 3.Un exemple de traitement itératif. (a) Spécification (b) Graphe de
précédence.

Dans le reste de I'article on notera par, n(] I'occurrence de I'opération a
l'itération n.

Exemple: La figure 3 illustre une spécification d’un traitement itératif (a) et le
graphe de précédence correspondant (b): la durée d’une addition est égale a une
unité de temps et celle d’'une multiplication est égale a deux unités de temps.
Ce graphe de précédence sera utilisé tout le long de I'article.

La hauteur et la durée d'un circuit du graphe sont égales, respectivement, a la som-
me des hauteurs et a la somme des durées de ses arcs. Un graphe de précédence est
cohérent s'il ne contient pas de circuit de hauteur nulle. Autrement certaines opéra-
tions ne pourront jamais étre exécutées sans violer les contraintes de précédence.

Une opération générique est diéentrante(resp.non réentrantgsi les occurren-
ces de cette opération peuvent (resp. ne doivent pas) étre exécutées en parallele. Dans
le domaine de la synthése de haut niveau ainsi que dans le reste de I'article on suppose
par défaut que les opérations sont réentrantes. Notons que la hon réentrance d’une opé-
rationo; peut étre modelisée dans le graphe de precédence par unepoucle  de hau-
teur égale a un.

3.2. Ordonnancement des traitements itératifs et critéres d’optimisation

Le deux principales mesures de la performance d'un circuit effectuant un traite-
ment itératif sont la fréquence et la latence.figuencecorrespond au nombre



moyen d'itérations exécutées par unité de temps; plus la fréquence d’un circuit est éle-
vée plus sa performance est élevédatenceest égale a la durée maximale d’exécu-
tion d’'une itération. Dans les applications ou une itération correspond au traitement
d’'un échantillon en entrée, la latence mesure la rapidité du circuit a traiter un échan-
tillon.

L’objectif de I'ordonnancement d’'un traitement itératif est de déterminer un ordre
statique des exécutions répétitives des opérations génériques. L'ordre doit respecter
les dépendances entre les opérations et les contraintes de ressources s'il y en a. Le pre-
mier critére d’optimisation de I'ordonnancement est la maximisation de la fréquence.

Le second critére, valable uniquement pour certains types d’applications, est la mini-
misation de la latence. Pour atteindre des fréquences élevées, I'ordonnancement doit
exploiter le deux niveaux de parallélisme présents dans les traitements itératifs: le pa-
rallélisme entre les opérations d’'une méme itération, et le parallélisme entre les opé-
rations qui appartiennent a des itérations différentes.

On distingue, principalement, deux catégories d’ordonnancements cycliques: (1)
les ordonnancements périodiques et (2) les ordonnancements K-périodiques. Dans la
catégorie (1) toutes les itérations ont le méme ordonnancement, et la méme durée sé-
pare les débuts des exécutions de deux itérations successives. Dans la catégorie (2)
I'ordonnancement de K itérations successives est fixe et se répéte a un intervalle ré-
gulier.

Exemple: La figure 4 montre un ordonnancement périodique de fréquence éga-
le a 1/3 et de latence égale a 5. Un ordonnancement K-périodique du méme gra-
phe est donné dans la figure 5. La fréquence et la latence de cet
ordonnancement sont respectivement de 2/5 et 5.

gabarit d'ordonnancement

I 1 I
0p,1 00,2 00,3 !
01,1 04,2 01,3

03,1 032 | 03,3
05,1 0y,2 07,3
04,1 0y,2 I 04,3 |
| |
i — -
0 > 3 5 6 9 temps

Figure 4.Un ordonnancement périodique de fréquence 1/3 et de latence 5.



prologue gabarit d’'ordonnancement

I I I
1 1 L
0p,1 0p,2 0p,3 | Op4 0,5 00,6 |
04,1 01,2 01, 01,4 01,9 04,6
03,1 03,2 03,3 034 | 035 036 |
05,1 02,2 (0,3 02,4 (0,5 0,,6|
oh1 | 042 [ dy3 [ 044 | oh5 | 046
[ | | >
— ! B >
0 2 3 8 temps

Figure 5.Un ordonnancement K-périodique de fréquence 2/5.

L'avantage des ordonnancements périodiques est qu’ils engendrent des architec-
tures matérielles assez réguliéres. Cependant les ordonnancements K-périodiques per-
mettent d'atteindre des fréquences plus élevées.

Un ordonnancement cyclique esables’il existe un instant a partir duquel il ap-
parait ungabarit d’'ordonnancemergui se répéte d’'une facon périodique (voir la fi-
gure 5). Leprologued’'un ordonnancement stable est la partie de I'ordonnancement
qui précede I'apparition du premier gabarit. Un ordonnancement stable est compléte-
ment défini par son prologue et son gabarit. Ainsi, pour réaliser matériellement un or-
donnancement cyclique stable il suffit de mémoriser son prologue et son gabarit. La
réalisation des ordonnancements qui ne sont pas stables nécessite une mémoire de
taille exorbitante et donc ils ne sont pas intéressants.

3.3. Le dépliage du graphe de précédence

Le résultat de. dépliages d’'un graphe de précédence est un nouveau graphe de
précédence représentant les opérationsigations successives et les contraintes de
précédence intra-itération et inter-itérations qui les relient. Le nombre de noeuds et le
nombre d’'arcs dans un graphe dépliéois sont égaux, respectivement] fD| et
L|Al,ou|O] et|Al sont, respectivement, le nombre de noeuds et d’arcs dans le graphe
initial.

Exemple: La figure 6 montre le résultat de deux dépliages.

Notons qu’aprés un nombre élevé de dépliages, les contraintes de précédence de-
viennent uniquement entre des opérations d’'une méme itération ou entre des opéra-
tions appartenant au plus a deux itérations successives (autrement dit, les hauteurs des
arcs deviennent égales a zero ou un).
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Figure 6. Dépliage d’'un graphe aveci2.

L'opération de dépliage a au moins deux utilités pour I'ordonnancement. D’'une
part, le dépliage rend plus explicite le parallélisme existant entre les opérations appar-
tenant a des itérations différentes. Ce qui en général permet d’augmenter |'efficacité
(en terme de fréquence) de certains algorithmes d’ordonnancement. D’autre part, cer-
tains algorithmes d’ordonnancement sont restreints a des graphes de précédence ol les
dépendances entre les opérations sont au plus entre deux itérations successives. Le dé-
pliage permet d'utiliser ces algorithmes pour ordonner des graphes quelconques.

Voici un algorithme [PAR 91] qui permet de construire le grdpioés déplié d'un
graphe de précédence donné.

1: Pour chaque noeug]  du graphe initial cteeoeuds(ol 10 L) -
2: Pour chaque ang; du graphe initial faire: ’
-SiH (aij) = 0, alors ajouter dans le nouveau graphe des arcs
0 40, (deq =1 al) avec une hauteur nulle.
-SiH (a ) <L alors ajouter des arcs , Heay) = 0 q

(deg=H (a”) +1al) avec une hauteur nulle. Et ajouter des arcs

0| _H (a) +a = o, ., (deg=1aH (aij)) avec une hauteur égale a un.

-SiH (a.) =L, ajouter des aros o)
( ”) J ] (H(a) q+1WL—H(a_)+q i,q

avec une hauteur egal{gl(a—w (deg=1al)

3: Associer a chaque am o~ O« (Oo,g=1aL) une durée égale a
D (&) .
]



4. Spécification du probléme d’ordonnancement cyclique et calcul de la
fréquence maximale

Dans la premiéere partie de cette section nous donnons les définitions précises du
probléme d'ordonnancement cyclique et des ordonnancements K-périodiques et pé-
riodiques. Dans la seconde partie, nous étudions les facteurs qui limitent la fréquence
d’'un ordonnancement.

4.1. Modéle de ressources et définitions

Le modele de ressourc&3n considére que chaque opération générique est affec-
tée au préalable a un type d’unité fonctionnelle. Plusieurs opérations peuvent étre af-
fectées au méme type d'unité fonctionnelle. Il peut y avoir plusieurs instances d’'un
méme type d’'unité fonctionnelle. Une unité fonctionnelle est lditmogenesi elle
peut exécuter n'importe quelle opération générique.

L’ordonnancement+d'un graphe de précéder®etG = (O, A D, H un graphe
de précédence et sdit I'ensemble des rationnels positifs. Un ordonnancement cy-
cligue de G est une fonctiom 2xNU_ Q qui associe a chaque occurrence
[0,, nOl'instant de son début execution. Un ordonnancerent  est réalisable ssi les
deux contraintes suivantes sont vérifiées:
(1) Contraintes de précédence:

Oay, OA, Onl0 NO. 1 [0, H (a;) +n2T00;, n(+ D (a) [1]

(2) Contraintes de ressources: il existe une allocation des unités fonctionnel-
les aux opérations sans qu'il y ait un conflit de ressources.

La fréquence d’un ordonnancement cycliquest égale a

n

lim
"7 max{tlo, n+D(a))}
i

Le probléme d'ordonnancement cycliq@@OC) Etant donné un graphe de
précédence, une affectation des opérations génériques aux types d’'unité fonctionnel-
les et un nombre d’'instances de chaque type d'unité, le POC est de déterminer un or-
donnancement réalisable de fréquence maximale.

Ordonnancement K-périodiqueln ordonnancement  est dit K-périodique s'il
existe deux entiers, K et un rationnel positi® tel que:

On= no,Doi Oo. TDbi,n+ KO= TDbi,nD+P

10



K etP sont appelés, respectivement, la périodicité et la période de . La fréquence

det estégale %

Ordonnancement périodiquein ordonnancement est périodique s'il existe un
rationnel positifP tel que

Dnzz,DoiDO. Tlo, nU= 1lo, -1+ P [2]

Lafrégquence de est égal%a . Un ordonnancement périodique est un ordonnan-

cement K-périodique de périodicité égale a un.

4.2. Facteurs affectant la fréequence

Deux facteurs limitent la fréquence maximale d’un traitement itératif: les contrain-
tes de ressources et les dépendances entre les opérations. La valeur de la fréquence

maximale due aux contraintes de ressources, fQige , est donnée par I'expression
suivante:
m
; h O
F = min p———[] [3]
ress h 0 g D(ai*)D
o, U0,

oum, est le nombre d’unités fonctionnelles de tydisponible, Oy, est 'ensemble
d’opérations génériques qui doivent étre exécutées sur des unités de, Btpe
D (a;+) est la duree de I'opération générique

La fréquence maximale due aux dépendances entre les opérations estfegpelée

quence critiqueet noteeF . .. . Lavaleur dg,;,  est donnée par la formule suivante
[CHR 83]:
O H (aij) 5
I:crit = min e O [4]
¢ O D (aij) E
ij Cy

ou C, est un circuit élémentaire dans le graghe . Cette formule découle de I'équa-
tion [1]. SiG ne contient pas de circuits, alors la fréquence critique est infinie et toutes
les itérations peuvent s’exécuter en paralléle s’il y a suffisamment de ressources. Un
circuit est dit critique si le rapport entre sa hauteur et sa durée est égale a la fréquence
critique.

11



Exemple: Le graphe de précédence de la figure 3 contient deux circuits
C; =050y~ 030y, Cy =0y~ 030,

La valeur de la fréquence critique est égahaiagé, %E = % . Le ci@uit
est critique.
La frequence maximale réalisable, notég .~ , est bornée par le minimum de
Fcrit et Fress:
Fmaxs min (Fress Fcrit) [5]

4.3. Méthode de calcul de la fréquence critique

La fréquence critique d'un graphe de précédence peut étre calculée en un temps
polynémial. Cette section présente une méthode simple et efficace pour calculer la fré-
guence critique; d’autres méthodes sont décrites dans [KAR 78, ZAK 89, GER 92].
Notons que le calcul de la fréquence critique directement a partir de la formule [4] peut
prendre théoriquement un temps exponentiel vu que le nombre de circuits élémentai-
res dans un graphe peut étre exponentiel.

Bornes inférieure et supérieure de la fréquence critidugartir de la formule [4],

on peut déduire que
1
I:crit 0 |:|O| [dma ! hmax:|

X

ol d . = max{D (a;)} +hy,, = max{H (a;)}

La borne inférieure d&;,  correspond au cas ou le graphe contient un circuit qui
passe par tous les noeuds et que tous les arcs du circuit ont une duréelggale a et
une hauteur nulle, a I'exception d’un arc qui a une hauteur égale a un. La borne supé-
rieure correspond au cas ou le graphe contient un circuit qui passe par tous les noeuds
et que tous les arcs du circuit ont une hauteur édale a et une durée égale a un.

La méthode de calcul de la fréquence critique est basée sur la propriété [DON 92]
suivante qui découle de la contrainte de I'équation [1].

SoientG= (O, A D, H) un graphe de précédencd=et  un rationnel pdsitif.
est une fréquence réalisable de G si le gragke (O, A D, H) ou

Ai(a;) = D(a;) - (H(ay)

ne contient pas de circuit de hauteur positive.

12



Ainsi, le calcul de la fréquence critique revient a la recherche de la plus grande va-

leur dans I’ intervalle ] qui vérifie la propriété précédente. La com-

! hmax

plexité de cette méthode er?qf'ié(mps esQe0||A log (|0 4100 [DON 92].

5. Le probleme d'ordonnancement cyclique: complexité et méthodes de
résolution

La difficulté dans la résolution du probleme d’ordonnancement cyclique (POC) est
due principalement aux contraintes de ressources et a la présence de circuits dans le
graphe de précédence. Dans cette section nous étudions le POC en distinguant les trois
cas suivants: (1) cas ou il n'y a pas des contraintes de ressources, (2) cas ou le graphe
de précédence est acyclique, (3) cas général ol il y a des contraintes de ressources et
des circuits dans le graphe de précédence. Les cas particuliers (1) et (2) ont été distin-
gués car ils sont fréquents dans la synthése des circuits numériques. En fait, pour cer-
taines applications qui requiérent des fréquences élevées les contraintes sur les
ressources sont secondaires, et plusieurs traitements itératifs ne contiennent pas des
contraintes de précédence inter-itérations, et donc ils ont des graphes de précédence
acycliques.

5.1. Le POC sans contraintes de ressources

Dans le cas ou il n'y a pas de contraintes de ressources, le POC est calculable en
un temps polynémial. La fréquence optimale est égale a la fréquence critique. D'autre
part, il existe toujours des ordonnancements K-périodiques a valeur entiére et de fré-
quence optimale. En plus, il existe toujours des ordonnancements périodiques, pas né-
cessairement a valeur entiére, de fréquence optimale. On dit que les ordonnancements
périodiqgues sondominantsdans le cas ou il n'y a pas de contraintes de ressources.
Dans ce qui suit, nous décrivons une méthode simple pour calculer ces deux types
d’'ordonnancements.

D’aprés I'équation [2], les ordonnancements périodiques de fréquence maximale
sont de la forme:

On=2 0o, 00. 0o, n0= tlb, n— 10 = [6]

I:crit

Une fois la valeur d&;,  est calculée, les valeuims, 1] peuvent étre déduites fa-
cilement. Ces valeurs doivent satisfaire la contrainte de I'équation [1]. En combinant
les équations [1] et [6], on obtient:

H (&)
Oa; OA. T, 10-10D;, 10< —— - D ()

crit
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Ce systéme est une version du probleme du plus court chemin. Il peut étre résolu
par I'algorithme de Bellman-ford [COR 90] en un ten@§/O||A)

Une fois I'ordonnancement périodique calculé, il suffit d'appliquer le théoreme
suivant [HAN 94] pour obtenir un ordonnancement K-périodique de fréquence maxi-
male. Ce théoréme n’est valable qu’en I'absence de contrainte de ressources.

SiT est un ordonnancement périodique, aldrs  défini comme suit:

Uo, 0O, Un=1. TD[(bi, nO= LT (o;, nDJ

est un ordonnancement K-périodique et de méme fréquenae que

Dans le cas ou il n'y a pas des contraintes de ressources, d'autres méthodes poly-
nomiales ont été proposées dans [SCH 89, ZAK 89, IWA 90, CHA 93a, JEN 94] pour
calculer des ordonnancements K-périodiques, a valeur discréte et de fréquence maxi-
male. La méthode de Iwamd al [IWA 90] est efficace car elle permet d’obtenir des
ordonnancements de fréquence maximale et de gabarit de taille minimale.

L'ordonnancement cyclique au plus.t@onsidérons le mode d’ordonnancement
qui consiste a ordonner les instances des opérations génériques au plus tot: I'exécution
d’'une opération est activée dés que I'exécution de ses prédécesseurs est terminée. Un
tel ordonnancement est @it plus tot Carlieret al [CHR 88] ont montré que dans le
cas ou les opérations sont non réentrantes et que le graphe de précédence est fortement
connexe, les ordonnancemeatsplus tdétont une structure K-périodiques; avec une
périodicitéK égale au produit des hauteurs des circuits critiques et une période égale
a K[F_ . - Ce résultat est aussi valable pour certains graphes faiblement connexes
[CHR 88]. Les ordonnancemergs plus tétont I'avantage d’avoir une latence mini-
male en plus de I'exécution au plus t6t des itérations. Par contre la taille du gabarit de
ces ordonnancements peut étre trop grande.

L'ordonnancement cyclique avec date limi@n suppose maintenant que la date
de la fin d’ordonnancement de chaque itérati@st soumise a une date limi A
est intéressant de savoir le moment le plus tafa,, nl de l'ordonnancement de
I'opération [0,, nOJ tel que les dates limites soient respectées. Ce probléeme a éte étudie
dans [CHR 91]. Il a été montré que dans le cas particulier ou cllaque est égale au
moment le plus tét du fin d'exécution de [itérationn, I'ordonnancement
ty = {t,[0,n3 a une structure K-périodique avec une périodKiégale au pro-
duit des hauteurs des circuits critiques et une période egalé-ga .,

5.2. Le POC avec des graphes de précédence acycliques
Munier a montré dans [MUN 91] que si le graphe de précédence ne contient pas
de circuits alors le POC est polynémial. Notons que le probléme de la minimisation

de la latence pour une fréquence fixée est NP-complet méme si le graphe de
précédence est acyclique [GRO 92].
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5.3. Le POC avec contraintes de ressources et graphe de précédence cyclique

Dans son cas général le POC est un probleme NP-complet, méme si le graphe de
précédence est composé uniquement d'un circuit [HAN 94]. Un algorithme polyn6-
mial proche de I'optimum pour résoudre le problémeunités fonctionnelles homo-
génes est donné dans [GAS 92]. La fréquence de I'ordonnancement obtenue par cet
algorithme est égale dans le pire cas au deux tiers de la fréquence optimale.

Plusieurs méthodes heuristiques ont été proposées dans la littérature pour résoudre
le POC. Nous décrivons dans ce qui suit les trois approches d’ordonnancement fré-
quemment utilisées.

1ére approcheElle consiste a fixer un méme ordonnancement pour toutes les ité-
rations. Cet ordonnancement doit satisfaire les contraintes de précédence intra-itéra-
tion et les contraintes de ressources. Puis les moments de début d’exécution des
itérations sont calculées de sorte que les contraintes de précédence inter-itérations et
les contraintes de ressources soient respectées. Cette approche est souvent utilisée
avec le modéle des tables de réservation [KOG 81]. Les ordonnancements obtenus ont
généralement une structure K-périodique. Des algorithmes qui utilisent cette approche
sont décrits dans [SU 87, LIU 89, HAN 90].

2éme approcheCette approches est itérative et consiste a fixer la fréquence a une
certaine valeur cible inférieure ou égale a la borne supérieure donnée par I'équation
[5], puis a chercher un ordonnancement périodique ayant cette fréquence. Si au bout
d’'un certain temps la recherche échoue, la fréquence cible est réduite et le processus
est réitéré. Théoriguement, cette approche permet d'atteindre la fréquence maximale
si le graphe de précédence est suffisamment déplié. Des algorithmes qui utilisent cette
approche sont décrits dans [GRO 92, WAN 93, LEE 94].

3éme approchdl s’agit d’'une approche constructive. On commence avec une so-
lution d’ordonnancement réalisable puis on la modifie dans le but d’améliorer la fré-
guence. Chaet al ont montré dans [CHA 93b] que la technique de resynchronisation
pouvait étre utilisée pour déterminer des ordonnancements efficaces d’'une maniéere
constructive. Cette technique est détaillée dans la section suivante.

5.4. La resynchronisation et son utilisation dans I'ordonnancement

5.4.1. Définition de la resynchronisation

La technique de resynchronisation a été développée initialement pour réduire la
période d’horloge dans les circuits synchrones [LEI 91]. Elle consiste a réorganiser le
graphe de précédence en modifiant les hauteurs des arcs.

SoitG = (O, A D, H) un graphe de précédence et soit  une foncti@habnsZ
('ensemble des entiers) dite fonction de resynchronisation. On appelle graphe
resynchronisé d€ par rapport & le grapt@, = (O, A D, H) ou

Oa; OA . Hy(a;) = H(a;) +s(q) -s(0)
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Exemple: La figure 7 montre le graphe obtenu aprés la resynchronisation:

s(0) =5(0) =5(0) =-2:5(a) =5(0y) =~L.

22 —

(a) (b)
gabarit
r——— - - 7T — — — — 7

muly 0p | 03 04 03 D
muly| Og Op Op .
add [ 192 ] lo |_ _!?2 | Jou| Jop

| | | | »

(I) I2 Ll I8 temps

(©)

Figure 8.(a) Le graphe resynchronisé de la figure 7.b avec seulement les
dépendances intra-itération (b) Un ordonnancement non cyclique de ce graphe
(c) L'ordonnancement cyclique dérivé a partir de I'ordonnancement non cyclique
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5.4.2. Relation entre resynchronisation et ordonnancement

Soit G un graphe de précédence et &it le graphe obtenu par une resynchroni-
sation deG . On peut démontrer [CHA 93b] que tout ordonnancement des opérations
de G, qui satisfait uniquement les contraintes de précédence intra-itération (arcs de
hauteurs nulles) et les contraintes de ressources est un gabarit d’'un ordonnancement
périodique deG . Cette propriété montre que la solution d’'un probléme d’ordonnan-
cement cyclique peut étre obtenue en résolvant un probleme d’ordonnancement sim-
ple (non cyclique) précédé d'une resynchronisation. La difficulté réside dans le choix
de la resynchronisation a appliquer.

Exemple: Le graphe de la figure 8.a est le graphe resynchronisé de la figure 7.b
avec seulement les dépendances intra-itération. Supposons qu’on dispose de
deux multiplicateurs et d’un additionneur. Un ordonnancement qui satisfait les
dépendances intra-itération et les contraintes de ressources est donné dans la fi-
gure 8.b. Cette ordonnancement est le gabarit de I'ordonnancement cyclique
périodique de la figure 8.c.

5.4.3. Une heuristique d’ordonnancement utilisant la resynchronisation

Dans ce qui suit on présente une heuristique illustrant l'utilisation de la resynchro-
nisation dans un algorithme d’ordonnancement. L’heuristique consiste a effectuer
d’une fagon répétitive la resynchronisation suivante

-1 sila;, H(a;) >0
Oo,0C. s(o) = O ] ]
[0, autrement

suivie d'un ordonnancement, jusqu'a l'obtention d'une fréquence satisfaisante.
L’heuristique est composée de trois étapes:

(a) Appliquer sur le graphe de précédence cougant la resynchronisation . Le
graphe résultant e§

(b) Trouver un ordonnancement des opératiorSgde  qui satisfait uniquement les
contraintes de précédence intra-itération et les contraintes de ressources. Le
critére d’optimisation est la latence de I'ordonnancent. A ce niveau, on peut
utiliser les algorithmes d’ordonnancement existants pour résoudre les proble-
mes d’ordonnancement non cycliques.

Rappelons que I'ordonnancement obtenu est le gabarit d'un ordonnancement
cyclique deG .

(c) Si la latence obtenue a I'étape (b) n'est pas satisfaisante, reprendre I'étape (a)
avecG ~ G, .
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—1ére resyn.yp _2&me resynp ~ —3€ME resyny.

ordonnancements

mul, [Tog 03 | mul; (05 Op mul; [703 04 |
mul, (o, muly 0, mul; [ 0
add [0 O]  add o] [OF] add [07] [0r]
| . | | —
0 2 45 o 2 4 6 0 2 4

Figure 9. lllustration de I'heuristique d’ordonnancement (nous avons ¢esis
durées des arcs).

lere resyns(o,) = s(o0,) =s(o) =-1 s(0) =s(0;) =0 ;

2eme resyns(q)) = s(0;) =s(o) =-1 s(0) =s(0) =0 ;
3emeresyn.s(0;) = s(0;) =-1;s(0y) =s(0,) =s(g) =0;

lllustration de I'heuristiqueLa figure 9 montre les trois itérations (une resynchro-
nisation suivie d’'un ordonnancement) effectuées avant I'obtention du gabarit de
taille minimale. L’'ordonnancement cyclique de fréquence maximale dérivé a par-
tir du gabarit de taille minimale est celui de la figure 8.c.

6. Le probléme d’allocation des ressources dans les ordonnancements cycliques

Dans la synthése de haut niveau, les deux taches qui viennent apres I'ordonnance-
ment sont I'allocation des unités fonctionnelles aux opérations et I'allocation des re-
gistres aux variables. Ces deux taches sont discutées dans cette section.

6.1. Allocation des unités fonctionnelles

L’allocation des unités fonctionnelles consiste a assigner a chaque opération I'uni-
té fonctionnelle qui doit I'exécuter. Pour un méme ordonnancement, il peut exister
plusieurs solutions d’allocation qui utilisent le méme nombre d’unités fonctionnelles.
Nous présentons dans ce qui suit certaines catégories d’allocation simples a réaliser
matériellement.
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ressources
Uo ol 002 | [032 | 043 0p4
Up | oot 031 | 042 00,3 03,3 0,4 |
U, opl| [o21]  lew2]| |02 03] [0,3] lond]
—— -
0 2 4 6 8 temps

Figure 10.Un ordonnancement périodique avec une allocation de type permutation.

Notons partU = {U, U, ...,U__;} I'ensemble des unités fonctionnelles dis-
ponibles, et par: O x N% - U lafonction d'allocation qui assigne a chaque opéra-
tion [0;, nJ une unité fonctionnelle.

Une allocatiorr est de type permutation, s'il existe une permutagiod - U
telle que

Oo, 00, On>1. rlo,n0= p(rio,n-10

L'allocationr est complétement définie par la permutapat les valeurs initiales
der [0, 100. Par conséquent, pour réaliser matériellemérguffit de meémoriser la
permutatiorp et 'ensemble{ r [o,, 1(}

Exemple: La figure 10 montre un ordonnancement périodique qui utilise trois
ressources et une allocation de type permutation. L'allocation est définie par:

p(Uo) = Ul,p(Ul) = onp(Uz) = U,
riog 10=rlo, 10=U,, rio,, 10=rio,, 10=U,, rlo, 10= U,

Voici trois permutations particulieres:
- La permutation identité

DU, 0U. p(U) = U,

Les allocations définies par la permutation identité sont simples a réaliser car la
méme unité fonctionnelle est allouée a toutes les instances d’une opération géné-
rique. Par contre, elles limitent la fréquence d’exécution des itérations.

-La permutation circulaire
OU; 0V p(U) = U, 1) modm

oumest le nombre d’'unités fonctionnelles. Haeéal [HAN 95] ont montré que
les allocations définies par une permutation circulaire sont dominantes dans les or-
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donnancements périodiques a opérations non réentrantes. En d’autres termes il
existe toujours un ordonnancement périodique de fréquence maximale avec une al-
location de ressources circulaire. Notons que dans ce type d’allocation on suppose
gue toutes les unités fonctionnelles sont homogeénes.

- La permutation cyclo-statiqU&CH 85]:

DUiDU' p(Ui) = U(i+d)modm

oud est une constante positive, appelée facteur de déplacement des ressources.
La permutation circulaire est un cas particulier de la permutation cyclo-statique.

Comme direction de recherche, il serait intéressant d'étudier le probleme d’ordon-
nancement cyclique sous des contraintes relatives au mode d’allocation des unités
fonctionnelles aux opérations en plus des contraintes sur le nombre d’unités disponi-
bles.

6.2. Allocation des registres aux variables

Exemple: Le graphe de la figure 11.a contient 4 variables intermédiaires. Les
durées de vie de ces variables obtenues aprés I'ordonnancement des opérations
sont représentées par des segments dans la figure 11.c. A titre d’'exemple, la va-
riable w est modifiée par I'opération sd> a l'instant 5, et elle est utilisée une
itération plus tard par I'opération 58> dont I'exécution se termine a l'instant

10. Remarquons qu'il y a toujours deux occurrences de la variabld sont

en vie en méme temps, ce qui nécessite au moins deux registres pour les sauve-
garder. Le nombre total de registres nécessaires est 4.

Etant donnés un graphe de précédence et son ordonnancement, le probléme d’al-
location des registres consiste a trouver une assignation des variables aux registres qui
minimise le nombre total de registres. Ce probleme est NP-complet [DEM 94]; il est
polynémial dans les ordonnancements non-cycliques. Des heuristiques d’allocation
sont données dans [HEN 92, RAU 92, ALO 94].

Le nombre de registres peut étre aussi donné comme une contrainte et le probleme

serait de trouver un ordonnancement de fréquence maximale sous cette contrainte. Peu
de travaux [HAN 90] ont traité ce probléme.
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Tableau 1 : Complexité des problémes liés aux ordonnancements

cycliques
. Circuits Loz .
Contraintes dans e Référ. (algorith-
Probléemes de graphe de Complexité mes exacts ou
ressources précédence heuristiques)
Calcul de la fré- X0 1 Polynomiale [KAR 78, ZAK
guence critique 89, GER 92]
Maximisation 1 1 NP-complet  [SU 87, LAM 88,
de la fréquence LIU 89, GOO 90,
(POC) HAN 90, AIK 91,
GAS 92, CHA 93b]
Maximisation 1 0 Polynomiale  [MUN 91]
de la fréquence
Maximisation 0 1 Polynomiale  [SCH 89, ZAK 89
de la fréquence IWA 90, PAR 91
DON 92, CHA 93a,
JEN 94]
Minimisation de 1 X NP-complet [PAR 88, GRO 92,
la latence pour HWA 91, WAN 93,
une fréguence LEE 94]
donnée
Minimisation X 1 NP-complet  [HEN 92, RAU 92,
des registres ALO 94]
pour un ordon-
nancement
donné

01= contrainte présente, O = contrainte absente, X=0 ou 1.

7. Conclusion et directions de recherche

Dans cette étude nous avons présenté les résultats que nous avons considérés per-
tinents pour les problémes de I'ordonnancement cyclique dans le cadre de la synthése
de haut niveau. Le tableau 1 résume la complexité de ces problemes et donne les réfé-
rences aux méthodes existantes pour les résoudre. Ces résultats ont été empruntés aux
trois domaines ou ce probléme surgit, a savoir la compilation, la recherche opération-
nelle (RO) et la synthése de haut niveau (SHN). Ce dernier domaine posséde ses ca-
ractéristiques propres qui le différencient des deux autres. Alors que la compilation
suppose des processeurs séquentiels ou a la rigueur des multiprocesseurs homogeénes,
la SHN va s'intéresser a une granularité plus fine du parallélisme. Le domaine de la
RO foisonne de résultats intéressants mais certaines hypothéses telles que la non-réen-
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trance limitent I'utilisation immédiate de ces résultats, il serait profitable de réadapter
ces résultats au domaine de la SHN. D’autre part, les boucles ne sont qu’un cas parti-
culier des structures de contrdle qui peuvent exister dans un traitement itératif, en effet
ce dernier peut avoir des énoncés conditionnels ainsi que des boucles imbriqués. L'ac-
célération des boucles imbriqués pose un probléme d’ordonnancement dit multidi-
mensionnel, c’est un champ encore trés peu exploré [WOL 91, PAS 94]. Le probléme
d’optimisation des connexions est particulier a la SHN et peut étre primordial pour des
circuits tels que les FPGAs. Le probleme d’allocation de registres pose des défis par-
ticuliers différents du domaine de la compilation, on peut par exemple décider d'uti-
liser des files au lieu de banques de registres, ce qui nécessite moins de matériel tout
en s’adaptant au traitement itératif [BEN 96b, ALO 94]. L'optimisation de I'intercon-
nexion des différents modules est trés importante.

Afin que la SHN fasse partie intégrante du processus de conception de circuits il
faudra que chacun de ces problémes soit résolu de maniére satisfaisante pour le con-
cepteur. Etant donné la difficulté inhérente a ces problémes, les concepteurs recher-
chent aussi des algorithmes polynémiaux pour calculer des estimateurs qui les aiderait
dans un processus de conception semi-automatique, ou plusieurs alternatives peuvent
étre évaluées efficacement, ainsi les paramétres suivants sont intéressants a calculer:

- Borne supérieure de la fréquence réalisable étant donné un ensemble de ressour-

ces. L'équation 5 donne déja une premiéere borne.

- Borne inférieure de la latence réalisable pour une fréquencegHibis, BEN

96a]

- Borne inférieure sur le nombre de registres nécessaires au stockage des variables

étant donné un ordonnancement.

De tels algorithmes sont trés utiles pour (1) explorer rapidement la performance et
le codt de plusieurs réalisations matérielles d’'une méme application sous différentes
contraintes de ressources, et (2) pour évaluer la qualité des solutions d’ordonnance-
ment et d'allocation obtenues par les méthodes heuristiques.

Bien que les problémes d’ordonnancement cyclique et d'allocation des registres
soient NP-complets, il est utile d’avoir des algorithmes pour les résoudre d’'une fagon
optimale. Puisqu’en pratique, ces algorithmes prennent des temps d’exécution raison-
nables pour des problémes de petite taille et peuvent servir comme étalon pour des
heuristiques.
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