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Exercice 1

Considérons le programme de seconde étape

Q(X,f) = myln{y ’ fy =1- X,y Z 0}
On suppose que & suit une distribution triangulaire sur [0, 1], a
savoir P[¢ < u] = u?.

(a) Peut-on parler de recours fixe ? Pourquoi ?

On ne peut parler de recours fixe puisqu’ici, en suivant les
notations adoptées en cours, W = &, et donc est aléatoire.
Comme ¢ peut prendre la valeur 0, la transformation

y= 1/5 - X/éa
n'est pas correctement définie sur = = [0, 1] ; elle signifie aussi
que
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Exercice 1 - suite

(b) Exprimez K>(&) pour tout ¢ dans [0, 1].
Nous allons devoir considérer deux cas : ¢ =0 ou & € (0, 1].

1. £ € (0,1] Dans ce cas, comme y,£ > 0, 1 — x doit étre
non-négatif pour que le probléme soit bien défini :

Ka(§) = {x|x < 1}.
La valeur et la solution optimales sont
Q(x,)=(1-x)/¢ y =(0-x)/¢

2. £ =0 Il nexiste pas de y tel que 0.y = 1 — x, a moins que
X =1, aussi
K2(0) = {1}.
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Exercice 1 - suite

(c) Exprimer Ko, KF et Q.

De ce qui précede,
Kg = {x|x <1}n{1} ={1}.

Nous avons aussi, vu que P[¢ = 0] =0,

|

o(x) = / 12)‘2&15 —2(1 - x),vx < 1.
0

Par conséquent K € Ko = {x < 1}.

La différence tient au fait qu’un point n’est pas dans K2P des

qu’il est irréalisable pour une certaine valeur de &, quelle que

soit la distribution de £ ; K> ne fait pas intervenir les

infaisabilités se présentant avec une probabilité nulle.

Rappel : pour un programme stochastique avec un recours fixe
(pas le cas ici!) ou & a des moments seconds finis, K> = K2P.
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Exercice 2

Soit le programme de seconde étape défini par
myin 2y1 + Y2
ta. y1+y2>1-x,

Yi>€— X — X,
}/1,}/220-

Montrez que ce programme a un recours complet si £ est
d’espérance finie.

Recours complet ? Il faut que pour tout z € R?, on puisse
trouver y > 0t.q. Wy = z. Le recours complet est une propriété
de W, mais vaut W ? De maniere équivalente, on veut

posW = RR?.
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Exercice 4 - suite

Petite difficulté : le probléeme n’est pas sous forme standard.
Lidée est en fait de montrer pour pour tout z € R?, il existe

y > 0t.g Wy > z. Léquivalence avec pos W ne fonctionne plus.
Sauf si nous nous ramenons a la forme standard !

Sous forme standard, le probléme devient
myin 2y1+ )2

tg. y1+y2—s1=1-x,
Yi—S2=&— X1 — X,
Yi,¥2 >0,
S1,82 > 0,
et il y a recours complet si pour tout z € R?, il existe y, s > 0
vérifiant
Wy = z.
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Exercice 2 - suite

Explicitons Wy = z :

Vi
1 1 —1 0 Yo - Zq
<1 0 0 1) Sq o (Zg) )
So

Autrement dit, nous devons trouver yy, ¥, S1, S» > 0 tel que

it+ye—8 =2
-8 =2

La deuxieme équation nous donne la possibilité de prendre

yi=2,5=0 siz>0,
y1 =0, s =—2 sinon.
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Exercice 2 - suite

Nous avons aussi
Yo =81 =21 —}1.

En utilisant nos précédents choix, nous pouvons prendre pour
Yo ce qui suit. Si zo0 > 0, y» — §§ = zy — 2, et nous prenons

Yo=21— 2,5 =0 sizg—2 >0,
Yo=0, o =2, — 2y sinon.

De méme, si z> < 0, y» — s1 = z4, et il suffit de choisir

Yo=21,8 =0 sizg >0,
yo =0, s =—2z; sinon.
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Exercice 2 - suite

Par conséquent, quel que soit z, on peut trouver une solution
non-négative au systéeme

W(g) _z

i.e. le recours est complet !

La condition d’espérance finie sert surtout a garantir que le
probleme de seconde étape est bien défini. On peut en effet
montrer que Q(x) n’est pas fini si £ n’est pas d’espérance finie
(rexpression de Q(x) fait intervenir &).
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Exercice 3

Considérons le programme de deuxieme défini comme suit :
min 2y1 + ye

t.q. y1 — Yo <2 —€xq,
Yo < Xo,
Y1,y2 > 0.

Trouvez Kx(&) et Ko pour :
Q ¢~ Ul0,1].
@ ¢ ~ Poisson(\), A > 0.
Quelles propriétés attendez-vous pour Ko ?
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Exercice 3 - suite

Nous devons donc déterminer des ensembles réalisables.

Remarquons tout d’abord que comme y» > 0 et y» < x», Nous
devons avoir xo > 0.

Utilisons la contrainte

Y1i—Yo <2—&x1.

Comme y» < xp, nous avons y1 < 2 — £xy + X, et tout yy
satisfaisant cette inégalité conviendra. Le probléeme est donc
rélisable si et seulement si 2 — £xq + xo > 0.

Il suit que

Ko(€) = {x = (x1,%) | X2 > 0,6x1 < 2+ xo}
= {x=(x1,%)" | x2 > max(0,&x; — 2)}.
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Exercice 3 - Suite

Pour les distributions considérées, E[¢] et E[¢?] existent et sont
finies. Il suit que

Ko = K3 = Nee=Ka(8).
Si&~ U0, 1], <1,etéxs <2+ X2 si X1 <2+ x2. Autrement
dit, K2(§) € Kx(1), et
Ko={x|x2>0,x1 <2+ xo}.
Si & ~ Poisson(A), £ =0,1,...,, de sorte que {xq n'est pas
borné supérieurement, sauf si x; < 0. Des lors,

Ko = {x|xy <0,x > 0}.
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Exercice 3 - Suite

Interprétation. Toute décision de premiere étape doit satisfaire
X1, X2 > 0, par conséquent, si & ~ UJ[0, 1],

KinKa C{x|xq,x2 >,x1 <2+ Xz},
et si & ~ Poisson(\),
Kink, C {X|X1 =0, X 20}

Nous pouvons espérer un recours relativement complet dans le
premier cas (cela dépend de Ki), mais le deuxieme se
présente assez mal !
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