Arbres splay

On utilise souvent des variables auxiliares pour maintenir I’équilibre de ’arbre

p.e., arbre rouge et noir : au moins un bit (couleur)
Arbre splay : aucune variable

mais O(10g n) seulement comme cotit amorti
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Arbres splay (cont)

Idée principale : rotations sans tests spécifiques pour I’équilibre

Quand on accede a nceud x, on performe des rotations sur le chemin de la racine

a x pour monter x a la racine.

Déploiement (splaying) du nceud «x : étapes successives jusqu’a ce que parent(x)
devienne null

(et donc x devient la racine de ’arbre)
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Zig et zag

Trois cas majeurs pour une étape de déploiement :

1. o sans grand-parent (zig ou zag)

2. x et parent(x) au méme coté (gauche-gauche ou droit-droit :
71g-7z1g ou zag-zag)

3. x et parent(x) a des cotés différents (gauche-droit ou droit-gauche :

71g-zag ou zag-zig)
Cas 1: zig

a 1 rotation simple 2
.......... S

/A [ /A [
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Zig et zag (cont)

Cas 2: zig-zig 2 rotations simples

e (G 2 ety
-

5N

/A

AL
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Zig et zag (cont)

e Rotation double
----------- >

Cas 3: zig-zag

/A

LA
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Déploiement

Choix de x pour déploiement :

e insert : x est le nouveau nceud

e search : x est le noeud ou on arrive a la fin de la recherche

e delete : x est le parent du nceud effectivement supprimé
attention : c’est le parent ancien du successeur (ou prédecesseur) si on doit sup-
primer un nceud a deux enfants

(logique : échange de nceuds, suivi par la suppression du nceud sans enfant)
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Cout amorti

Temps moven dans une série d’opérations
Yy

«moyen» ici : temps total divisé par nombre d’opérations

(aucune probabilité)

Théoréme. Le temps pour exécuter une série de m opérations (search, insert et
delete) en commencant avec 'arbre vide est de O(m 10gn) ot n est le nombre

d’opérations d’insert dans la série.

— 1l peut arriver que I'exécution est tres rapide au début et tout d’'un coup une

opération prend tres long. . .

— tout a fait acceptable si utilisé dans un algorithme
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Arbres rouges et noirs

Idée : une valeur entiere non-négative, appellée le rang, associée a chaque noeud.

Notation : rang(x).

Regles :

1. Pour chaque nceud x excepté la racine,

rang(x) < rang(parent(xz)) < rang(xz) + 1.

2. Pour chaque nceud x avec grand-parent y = parent(parent(x)),

rang(x) < rang(y).

3. Pour chaque feuille (null) on a rang(x) = O et rang(parent(x)) = 1.

ABR % IFT2015 H2009 * UDEM * MIKLOS CSUROS XXxii



Arbres RN (cont)

D’ou vient la couleur?
Les nceuds peuvent étre coloriés par rouge ou noir.

- si rang(parent(xz)) = rang(x), alors x est colorié par rouge
- si x est la racine ou rang(parent(x)) = rang(x) + 1, alors = est colorié par

noir

Thm. Coloriage :

(0) chaque nceud est soit noir soit rouge

(i) chaque feuille (null) est noire

(i1) le parent d’un nceud rouge est noir

(i11) chaque chemin reliant un nceud a une feuille dans son sous-arbre contient le

meme nombre de noeuds noirs
Preuve En (iii), le nombre de nceuds noirs sur le chemin est égal au rang. [

=> rang est parfois appelé «hauteur noire»
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Arbres RN (cont)

r rang 3 9
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Arbres RN (cont)

Thm. La hauteur dans un arbre RN : pour chaque nceud z,
sa hauteur h(z) < 2 -rang(x).

Preuve. On doit avoir au moins autant de noeuds noirs que des noceuds rouges dans

un chemin de x a une feuille. []
Thm. Le nombre de déscendants internes de chaque nceud  est > orang(z) _ 1.

Preuve. Par induction. Le théoréme est vrai pour une feuille  quand rang(x) =
0. Supposons que le théoréme est vrai pour tout x avec une hauteur h(x) < k.

Considérons un nceud x avec h(x) = k et ses deux enfants u, v avec h(u), h(v) <
k. Par I'hypothese d’induction, le nombre des descendants de x est > 14 (2rang(w) _
1) + (22me(v) _ 1), Or, rang(z) — 1 < rang(u), rang(v). O
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Arbres RN (cont)

Thm. Un arbre RN avec n nceuds internes a une hauteur < 2[1g(n + 1)].
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Arbres RN — balance

Pour maintenir la balance, on utilise les rotations comme avant

+ promotion/rétrogradation : incrémenter ou décrementer le rang

r+1 rt1

— promotion/rétrogradation change la couleur d’un nceud et ses enfants

on peut promouvoir  ssi il est noir avec deux enfants rouges
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Arbres RN — insertion

on insére x avec rang(x) = 1 = sa couleur est rouge

Test : est-ce que le parent de = est rouge ?

Si oui, on a un probléme ; sinon, rien a faire

Solution : soit y = parent(parent(x)) le grand-parent — il est noir. Si ¢ a deux

enfants rouge, alors promouvoir 'y et retourner au test avec * <«— y
r+1

....... Promotion de y ---p>
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Arbres RN — insertion (cont)

On a fini les promotions et i1l y a toujours le probleme que x est rouge, son parent

est rouge aussi, mais 'oncle de x est noir.

Deux cas :

Cas 1 quand x et parent(x) sont au méme coté (enfants gauches ou enfants droits)

— une rotation suffit

Cas 2 quand x et parent(z) ne sont pas au méme c6té (I'un est un enfant gauche

et ’autre un enfant droit) — rotation double est nécessaire

(enfin, c’est quatre cas : 1a, 1b, 2a et 2b)
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Arbres RN — insertion (cont)

Cas la : x est rouge, son parent est rouge, son oncle est noir, et et parent(x)

sont des enfant gauches

- Rotation droite a y -->

Cas 1b (enfants droits) est symétrique
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Arbres RN — insertion (cont)

Cas 2a : x est rouge, son parent est rouge, son oncle est noir,  est un enfant droit

et parent(x) est un enfant gauche

Cas 2b (x est gauche et parent(x) est droit) est symétrique
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