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5 Récursion et arbres

5.1 Nombres Fibonacci

On définit les nombres Fibonacci par F (0) = 0, F (1) = 1 et la récurrence F (n) = F (n−1)+F (n−2) (fr)

pour n > 1. Les racines de l’équation de récurrence homogène sont φ = 1+
√

5
2 et φ− = φ− 1 = 1−

√
5

2 . La
solution spécifique se trouve par la solution des équations

F (0) = 0 = aφ0 + bφ0
−; F (1) = 1 = aφ1 + bφ1

−.

On obtient a = −b = 5−1/2, donc

F (n) =
φn − φn−√

5
=
(
5−1/2 + o(1)

)(1 +
√

5
2

)n
= Θ(φn). (5.1)

Dans d’autres mots, F (n) a une croissance exponentielle. Comme φn−/
√

5 < 1/2 pour tout n ≥ 0 et F (n)

est entier, on voit aussi que F (n) égale à φn/
√

5, arrondi au plus proche entier : F (n) =
⌊
φn/
√

5 + 1/2
⌋
.

Théorème 5.1. L’algorithme d’Euclid (v. Exemple 4.2) prend au plus logφ(b)+O(1) itérations pour calculer le plus
grand commun diviseur entre a et b avec b ≤ a.

Démonstration. On définit ni pour i = 1, 2, . . . comme l’indice du nombre Fibonacci pour lequel F (ni) ≤
a < F (ni + 1) au début d’itération i. Si b < F (ni), on a immédiatement ni+1 ≤ ni − 1 par l’affectation
a ← b avant la prochaine itération. Si b ≥ F (ni), alors a mod b ≤ a − b < F (ni − 2). Donc, après
2 itérations, on a a < F (ni − 2) et ni+2 ≤ ni − 2. En conséquence, le nombre d’itérations est borné
par n1 − 2 : avec ni ≤ 3, on a 0 ≤ b ≤ a < 3 et l’algorithme se termine en 1 itération au plus. Pour la
borne plus serrée du théorème, on considère le b initiel : F (n2) ≤ b < F (n2 + 1) (affectation a ← b dans
la première itération), et l’algorithme finit en n2 − 1 itérations au plus. Or, n2 =

⌈
logφ(b

√
5)
⌉

+ o(1) par
Équation (5.1). �

REMARQUE. La borne de théorème 5.1 montre le pire cas : c’est avec a = F (n + 1), b = F (n). Avec un tel choix, a mod b =
F (n − 1), et l’algorithme doit itérer n − 2 fois pour arriver à a = F (3) = 2, b = F (2) = 1 et se terminer après une dernière
itération de plus où b devient 0 et on retourne la réponse a = 1.

5.2 Récursion terminale

On peut toujours transformer une boucle en un algorithme récursif équivalent.
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4 Analyse d’algorithmes

4.1 Temps de calcul

Pour caractériser une structure de données, on analysera souvent le temps de calcul pour les opérations
différentes. Typiquement, on veut arriver à un résultat tel que «l’opération search prend O(log n) temps au
pire cas» où n mesure la taille de la strucure. Ce qu’on veut dire par la «taille», dépend du contexte. Ici, n
est le nombre d’éléments dans une structure qui implante un dictionnaire. De même façon, on caractérisera
un algorithme en disant que «algorithme Tel-et-tel prend O(n) temps au pire cas», où n mesure la taille
de l’entrée. En général, on veut arriver à une borne asymptotique en fonction de la taille de l’entrée et celle
de la sortie.

Exemple 4.1. On prend l’exemple de rechercher le maximum dans un tableau. L’algorithme MAX-TABLEAU

utilise une boucle. MAX-REC utilise une récurrence terminale équivalente à la version itérative.

MAX-TABLEAU
`
x[0..n− 1]

´
Entrée : tableau x de taille n ≥ 0

Sortie : valeur maximale parmi les x[i]

B1 initialiser max← −∞
B2 pour i← 0, . . . , n− 1 faire

B3 si x[i] > max alors max← x[i]

B4 retourner max

MAX-REC
`
x[0..n− 1], i, max)

// appel initiel avec i = 0, max = −∞
Sortie : valeur maximale parmi x[i..n− 1] et m

R1 si i = n alors retourner max

R2 sinon

R3 si x[i] > max alors max← x[i]

R4 retourner MAX-REC
`
x[], i + 1, max)

Pour MAX-TABLEAU, le temps de calcul est T (n) = O(1) +
�
O(1) + O(1)

� · O(n) + O(1), donc
T (n) = O(n) (v. règles de l’arithmétique avec O). L’algorithme prend un temps linéaire dans la taille de
l’entrée (dans tous les cas). Pour analyser le temps de calcul de MAX-REC, on a besoin de trouver la solution
à la récurrence T (n) = O(1) + T (n− 1). (Exemple 3A.4) �
Exercice 4.1. Écrire un algorithme itératif qui calcule la somme des éléments dans un tableau x[0..n− 1]. Montrer la
version équivalente avec récurrence terminale. Analyser le temps de calcul asymptotique.

4.2 La «taille» dépend du contexte.

En Exemple 4.1, on mesure la taille par le nombre d’éléments au lieu du nombre de bits, en supposant que
les opérations numériques en Lignes 2 et 3 peuvent s’exécuter en un temps O(1). Mais dans une application
quelconque où on peut avoir des nombres entiers sans borne (pas seulement int ≤ 231 − 1 etc.), il faut
considérer la dépendance du nombre de bits utilisés dans l’encodage de x.

Exemple 4.2. On prend l’exemple de l’algorithme d’Euclid qui trouve le plus grand commun diviseur
de deux entiers positifs.

(fr)

dans une application quelconque où on peut avoir des nombres entiers sans borne
(pas seulement int ≤ 231 − 1 etc.), il faut considérer la dépendance du nombre de
bits utilisés dans l’encodage de x.

Exemple 2. On prend l’exemple de l’algorithme d’Euclid qui trouve le plus grand
commun diviseur de deux entiers positifs.

E1 Algo gcd(a, b) // avec b ≤ a

E2 tandis que (b �= 0)
E3 c← a mod b

E4 a← b

E5 b← c

E6 retourner a

Le temps de calcul est polynomiel dans la taille de l’entrée.
Preuve : On a a = kb + c ≥ (k + 1)c ≥ 2c en Ligne E3. Donc bc ≤ ab/2. Par
conséquence, le nombre d’itérations est borné par lg(ab) = lg a + lg b. Si a mod b
prend O(log2 a) temps, alors l’exécution est en temps O(log3 a).

�

2

Taille de l'entrée est lg a + lg b bits.

 O(log b) 

O(log a+log b) fois
 O(log^2 a) 

 O(log a) 

 O(log b) 

 O(log c) 

1

Les variables locales
(incluant la variable 

d'itérations)
deviennent des 
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version  récursive 

cas 
terminal 

= fin de la 
boucle

mise à jour de la 
variable de la 

boucle

appel récursif en position terminale
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http://fr.wikipedia.org/wiki/Suite_de_Fibonacci


L’appel récursif est en position terminale : on n’a pas besoin d’attendre le retour de l’appel, donc on (fr)

peut simplement transférer le contrôle d’exécution à l’appel executé. Plutôt qu’allouer de nouvelle espace
sur la pile d’exécution, on peut remplacer le bloc alloué pour les variables locales et adresse de retour. En
conséquence, la pile d’exécution ne déborde pas. Ce remplacement est en fait l’équivalent de transformer la
récurrence en une itération, performé automatiquement par des compilateurs modernes.L’appel récursif est en position terminale : on n’a pas besoin d’attendre le retour de l’appel, donc on

peut simplement transférer le contrôle d’exécution à l’appel executé. Plutôt qu’allouer de nouvelle espace
sur la pile d’exécution, on peut remplacer le bloc alloué pour les variables locales et adresse de retour. En
conséquence, la pile d’exécution ne déborde pas.

MAX-REC2
�
x[0..n− 1], i)

Sortie : valeur maximale parmi x[i..n− 1]
R1 si i = n alors retourner −∞
R2 sinon retourner max

�
x[i], MAX-REC2(x, i + 1)

�
5.3 Diviser pour régner

5.4 Structures récursives

Liste chaı̂née, arbre, parcours

niveau 0

niveau 1

niveau 2

niveau 3

hauteur=2
hauteur=3

Niveau d’un nœud u : longueur du chemin qui
mène à u à partir de la racine

Hauteur d’un nœud u : longueur du chemin à la
feuille la plus distante dans le sous-arbre de u

Hauteur de l’arbre : hauteur de la racine

Longueur du chemin (interne/externe) :
somme des niveaux de tous les nœuds
(internes/externes)

5.5 Parcours d’arbres

5.6 Représentation d’un arbre numeroté

Arbre = ensemble d’objets représentant de nœuds + relations parent-enfant. En général, on veut retrouver
facilement le parent et les enfants de n’importe quel nœud.

public class TreeNode

{

TreeNode parent;

TreeNode enfant_gauche;

TreeNode enfant_droit;

// ... d’autre information

}

Si l’arbre est d’arité k, alors on peut avoir TreeNode[] enfants avec enfants.length = k.

A

D E

I J KF G H

L M N

B C

fils gauche

frère droit Si l’arité de l’arbre n’est pas connu en avance (ou la
plupart des nœuds ont très peu d’enfants), on peut
utiliser une liste pour stocker les enfants : c’est la
représentation fils-gauche, frère-droit (first-child,
next-sibling)

2

appel récursif n'est pas en position terminale:
il faut attendre la valeur retournée
par l'appel récursif
pour évaluer l'expression max{...} 

Si on se sert de la valeur retournée par
l’appel récursif dans le calcul, il faut al-
louer un nouveau bloc d’activation pour
chaque appel sur la pile.

5.3 Diviser pour régner

Un principe général dans la conception d’algorithmes récursif est celui de diviser pour régner (divide
and conquer). La démarche générale est (1) couper le problème dans des sous-problèmes similaires, (2) appel
récursif pour résoudre les sous-problèmes, (3) combinaison des résultats des sous-problèmes.

MAX-MIN
(
x[0..n− 1], g, d) // trouve le max et min parmi x[g..d− 1]

// appel initiel avec g = 0, d = n

MM1 si d− g = 0 alors retourner (−∞,∞)
MM2 si d− g = 1 alors retourner (x[g], x[g])
MM3 si d− g = 2 alors
MM4 si x[g] < x[g + 1] alors retourner (x[g + 1], x[g]) sinon retourner (x[g], x[g + 1])
MM5 mid← ⌊

(g + d)/2
⌋

// (diviser)
MM6 (max1,min1)← MAX-MIN(x, g,mid) ; (max2,min2)← MAX-MIN(x,mid, d)
MM7 si max1 > max2 alors max← max1 sinon max← max2

MM8 si min1 < min2 alors min← min1 sinon min← min2

MM9 retourner (max,min)
Le temps de calcul de l’algorithme MAX-MIN s’écrit par la récurrence

T (n) = T (bn/2c) + T (dn/2e) + Θ(1) {n > 2} (5.2)

Théorème 5.2. La solution de l’Équation (5.2) est T (n) = Θ(n).

Exercice 5.1. Démontrer Théorème 5.2.

Exercice 5.2. Donner le nombre exact de comparaisons (Lignes MM4, MM7, MM8) dans l’algorithme MAX-MIN.
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