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A remettre avant 20 :15 le 25 septembre. Faites deux des trois exercices pour
avoir le maximum de 30 points. Vous avez le droit de soumettre une solution
au troisieme pour 15 points boni. Remettez un rapport écrit par courriel (2 csu-
ros@jiro. . .) en format PDF. Travaillez seul.

4.1 Deéploiement (15 points)

On splaye a la main (5 points). Dessiner TABR complet de hauteur 3 avec clés
{1,2,...,15}. Montrer le résultat du déploiement (splaying) aprés chaque opération
dans la séquence search(12), search(1), delete(8).

Séquence altérnante (10 points). Considérez la séquence d’opérations
insert(1), insert(n), insert(2), insert(n — 1), insert(3), ..., insert([(n +1)/2] ),

executées dans un arbre splay initialement vide. Démontrez que (1) le colit amorti
des opérations est o(logn) dans cette séquence, et que (2) la hauteur de I'arbre est
O(i) apres le i-éme insertion. Indice : observez comment la structure de I'arbre change

avec les opérations, énoncez un lemme, et démontrez-le par induction.

Morale : Le codt amorti O(logn) d’un arbre splay n’implique
ni que le codt amorti soit ©(logn), ni que la hauteur de Iarbre

soit O(logn).

4.2 TAD Partition (15 points)

Proposez une structure efficace pour implanter un type abstrait qui représente
la partition des nombres non-négatifs en intervalle Une partition est I’ensemble

"Uintervalle [a, b) est I'ensemble de valeurs réelles {z: a < x < b} ott a < b. Il est permis d’avoir
b = 00 : c’est interpreté comme [a,00) = {z: a < z}. Notez que [a, a) est I'ensemble vide.



{[0,21), [z1,22), ..., [&m,0)} avec 79 = 0 < 21 < @y < -+ < Ty, et un
m = 0,1..., quelconque. L’interface du type comprend les opérations suivantes
avec un parametre £ > 0 :

recherche(x) retourne l'intervalle [z;_1, ;) qui contient
fusion(z) recherche « € [x_1, T}), et

remplace les intervalles [x;_1, x)) et [Tk, Tp41) par [Tk—1, Tht1)
tranche(x) recherche = € [z}_1,x1), et

remplace l'intervalle [zg_1, Tk) par [Tx—1, ) et [z, Tk)

Votre structure doit supporter les trois opérations en temps O (logm).

4.3 Recherche optimale (15 points)

Cet exercice caractérise les ABRs minimisant le nombre de comparaisons
arithmétiques dans le pire cas de la recherche fructueuse. Allant peut-étre
a Pencontre de intution premiére, ce type d’arbres optimaux ne sont
pas les arbres binaires complets.

Soit t[N] le nombre de comparaisons arithmétiques dans I'algorithme suivant finis-
sant avec nceud N (derniére comparaison de la recherche fructueuse : © = N.key).

SEARCH(z, N) // recherche dans le sous-arbre du neeud N
S1 if N = null then return null // recherche infructueuse
S2 if z < N.key then return SEARCH(z, N.left)

S3 if x = N.key then return N // recherche fructueuse
S4 else return SEARCH(z, N.right) // {x > N.key}

(a) Définition (3 points) » Donnez une définition récursive de t|N]. Indice : 11
y a une comparaison i compter en Ligne [S2] et une autre en Ligne [S3] Notez que ¢ croit

différemment vers la gauche et vers la droite.

(b) Isobathes (4 points) Rapel : F(k) dénote le k-éme nombre Fibonacci :
F0)=0,F(1)=1etF(k)=F(k—1)+ F(k — 2) pour tout k > 1. Soit T[k]
le nombre de nceuds internes avec t[N] = k. » Démontrez que pour tout k =
2,3,..., N[k] < F(k — 1). Indice : examinez comment la récurrence en (a) méne a

une inégalité récursive pour N[k].




(c) Arbre optimal (4 points)  Soit tax le maximum de ¢[N] dans I'arbre. » Ca-
ractérisez les arbres avec le maximum nombre de nceuds internes pour un fpyax
donné. Indice : I'arbre maximal n’est pas un arbre binaire complet mais il a une structure

récursive tres bien définie. ..

(d) Le vrai nombre de comparaisons (4 points) Soit ¢ = 1+T\/5 » Démontrez
que dans un arbre avec n nceuds internes,

tmax > logy(n +1) + ¢ (4.3.1)

ou la constante ¢ qui ne dépend pas de n. » Comparez la borne de (#.3.7) avec
le nombre de nceuds dans 1’arbre maximal en (c). Indice : écrire n = N [tmax] +
N [tmax — 1] 4+ N [tmax — 2] + -+ et utiliser (b)
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