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ALIGNEMENT STATISTIQUE



Paire-HMM
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Modèle de Markov caché :
→ états = {insertion, suppression, substitution/identité}
→ émission : colonne de l’alignement

Problème d’inférence : on connaı̂t les séquences sans trous — qu’est-ce qu’on peut
dire sur l’alignment inconnu ?

#

#

–

#

#

–

match

insertion

deletion



Paire-HMM : alignement
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i ♢ j

i ♢ –

– ♢ j – ♢ j

i ♢ –

S[i]

T[j]

Deletion

Homologie

Insertion

Viterbi pour trouver le meilleur alignement . . .



Procéssus d’indel
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On a vu les modèles de Markov pour substitutions — est-ce qu’on peut modéliser
aussi les indels par un procéssus stochastique ?

insertion de 
2 caractères

temps t

X Y

deletion d'un 
caractère

deletion de 3 
caractères

Idée : événements forment un procéssus (p.e., Poisson de taux θ), il faut juste
spécifier ce qui se passe lors d’un événement

Longueur d’insertsion/suppressions ? Distributions pIns(`) et pDel(`) :

∞∑
`=1

pIns(`) +
∞∑
`=1

pDel(`) = 1

→ très difficile (ou impossible) de travailler avec un tel modèle générique



Thorne-Kishino-Felsenstein 1991
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Modèle simple : insertions et suppressions de longueur 1

Un procéssus indel à chaque caractère + au début, en parallèle avec les procéssus de
substitution (iid à chaque résidue)

A B

☠

C D E F G H I J

A Z C D E F G H I J

A Z C D E G H I J

A Z C D E G H I JX

A Z C D E G H I JXY

substitution

suppression

insertion

insertion au début

Événement d’insertion : choix d’un caractère selon la distribution stationnaire



TKF 2
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But : étant donné une séquence ancestrale et une séquence déscendante, établir de
la homologie au niveau des caractères (représenté par un alignement)

☠

C--CCCC-CCCC
-##CC-C#CCCC

☠

X

Y

X

Y

temps t

C=ancêtre ou son homologue (match/mismatch)
#=aucune homologue à l’ancêtre (insertion)



TKF 3

Trous ? IFT6299 H2014 ? UdeM ? Miklós Csűrös vii

Les caractères s’évoluent indépendamment : on peut considérer le sort de chaque
caractère ancestral séparamment

C # · · ·#︸ ︷︷ ︸
n fois

ancêtre survivant, avec n ≥ 0 caractères inserés à côté C---
C###

� # · · ·#︸ ︷︷ ︸
n fois

ancêtre mort, avec n > 0 caractères inserés à côté C---
-###

� ancêtre mort, aucune insertion à côté C
-

?# · · ·#︸ ︷︷ ︸
n fois

insertion de n ≥ 0 caractères au début ---
###
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Taux d’insertion λ à chaque caractère ainsi qu’au début
taux de suppression µ à chaque caractère

Longueur stationnaire (t→∞) de la séquence ? Soit p` = P{longueur = `}.
En équilibre, on a pour tout ` ≥ 0 :

λ(`+ 1) · p`︸ ︷︷ ︸
taux `→ `+ 1

= µ(`+ 1) · p`+1︸ ︷︷ ︸
taux `+ 1→ `

d’où
p`+1
p`

= λ
µ

Si λ ≥ µ, alors p` ≡ 0 (la séquence croı̂t sans borne)

Si λ < µ, alors p` ∝
(
λ
µ

)`
⇒ distribution géométrique (

∑∞
`=0 p` = 1)
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Il est possible de trouver les formules exactes pour les probabilités des sorts :

Sort probabilité X → Y

C → C#n−1 HtB
n−1
t

C → �#n NtB
n−1
t

C → � Et
?→ ?#n ItB

n
t

avec

Bt = λβt Et = µβt It = 1− λβt
Ht = e−µt(1− λβt) Nt = (1− e−µt − µβt)(1− λβt);

et βt = 1−e−(µ−λ)t

µ−λe−(µ−λ)t .
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Maintenant on peut
– trouver le meilleur alignment
– maximiser la vraisemblance pour deux séquences homologoues et ainsi trouver

les valeurs de λ, µ, t
– concevoir des tests de homologie basés sur la valeur de la vraisemblance
– évaluer la fiabilité de l’alignment optimal
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Calculer la vraisemblance — utiliser de la PD (en se servant des queues géométriques
∝ Bn)

L(i, j) probabilité de l’alignement de préfixes X[1..i] et Y [1..j] ;
Z(i, j) variables auxiliaires

Z(i, j) = pi,j ·H · Z(i− 1, j − 1)
{
H ×Bn−1

}
+pj ·N · Z(i− 1, j − 1)

{
N ×Bn−1

}
+pj ·B · Z(i, j − 1)

{
N ou H × B

n−1}
L(i, j) = Z(i, j) + E · L(i− 1, j)

où pi,j est la probabilité X[i] → Y [j] dans la matrice de substitution et pj est la
probabilité stationnaire de Y [j] ;
initialisation :

Z(0,0) = L(0,0) = I
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Il est possible de trouver un paire-HMM équivalent14 Statistical Alignment 393
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Fig. 14.7. Two HMM formulations of the TKF91 model. (a) Direct translation of
TKF91 probabilities into an HMM. A factor 1−Bτ is needed for three transitions,
to make all outgoing transition probabilities add up to 1. (b) Another HMM that
is emission-equivalent to (a). The two states #

− were merged into one, and all non-
emitting states removed, leaving a fully-connected three-state HMM. Note that the
evolutionary indel model by Knudsen and Myamoto [21] is formulated using an
HMM with exactly the same topology.

to a particular outcome, and the product of all the probabilities encountered is
precisely the probability of that outcome. The graph shown in Figure 14.7a has
all these properties, and generates alignments according to the TKF91 model.
Such graphs are called Markov models if the outgoing probabilities sum to 1,
for each of the states. This is accomplished in Figure 14.7 by multiplying
and dividing by a factor 1 − Bτ at certain positions, in such a way that the
total probability of any closed path from the start state to the end state does
not change. We use this Markov model as a hidden Markov model (HMM),
because we treat only the sequences as known, while the alignment structure
is regarded as unknown. This unknown information is encoded by the path
taken through the Markov chain, while the emitted sequences of nucleotides
are given. We refer to [6] for more information about HMMs.

By manipulating the graph of Fig. 14.7a, the number of states can be
reduced to just 3 (apart from the Start and End states), see Fig. 14.7b. This
reduces the time and memory complexity of the HMM algorithms (especially
when more sequences are considered, see below). Because of the algebraic
manipulations, the transition probabilities take a more complicated form, and
are listed in Table 14.1. Henceforth, when we refer to the TKF91 HMM, we
are referring to the reduced HMM of Fig. 14.7b.

(pMM , pMI , etc. sont calculés à partir de It, Bt, Ht, Nt, Et)

Lunter et al. in Nielsen (ed.) Statistical Methods in Molecular Evolution (2005)


