METHODES DE PREUVES

MICHEL BOYER

RESUME. Essentiellement Johnsonbaugh sections1.5 “Preuves” et 1.7 “Induc-
tion mathématique”. La différence essentielle est que 'on fait ressortir le lien
entre les preuves par induction mathématiques et des fonctions définies ré-
cursivement.

4, PREUVES

4.1. Systeme mathématique.

Axiome: Enoncé admis comme vrai. Exemples:
(1) sixetysontréels, xy=yx
(2) Vx3x'(x+x' =0).
Définition: Introduit un nouveau concept construit a partir de concepts
existants. Exemple:
(1) Un entier n est dit pair s’il existe un entier k tel que n = 2k.
(2) Un entier n est impair s'il existe un entier k tel que n =2k +1.
Théoreme: Enoncé qui est conséquence logique des axiomes. On réserve
souvent le nom de théoremes aux conséquences particulierement utiles
ouimportantes. Exemple:
(1) Tout entier positifs s’écrit de facon unique (a ordre des facteurs
prés) comme produit de nombre premiers.

(2) Pour tout entier n et tout entier d > 0 il existe un unique entier g
(appelé quotient) et un unique entier r (appelé reste) tels que n =
dqg+ret0<r<b.

Lemme: Théoreme mineur ou facile qui sert souvent d’étape inter-

médiaire pour la démonstration d'un théoréme en “plein titre”. Exemple:

tout entier est soit pair, soit impair.
Corollaire: Conséquence facile d'un théoréme

Preuve: Argumentation qui utilise des regles d’inférence pour déduire des
conséquences ‘a partir de résultats déja démontrés et d’axiomes (pour
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démontrer un théoréme) et souvent aussi d’hypotheses (pour démon-
trer une implication).

4.2. Preuves directes. Nous donnons ici un exemple de preuve directe que si
m est un entier impair et n un entier pair, alors n + m est un entier impair:

(4.2.1) m=2k; +1 m impair
(4.2.2) n=2k n pair
(4.2.3) n+m=2ky+Q2k; +1) de (1.2.1) et (4.2.2)
VxVyVz((x+y)+z=x+(y+2)) axiome d’associativité
(4.2.4) Rl +2k)+1=2ky+ (2k; +1)
(4.2.5) n+m=Q2ky+2k;)+1 de (1.2.3 et (4.2.4)
VxVyVz(x(y+2z)=xy+xz) axiome de distributivité
(4.2.6) 2(k + k1) =2ky + 2k
(4.2.7) n+m=2(ky+k)+1 de (1.2.5) et (4.2.6)

En général, on applique 'associativite et les autres regles connues sans les mettre
explicitement dans la preuve mais un systeme informatisée de déduction auto-
matique devrait tout de méme les utiliser pour construire sa preuve.

4.3. Preuves par contradiction. Elles sont basées sur le fait que
p—»c]E(p/\ﬁq) —F

ol F est un énoncé toujours faux, (par exemple r A —r).

p 4|79 p—~q pr7q F (pAng —F
VVIF V F F \
V F|V F V. F F
F V| F V F F \%
F F|V V F F \%

11 s’agit donc de supposer p etla négation de g et d’en arriver a un énoncé faux.

Proposition1. Six+y =2 avec, x ety réels,alorsx=1ouy=1 (ie (x+y)=2—
(x=zDvy=D)).
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Preuve. Onsupposequex+y=2et((x=1)Vv(y=1))

(4.3.1) xX+y=2

(4.3.2) ((xzDv(yz=1)
(4.33) "(xz=DA-(y=D
(434 (x<DA@y<D
(4.3.5) xX+y<2 de (4.3.4)
(4.3.6) F de (4.3.5) et (4.3.1)

hypothese
hypothese
de Morgan et (4.3.2)

4.4. Preuve par contrapositive. C’est une preuve qui se base sur le fait que p —
q est équivalent a sa contrapositive =g — —1p. En enlevant la premieére et la
derniére ligne de la preuve précédente, on obtient (c’est un hasard) une preuve
par contrapositive du résultat que nous voulions démontrer.

4.5. Preuve par cas. Pour prouver que (p; V p2...V py) — ¢ on prouve pour
chaque cas que (p1 — q), po — ¢ ...pn — ¢. On utilise ici le fait que (p; v
...pn) — qestéquivalenta (p; = Q) A...A(pn — q).

4.6. Preuve d’existence. Pour prouver 3xP(x) suffit d’exiber une valeur de x
qui satisfait P(x). Pour prover que VxP(x) il faut prouver qu’il n’existe pas de x
pour lequel P soit faux i.e. 73x—P(x).

4.7. Démonstration. On appelle démonstration (“argument” dans Johnsonbaugh)

une suite de proposition py,po,...,pn/ .. g oule symbole .- se lit "donc" ou "par
conséquent” et qui signifie que si py, ... p, sont vraies, alors g doit I'étre; I'ar-
gumentation démontre donc g sous les hypotheses py, ..., p, qui peuvent étre
des hypothése posées par celui qui veut prouver ou méme des axiomes. Une
preuve s’appuie en général sur des arguments types appelés regles d’inférence
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(et en limitant les regles admises, on peut changer les régles de la logique, ce
que font les logiciens et le philosophes):

Régle d’'inférence | Nom
p—q
p Modus ponens
c.q
p—q
q Modus tollens
SoTp
p—q
q—r Syllogisme hypothétique
p—T
pvqg
ap Syllogisme disjonctif
c.q
p
q Conjonction
S.PAG
N Addition
L.pvqg
qu Simplification

Chacune des régles d’inférence ci-dessus correspond a une tautologie, i.e. a une
proposition toujours vraie.

Tautologie Regle d’'inférence
(p—=qnrAp —q Modus ponens
(p—=qnrnnq)—p Modus tollens

((p—q)A(g—1)— (p— 1) | Syllogisme hypothétique

(pvg Ap)—q Syllogisme disjonctif
PAg—PpNAg Conjonction
p—pvqg Addition

pAqg—Pp Simplification

Pour le quantificateur universel VxP(x) permet d’en déduire P(d) pour n'im-
porte quel élément d du domaine. Par contre 3xP(x) permet simplement de se
donner un dj tel que P(dy) et ce dy doit étre différent de toutes les constantes
qu’on a déja utilisé dans la preuve. D’autre part, si on a déja prouvé P(A) alors
on peut en déduire IxP(x).



5 METHODES DE PREUVES

Enfin (et méme si c’est sous-entendu, ¢a n'est pas du tout banal) si on a P(e)
pour une certaine expression e est si e = f (ou f est une autre expressions, par
exemple e est 2k, + 2k; et f est 2(k, + k), alors on peut déduire P(f) de P(e):
on peut toujours rempacler une valeur par une autre qui lui est égale.

5. I'INDUCTION MATHEMATIQUE

C’est une méthode de preuve pour des prédicats portant sur les entiers.

SiP(n) est tel que

(1) P(np) est vrai
(2) pourtour n = ny, P(n) - P(n+1)

alors P(n) est vrai pour tout n = ny.

Lentier ny est appelé la base (et aussi la preuve que P(ry) est vrai); le plus sou-
vent ng =0ou ng=1.

Quand fait-on des preuves par induction mathématique? Quelquefois on a sim-
plement découvert I'’énoncé P(n) plus ou moins expérimentalement et on n’ar-
rive pas a faire une preuve directe et on s’essaie par induction. On est aussi tres
souvent obligé de faire des preuves par induction pour démontrer des proprié-
tés de fonctions définies récursivement.

5.1. Exemple delafactorielle. Par exemple pour définir k! = kx (k—1)x...x2x1
sans petits points, on pose:

= 1 sik=0
ol kx (k=1 sik=1

Donc4!=4x3=4x3x21=4x3x2x11=4x3x2x1x0!=24,

On veut maintenant prouver que n! = 2"~! pour n = 1. Donc la base ici est
ny = 1. Bien sir le résultat est tout a fait évident mais faisons quand méme
I'exercice. On a que P(k) est n! = 2571 donc P(n) est n! = 2k~ et P(n+ 1) est
(n+D!=2"

base: On démontre P(1)i.e.quel!> 20: suffitde calculer; 1!'=1x0!=1=1;
20 =1,
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pas: On démontre que (n=1)AP(n) - P(n+1)

(5.1.1) n=1 n=1
(5.1.2) nl=2"1 P(n)
(5.1.3) n+l1=2

(5.1.4) (n+D)!=(n+1)n! carn+1=>1
(515 (m+1!=2x2"1 par (5.1.2) et (5.1.3)

(51.6) (n+1)=20m+b-1 P(n+1)

De fagon générale on y va a I'envers en posant P (k) comme étant k! > 2%~ puis
en écrivant P(n) qui est n! = 2" ! et P(n+1) qui est (n+1)! = 2"

5.2. Exemple de la progression géométrique. On veut montrer que

a(r"tl -1
(521 a+ar'+..+ar"= (—1)
r_

pour tout n = 0. Notons G(k) la somme de k termes et définissons correctement

G(k) récursivement:
a sik=0

G(k) = k .
ar*+G(k-1) sik=1

Une fois cette définition clairement posée, il devient naturel de vouloir utiliser
I'induction mathématiqaue pour démontrerI'égalité (5.2.1). Il faut montrer P(n)

. I a(rkl -1
pour n =0 out P(k) est par définition G(k) = — 1
a(r’™!-1)

base: Il faut prouver P(0) i.e. G(0) = = a. Mais G(0) est juste-

r—
ment a ce qui termine la preuve.

pas d'induction: On pose n >0 et P(n) etil faut en déduire P(n + 1):

(5.2.2) n=0 n=0

n+l _
23 Gz 1 P(n)
r—1
(5.2.4) Gn+1)=ar*'+Gm)
L oar"™t -1
+ T par (5.2.4) et (5.2.3)
a(r"t*-1)

r—1

car k=n+1=1par (5.2.2)
(5.2.5) G(n+1)=ar™

(5.2.6) G(n+1)= P(n+1) (apres simplification)
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La conclusion obtenue en derniéere ligne n’est autre que P(n + 1) a sa-
k+1
voir! G(k) = w pour k=n+1.

5.3. Invariant de boucle (pas fait en classe). Soit le pseudo code

i=1
fact = 1
while (i < n){
i =i+l
fact = fact * i

On veut montrer qu’en fin d’exécution (pour n = 1) on on a bien fact = n!; pour
cela, on démontre par induction qu’a chaque tour de boucle, apres I'affectation
fact=fact * i on a fact = i!. Quand on sort de la boucle, c’'est que i = n et
on a alors fact= n!. On dit que fact = i! est un invariant de boucle.

Notons k lavaleur dei avant d’entrer dans la boucle.

base: Si k=1 c’est qu'on n’est pas encore rentré dans la boucle et alors on
abien fact=i!car fact=1eti=1.

pas: Juste avant le tour de boucle on a par hypothése que i contient k
etfact contient k!. Uaffectationi = i+1 incrémenté i de1et i vaut
dont maintenant k + 1. Ensuite I'affectation fact = fact * i fait
que fact devient égal a k! x (k+1) = (k+1)!. Donc on a encore fact = i!
ala fin du tour de boucle. Cette égalité est laissée invariante par le corps
delaboucle et va donc rester vraie jusqu’a ce que I'on arréte de tourner.

Quand on sort de la boucle, comme déja dir, c’est que la condition i < n n’est
plus satisfaite et cela arrive quand i = n; on a alors fact = i! = n! et c’est gagné.
On vient de faire une preuve qu'un programme fait ce qu’on attendait de lui.

1 a(r'“'l -1 arn+2 _arn+1 ar"+1 —a a

1. En effet ar™*! + = + = =
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