La Transformée de Fourier Rapide (FFT)

1 La transformée

La tranformée de Fourier est une application qui transforme une fonction complexe en une autre.
Plus précisément, soit f : C — C une applications. La transformée de Fourier classique tranforme
fen g:C — C et est définie par

o(y) = / " f)ervdn

avec i = v/—1. La tranformée de Fourier sert en systemes linéaires, en optique, en probabilité, en
physique quantique, en équations différentielles, en traitement du signal etc. Elle a un analogue
discret, aussi utile dans ces méme domaines.

Soit a = [ag,...,an—1] et b = [by,...,by,_1] deux vecteurs dans C". Le vecteur b est la
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tranformée de Fourier de a, écrit b = Fla], sipour t =0,...,n—letw=e€"n ,

n—1 n—1
2mi
by = E azen St = E aswst
s=0 s=0

27i

olw=¢en =cos 27” + isin 27” est la n-iéme racine principale de I'unité.
Le vecteur a peut-étre interprété comme le vecteur des coefficients du polynéme a(z) = agz® +
ot ap_zl = Z?:_& asz®; le vecteur b a une interprétation semblable. Les coefficients by sont
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alors des valeurs de a(z) en z = e™» '. Il en résulte que les coefficients b; peuvent étre calculés avec
n—1 multiplications et n— 1 additions par la méthode de Horner (i.e. p(x) = poz®+...4+p,_12" ! =
ZZ:_& pst® =po+x(p1 +x(p2 + ... + (pn—2 + pn—1)). Donc b peut étre calculé a partir de a en
O(n?) multiplications et O(n?) additions. L’algorithme connu comme FFT, Fast Fourier Transform
permet de réduire ces nombres a O(nlgn).

L’algorithme repose sur le théoreme suivant, permettant le calcul de la transformée d’un vecteur

de longeur n a partir des tranformées de deux vecteurs de longeur 2

5
Théoréme 1.1 Soit n pair,
[bo,b1 ..., bn—1] = Flag,a1...,a,_1]
[co,c1, - - ,c%_l] = Flag,a2,...,a,—2]
[do,dy, ... ,d%,l] = Flai,as,...,an_1]

. 2mi
et soit w=-¢en . Alors on a
bt =+ wtdt et bt+% = Ct — wtdt

pourt=20,1,...,

N[3S
|
[



Démonstration: On a

21 2 z1 21
ﬂ 27”kt
i) kt
5 agge 2 = 5 agkwt et dt— a2k+1e 2 = E agk11w?

pour t =0,1,...,5 — 1.
Donc

n_1 n1 L 21

1)t
e +whdy = Z angth + ! g angw g a szkt + E a2k+1w (2k+ E asw®
k=0 k=0

et

2 g o oy
2kt t 2t _ 2k 2k+1
cp —w'dy = E agpw™ —w oW = Z agrw™"" — agppw Y
k=0 k=0 k=0 k=0
21 n-
Z gk 4 Z Ggp 1w DIHERHDE
k=0
n- 21
Z agkw k(t+3) 4 Z A2k+ 1w(2k+1 )t+3) = Za Wittz) = bt+2
n
parce que w" =1et w2 = —1. O

Le théoréme suggere un algorithme pour le cas de n = 2P. Si on représente les divisions par une
arborescence binaire, on obtient, par exemple pour n = §,

F[CLO, ai,az,as, a4, as, a67a7]

Flag, az, a4, ag) Flay,as,as,az]
F[ao, a4] F[ag, a6] F[al, CL5] F[ag, aﬂ
F[ao] F[a4] F[ag] F[a6] F[al] F[ag,] F[ag,] F[(I7]



En observant que Fc] = ¢ pour toute constante ¢ € C, un algorithme itératif n’est pas tres
difficile & obtenir: il suffit de suivre I'arborescence a ’envers, par niveau. L’observation suivante
permet une implantation plus efficace de l'algorithme. Soit a un vecteur dans C". Non seule-
ment peut-il étre interprété comme un polynéme a(z) = aoa: + .ot an 1 = ZZ:& asx?®, il peut

également étre lu comme deux polynomes de degré 5 (Z 0 asz® et Y o n asz®), ou bien quatre

. . i1 3-1 -1 -1 5
polynomes de degré & (3., asx®, Z; o asx®, 284 n Agx®, Z” an asz®) ou huit polynomes de
2

degré%(z oasszs_ﬂassz Zassz :‘masszs_% assz4onasszs3nas )

-1
Z:L m asz°) etc. Nous pouvons alors utiliser un méme tableau de longeur n pour representer les
=%

vecteurs de longuers 1 du départ, les vecteurs intermédiares et la solution finale.
L’exemple (abstrait) de n = 8 méne aux changements suivants.

ao | as |az | as | a1 | a5 [as]| ar

Flag, a4 | Flag,ae] | Flai,as] | Flas,af]

Flag, az, as, ag] Flay, a3, as, a7
Flag,a1,a2,a3,a4,as, ag, ar)

Pour un exemple concret, toujours avec n = 8, regardons a = [2,3,5,4,1,3,6,4]. On aura les
changements indiqués par les tableaux ci-dessous.

F[2,3,5,4,1,3,6,4]

2 1 5) 6 3 3 4 4
3 1 11 -1 6 0 8 0
14 1—1 -8 140 14 0 -2 0
28 1—¢ | -8—-2¢| 1414 0 1—4 | =8+2i | 1+

Le dernier tableau a été obtenu en applicant le théoreme trois fois, a partir de la premiere

ligne. La deuxiéme ligne provient de la premiere, via le théoreme, avec n = 2 et donc avec
w=e3 =cosE +isin 22” = —1,t =0 (la seule Valeure admise) et w' = w® = 1. La troisieme
provient de la deux1eme avecn =4, w = = T = cos ™ T + isin 2I = z t =0, 1 WO =1, w =i
Pour passer de la troisieme ligne a la derniere on met n=8 w=e %' = cos 2 4 isin 28” = Tz
t=0,1,2,3 et W =1, wlz%, w? =1, w3:%.

Pour comprendre comment le théoréeme s’applique, il est pratique de séparer les lignes et
d’indiquer les calculs. Avec I’exemple concret on obtient le dessin de la page suivante. La i-
eme ligne représente le contenu du tableau T'[0..n — 1] apres la i-eme itération. Sion ”1it” le dessin
du bas vers le haut, on voit les applications du théoreme (on divise-pour-régner); quand on ”1it” le



dessin du haut vers le bas, on voit le fonctionnement de ’algorithme itératif. Une chose a noter est
lordre des entrées sur la premiére ligne: afin d’avoir F'[2,3,5,4,1,3,6,4] a la fin, nous commengons
par [2][1][5][6][3][3][4][4]. Essayez de découvrir la clé de cet ordre (et de prouver que c’est la bonne)!
La page suivante donne un exemple abstrait pour n = 16

2 T 5 6 )5 8 J & 1]

5 [ 1 J[ 1 [ 1 ][ 6 [ 0 | 8§ [ 0

14 i 5 1+ ][ 1 0 = 0
I S S S e S S N T O B TS NN T




[ao | [as | aa ][ a1z ][ a2 |[aw|[a|[au|[an|[as][as|[as][as][an][ar]]as|

’ F[ao,ag] H F[a4,a12] H F[GQ,alo] H F[Gﬁ,&m] H F[al,ag] H F[a5,a13] H F[ag,an] H F[CL7,CL15] ‘

| Flao, as, ag, ax2] | | Flag, a, a10, a14] | | Fla1, a5, a9, a13] | | Flas, a7, a11, a15] |

’ Flao, az, as, ag, as, a10, a12, a14] ‘ ’ Flay, a3, a5, a7, a9, a11, a13, ais) ‘

’ Flag, a1, az, a3, a4, as, as, ar, as, ag, a0, a1, 12, a13, 14, a1s) \




On voit assez clairement maintenant comment il faut procéder. Sin = 2P et a € C", on
commence par un tableau 7'[0..n — 1] rempli par T'[i] = a,; ou p(i) = ip_1ip—1...ip pour i =
ig...1p—1, i; € {0,1} (c’est-a-dire, p(i) est I'écriture binaire renversée de i sur p blts) Apres, on
sult le dessin en utilisant deux variables X et Y pour les calculs intermédiares: on remplace les
entrées de T par de nouvelles valeurs. Les valeurs de w! sont calculées au début et stockées dans
un tableau Q[0..n — 1].

Premiere itération; le calcul des vecteurs de longueur 21

2me

o w=oc¢c2 :cos —i—zsmz’rz—l

21
e Q0] —uw’=1
[ ]

X —T[0], Y — QO)T[1], T[0] « X +VY, T[1] —« X - Y

X < T[, Y — QT3] T[2] — X+, T[3] — X - Y

X —Th-2,Y —QT[n—-1], Tn—2 —« X+Y, Tln—1 —« X -V

Deuxiéme itération, le calcul des vecteurs de longueur 22

e w=e¢e22 =Cos +zsm3§—z

o Q0] — W’ =1;Q[1] «—w! =i
X «—T[0], Y« Q[0]T[2], T[0] «~ X +VY, T[2] «~ X - Y
X T[], Y —Q[OT[3], T[] — X +Y, T[3] —« X -V
X — T[], Y — QT[6], T[4 — X +Y, T[6] — X -V
X «—T[5, Y« QUT[7], T[5] «— X +Y, T[7) < X -Y

X—Tn—-4,Y < Q0Tn-2], Tn—4] —X+Y, Tn—-2] —X-Y

X—Th-3,Y —QUTn-1], Tln—3 —X+Y, Tln—1 —« X -Y

k-eme itération, le calcul des vecteurs de longueur 2%

27

o w=¢e¢2F —cos —1—2511127r

2k



e Qj] —wi=1,j=0,...,21 -1

X —T[0], Y < Q[O]T[2* ], T[0] = X +V, T[2"] —~ X - Y

X —TN], Y — QT2 +1], T[] = X +V, T2* 1 +1] — X -V
X T2, Y —QUT[2" 1 +2, T[2] — X +V, T2" 1 +2] — X -V
XT3, Y —QUTRF1t+3], T3] « X +VY, T2 1 +3] —« X - Y

X —Th-2" YR —1|Tn 21, Tn-2" —« X +Y, Tln -2 X -V

X—Tn-21—1], Y — Q2" YT [n—-1), Tn -2 1]« X+Y, Tln—1] < X -Y

Pour revenir a notre exemple, on fait les calculs suivants.

2mi

l.k=1: weetl =cosZ +isinZ = —1; Q0] — 1 et
e Flap, a4] est calculée par
X—T0=2,Y < QOT[1]=1, T0] - X+Y =3, T[]~ X -Y =1
e Flag,ag] est calculée par
X T2 =5 Y — QT3] =6, T[2] — X +Y =11, T[3] — X Y = —1
e Flai,as] est calculée par
X —TA =3 Y — QT[] =3, T[4 — X +Y =6, T[5] — X —Y =0
e Flas,ar| est calculée par
X —T[6) =4, Y — QOT[7) =4, T[6] — X +Y =8, T[7] —« X -V =0
2. k=2: weez =cos & +isin & =4; Q0] «— 1, Q1] « i et
e Flag,as, a4, aq) est calculée par
X —T0]=3 Y —QT[2] =11, T[0] — X +Y =14, T[2] — X -V = —8
X—T=1,Y —QT3l=—i, T[] X +Y=1—4, T3] — X -Y =141
e Flai,as,as,ar] est calculée par
X T[4 =6, Y — QT[6] =8, T[4] — X +Y =14, T[6] — X —Y = —2

X —Tp=0,Y — QI =0, T[7] =« X+Y =0, T[7] = X - Y =0



3. k=3: w&e%:cos%ﬁ+isin%”:%; Q[0] « 1, Q[l]e%, Q[2] « i, Q[3]<—%et

4. Flag,a1,a2,a3,a4,as,a6,a7] est calculée par
X —T[0] =14, Y « Q[0]T[4] = 14, T[0] — X +Y =28, T[4] — X —Y =0

X —TAl=1—i, Y = QTP =0, TN —« X +Y =1—i, Tl — X —Y =1—i
X T2 =-8 Y —Q2T[6] = -2, T2 — X +Y =-8—2i, T[6] — X —Y = —8+2i
X —TRl=1+i, Y — QBT[] =0, TR« X +Y =144, THl — X —Y =1+i

L’algorithme général peut étre écrit comme ceci (étant donné le vecteur a = [ag, . .., an—1] avec
n = 2P).

Algorithme 1.1 1. pour j =0...n — 1 faire T[j] < a,

2mi

2. Q0] —1, we—en
3. pour c=2...5 — 1 faire Q|c] « Q[c — 1]Q[1]
4. pour k=1...p faire

(a) m « 2F
(b) pourv=0...2% —1 faire
i. pour j=0...5 —1 faire
A X —Tlm+j], Y — Q2| Tlom+j + 2]
B. Tlvm+jl— X +Y, Tlom+j+ 3] - X =Y

5. pour j =0,...,n—1 faire b; — Tj]
Exercise 1.1 Prouvez que la complezité de cet algorithme est dans O(nlgn)

L’ordre dans lequel on met les a; dans 7" au départ semble étrange. Prouvons que c’est le
bon, c’est-a-dire, prouvons que a; doit aller dans T}, ;y ot pp(j) = Jp-1---jJo et j = jo...jp-1
en binaire, avec n = 2P. Ecrivons 2p,(j) pour deux fois p,(j), i.e., jp—1...700, et, dans la méme
logique, 2p,j + 1 pour j,—1...jol.

Théoréme 1.2 Si, dans l'algorithme 1.1, T[j] < ap,(j) alors, apres la p-eme itération, l’algorithme
produit T[j] = b; tel que [bo, ..., baw_1] = Flao,...,aw_1]

Démonstration: Le théoreme est évidemment vrai pour p = 0 (pourquoi?). Supposons la
propriété vraie pour p et prouvons la pour p + 1.

Par le théoreme 1.1, Flao,...,ap+1_1] est obtenu & la (p + 1)-éme itération de 'algorithme
a partir de Flag, a2, a4, ...,Q2%, ..., aop+1_o| €t Flai,as,as,...,a2%+1,...,a+1_1], POUrvu que ces
dernieres soient calculées correctemment. Soit Ty et 17 les tableaux permettant les calculs de
Flag,as,a4,...,a0K,...,apw+1_o) et de Flai,as,as,...,a2%+1,-..,agp+1_1]. Par ’hypothese d’induction,
on a

Tolj] = azp, () et Tilj] = agp,(j)+1-

8



(Ezercise: vérifiez ceci!)
Soit T le tableau obtenu par la concatenation de Ty et T1, i.e. soit T[j| = To[j] pour j =
0,...,2°P — 1 et T[j] = T1[j — 2P] pour j = 2P,...,2P*1 — 1. On a alors

T[j] = azp,(j)y = @p,s.(j) POUT j =0,...,2P =1

et
T[] = 20, (j))41 = Gp,q(j) POUr J = 2P, oPtl 1

Il est - ou il doit étre - clair qu’en commengant par 7', I'algorithme va trouver Flag,...,an—1]. O

2 La transformée inverse

Il est peut-étre surprennant qu’essentiellement le méme algorithme calcule la transformée de Fourier
inverse. Tout devient clair dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 Soit

n—1 n—1
1 _2mi 1 _
aSZgEbte nSt:Eg byw ™St
t=0 t=0

pour s =0,...,n—1. Alors
[bo, bl, e ,bnfl] = F[ao,al, ey an,l].
Démonstration: Soit ¢y la k-éme coordonée de Flag,aq,...,a,—1]. Alors
n—1 1n—1 s s n—1 ln—l s
P = —=tsty sk — ts(k—t)
p=2 (D e e =S () e )b
s=0 t=0 t=0 5=0
et il suffira de prouver que
-1
ln o s(kt) _ 1 pour k=t
(o 0 pour k#t
s=

pour que le théoréme soit démontré. Pour k = t 1’égalité est évidente; regardons alors le cas k # t.
27
Dans ce cas z = e n F Y £ 1 et

n—1
(z—l)Zzs:z”—lzo
s=0
ce qui signifie que ZZ:_OI z® = 0 et la preuve est terminée. O
Pour calculer F~1[bg, by ...,b,_1] = [ao,a1 . ..,an_1] on se sert de algorithme FFT 1.1 avec les
changements suivants:
o T[j] < by dans l'initialisation
o Q1] — e pour calculer les w?



o a; — 1775 en sortie

Pour voir que ces changements suffisent (et sont nécessaires) on peut prouver un théoreme qui
ressemble au Théoreme 1.1. Il est également possible de regarder les opérations inverses dans
I'algorithme FFT et comprendre comment interviennent les changements indiqués, toujours avec
la supposition que n = 27,

Exercise 2.1 Pourqgoui la restriction n = 2P n’en est pas une?

3 Un exemple

Soit A(x) = Y i_gaix’, B(x) = Y5_obja! et O(z) = A(z)B(z). Alors

r+s
C@)ZE:%ﬁta %::E:aﬁﬁpmwkzuuwr+&
k=0 i+j=k

Chaque ¢ peut étre calculé avec (r + 1)(s + 1) multiplications et rs additions. Une maniere
plus rapide est de remplir A et B de zéros pour que les degrés deviennent des puissances de 2 et
de passer par la Tranformée de Fourier rapide.

Soit n = 21180 +9)1 et soit

n—1 n—1 n—1
Az) = Z a;r;, B(r)= Z bjzj, C(z)= Z CLTk
=0 j=0 k=0

avec ¢, = b; = a; =0 pour k > r+s,5 > 5,1 > r. Soit

[CLZ;, 7an71] = F[a07 7an—1]
[bs’ . 7b;‘;—1] = F[b()a 7bn—1]
[CS, 76:171] = F[Co, 7Cn—1]

et soit z = e » . Alors, par définition,

ai = A(Z%), bp = B(") et ¢t =C(z")

et on note que c; = ajby, parce qu’il s’agit d'une valeur d'u polynéme évalué a 2F de deux

fagons différentes. Donc pour calculer A(xz)B(x), on trouve cy, ..., c,—1 en calculant
e [af,...,a;,_;] =a* a partir de [ag, ..., an—1] (FFT)
o [b5,...,b;_;] =b* a partir de [bo, ..., bp—1] (FFT)
o [¢},...,c,_1] =c" a partir de a* et b* (c; = aiby)
e [co,...,cn—1] & partir de [cf, ..., ¢} _4] (FFT inverse)

Tout ceci prends n + 3% lgn multiplications et 3nlgn additions. Puisque n < 2(r + s),
I’amélioration est considérable quand la somme r + s est assez grande.

10



4 Les racines

Une racine n-éme principale d ['unité est w = e = cos(%) + isin(%”). Elle est principale parce

que toutes les autres racines n-eme de 'unité sont obtenues comme des puissances de w. Voici un
petit tableau pour les petites puissnaces de 2:

27

o n—=2 w=en = —1
en—4 w:e%:i
e n=16 w:e%:\h;ﬂ—ki\/z;ﬁ
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