
Soit R la récurrence
∑k

i=0 aitn−i = 0. Son polynôme caractéristique est p(x) =
∑k

i=0 aix
k−i.

Ce polynôme a k racines ri, i = 1, . . . , k, par le théorème fondamental de l’algèbre, et peut
être écrit p(x) =

∏k
i=1(x− ri). Supposons que r soit une racine de p(x)de multiplicité m. Si

on met

q(x) =
k∏

i=1
ri 6=r

(x− ri),

on a que p(x) = (x− r)mq(x). Soit p′(x) = dp(x)
dx

la dérivée de p(x). On a

p′(x) =
k∑

i=0

ai(k−i)xk−i−1 = m(x−r)m−1q(x)+(x−r)mq′(x) = (x−r)m−1[mq(x)+(x−r)q′(x)]

et on observe facilement que p(r) = 0. En fait, il est facile de voir, par induction, que la
i-ème dérivée p(i)(x) de p(x) vérifie la même propriété pour i = 0, . . . ,m− 1 : p(i)(r) = 0. Il
suffit de définir

1. p(0)(x) = p(x), q0(x) = q(x)

2. p(i)(x) = (p(i−1)(x))′, qi(x) = [(m− i + 1)qi−1 + (x− r)q′i−1(x)]

Alors évidemment pi(r) = 0 car

p(i)(x) = (m− i + 1)(x− r)m−iqi−1(x) + (x− r)m−i+1q′i−1(x) = (x− r)m−iqi(x)

Soit maintenant n ∈ N. On peut alors définir

1. u0(x) = xn−kp(x) =
∑k

i=0 aix
n−i

2. us(x) = xu′
s−1(x) pour s = 1, . . . ,m− 1

et prouver, par récurrence, que pourtout s = 0, 1, . . . ,m − 1,et i = 0, . . . , s il existe des
fonctions fs,i(x) telles que

us(x) =
s∑

i=0

fs,i(x)p(i)(x).

Ceci est évidemment vrai pour s = 0, avec f0,0 = xn−k et si c’est vrai pour s, alors

us(x) = xu′
s−1(x) = x[

s−1∑
i=0

fs−1,i(x)p(i)(x)]′ = x[
s−1∑
i=0

[f ′
s−1,i(x)p(i)(x) + fs−1,i(x)p(i+1)(x)]

et alors

us(x) =
s−1∑
i=0

[xf ′
s−1,i(x)p(i)(x) + xfs−1,i(x)p(i+1)(x)] =

s∑
i=0

fs,i(x)p(i)(x)
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où fs,i(x) = xf ′
s−1,i(x) + xfs−1,i−1(x) pour i = 0, . . . , s− 1 et fs,s(x) = xfs−1,s−1(x).

Il en découle que us(r) = 0 car les p(j)(r) = 0 popur j = 0, . . . ,m− 1 et on conclut que
tn = nsrn est une solution à notre récurrence R parce que

us(x) =
k∑

i=0

ai(n− i)sxn−i

comme on peut facilement voir par induction.

On a alors une (!) solution générale de R de la forme

tn =
m−1∑
j=0

cjn
jrn

si on ne considère que la racine r. Il est maintenant facile de généraliser : si p(x) a s racines
distinctes r1, . . . , rs, ri de multiplicité mi, alors elles donnent chacune une solution

tin =

mi−1∑
j=0

cijn
jrn

i

et celles-ci donnent la solution générale à R

tn =
s∑

i=0

mi−1∑
j=0

cijn
jrn

i .
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