Soit R la récurrence Ef:o a;t,—; = 0. Son polynome caractéristique est p(z) = Zf:o a;zkt
Ce polynome a k racines r;, ¢ = 1,...,k, par le théoréeme fondamental de I’algebre, et peut
étre écrit p(z) = Hle(x — ;). Supposons que r soit une racine de p(x)de multiplicité m. Si
on met

k
p'(z) = Z a;(k—i)2" " = m(a—r)""q(2)+(@—r)"¢ (v) = (x=r)"" [mg(z)+(z-r)¢ ()]

et on observe facilement que p(r) = 0. En fait, il est facile de voir, par induction, que la
i-eme dérivée p¥(x) de p(x) vérifie la méme propriété pour i = 0,...,m —1: p@(r) =0. 1l
suffit de définir

L px) = p(x), qolz) = q(z)
2. p(z) = (p"(2)), ¢(z)=[(m—i+Dg_1+ (x—71)¢_,(z)]
Alors évidemment p(r) = 0 car

p(@) = (m—i+ (@ —7)" g (@) + (z = )" g (2) = (w = )" gi(x)

Soit maintenant n € N. On peut alors définir
1. up(x) = 2" Fp(z) = Zf:o a;x" !
2. ug(x) =zu,_(x)pour s=1,....,m—1

et prouver, par récurrence, que pourtout s = 0,1,...,m — l.et © = 0,...,s il existe des
fonctions f;(x) telles que
S
= foala)p?
i=0

Ceci est évidemment vrai pour s = 0, avec fyo = 2" et si c’est vrai pour s, alors

) = (@) = 2l Foona @O @) = 2lY 1 PO + i)
et alors
) = laflo (O0) + o V@] = Sl



ou foi(x) =afl_i;(x) +oferia(x) pouri=0,...,5 —let fo,(x) =2fi 1 1(2).
Il en découle que uy(r) = 0 car les p¥)(r) = 0 popur j = 0,...,m — 1 et on conclut que
t, = n°r™ est une solution a notre récurrence R parce que

k

us(z) = Z ai(n —i)*z™ "

i=0
comme on peut facilement voir par induction.

On a alors une (!) solution générale de R de la forme

si on ne considere que la racine r. Il est maintenant facile de généraliser : si p(x) a s racines
distinctes r, ..., rs, r; de multiplicité m;, alors elles donnent chacune une solution

m;—1

T o Jaan
t, = E Ciin’'T;
j=0

et celles-ci donnent la solution générale a R

s m;—1

_E:E: Jpn
t, = Cin’ Ty

i=0 j=0



