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Rendu avec l’intégration Monte Carlo 

• Nous venons d’étudier: 
1. Comment plusieurs problème de rendu peuvent être formuler avec des 

intégrales de hautes dimensions 

2. Comment résoudre ces types d’intégrales avec l’intégration Monte Carlo 
 

• Ce qui suit sont des exemples d’application d’intégration Monte Carlo 
à quelques problèmes d’intégration en rendu réaliste: 
– Ambient occlusion 

– Reflection occlusion 

– Shading avec les sources de lumières réalistes et complexes  

 



• L’équation de rendu peut être utilisé pour simuler tous les effets 
d’illuminations réalistes (sur les surfaces) 

 

 

 

 

 
 

• Souvent nous sommes seulement intéressés en quelques effets 
spécifiques, au lieu de tous les effets d’illumination globale réalistes: 
• seulement les ombres doux,  

• seulement la réflexion Lambertienne,  

• seulement les lumières ponctuelles, etc… 

Survol de divers utilisations de l’équation de rendu 

 
 

 

 



• Nous pouvons appliquer nos suppositions pour simplifier l’équation 

• Par exemple si on suppose que: 
• il y a aucun illumination globale, 

• seulement les sources de lumières ont une profile d’émission, et 

• on effectue seulement la réflexion Lambertienne 

 

      devient 

 

• si on suppose de plus qu’il y a une seule lumière directionnelle avec 
intensité 1 à direction   

 

 
 

Survol de divers utilisations de l’équation de rendu 



• Considère le prochain scénario: on veut déterminer le shading d’une 
scène composée complètement des objets diffus (tous avec 

) grâce à l’illumination directe du ciel 
• ici on traite le ciel comme une source sphérique à distance infini de tous les 

points  avec une profile d’émission de  
 

 

 

 

 
 
 

 

Exemple 1: Ambient Occlusion 

 

• On va calculer cette intégrale avec 
un estimateur Monte Carlo (où 
plusieurs différents estimateurs) 



• On écrit l’estimateur Monte Carlo (avec une pdf générale) pour 

 

 

comme 

 

 

 
 
 

 

Exemple 1: Ambient Occlusion 

 



 

 

• Et maintenant, comme avec tous les estimateur Monte Carlo, le 
problème se réduit à: 

• choisir , et 

• distribuer les échantillons aléatoires   selon cette pdf 
 

• On va discuter trois choix de , comment distribuer 
les échantillons selon ces pdfs, et l’effet sur la 
convergence/variance de nos estimateurs 
– Rappelez-vous que un but pendant l’intégration Monte Carlo est 

de réduire la variance de nos estimateurs en utilisant des 
techniques comme ex: stratification, importance sampling, etc. 

 
 

Exemple 1: Ambient Occlusion 

 



 

 

• Comme l’exemple en 1D la semaine dernière on peut 
commencer avec le choix de pdf le plus simple: une 
distribution uniforme 

• Dans le cas 1D on avait  mais 

maintenant nous échantillons les directions sur  

• cela correspond à échantillonner les points sur une sphère de rayon = 1 

• Alors pour distribuer nos échantillons uniformement sur la surface 

de la sphère on aura   

Ambient Occlusion – Estimateur 1 
(pdf = direction sphérique uniforme) 



• Étant donné que nos équations de rendu contiennent des fonctions 
paramétrisés sur , nous réviserons brièvement comment 
représenter et effectuer des calcul analytique dans cette domaine 
 

• Plusieurs paramétrisations mathématiques* existent pour représenter 
les points sur la surface d’une sphère 
• Voici une représentation souvent utilisé: 

 
 

 où  
 

 
 

 

 

 

En passant: 
géométrie et intégration sur la sphère (avec rayon = 1)  



 

 

• Alors avec une pdf uniforme sur la sphère on avait: 
 

 

 

 

• Notre estimateur pour , avec une pdf uniforme, devient: 
 

 

et on a seulement à déterminer comment générer ces échantillons… 

 

Ambient Occlusion – Estimateur 1 
(pdf = direction sphérique uniforme) 



 

 

• Comment générer les  avec une distribution uniforme sur 
la sphère? 

 

• Méthode 1: je vous explique beaucoup de maths 
supplémentaires. 

 

• Ou... 

Ambient Occlusion – Estimateur 1 
(pdf = direction sphérique uniforme) 



 

•  Méthode 2: on demande Google 

Ambient Occlusion – Estimateur 1 
(pdf = direction sphérique uniforme) 



 

 

• Et on voit que: 
• au lieu de générer deux points aléatoires uniformément entre 

 selon: 

 = M_PI * rand(); 

   = 2 * M_PI * rand(); 

• on doit effectivement utiliser cette formulation: 

 = acos( 1 – 2 * rand() ); 

   = 2 * M_PI * rand(); 

Ambient Occlusion – Estimateur 1 
(pdf = direction sphérique uniforme) 



 

• Donc, en résumé, on a défini notre première estimateur 
Monte Carlo pour l’ambient occlusion en: 
1. Choisissant une pdf uniforme sur la surface de la sphère: 

 

2. Générant des échantillons  selon cette distribution: 

 = acos( 1 – 2 * rand() ); 

   = 2 * M_PI * rand(); 

3. Calculant notre valeur d’ambient occlusion: 
 

 

Ambient Occlusion – Estimateur 1 
(pdf = direction sphérique uniforme) 



 

• Résultats (utilisant le rand()de stdlib.h): 

Ambient Occlusion – Estimateur 1 
(pdf = direction sphérique uniforme) 

   



 

• Rappelez-vous qu’un des buts d’intégration Monte Carlo est 
de réduire la variance de l’estimateur 
• Un moyen de réduire la variance est d’utiliser une pdf qui distribue 

nos échantillons selon la forme de notre intégrande 

 

 

 

 

• Présentement, notre intégrande est  mais 

notre pdf est  

Ambient Occlusion:  
y-a-t’il des estimateurs plus efficaces? 

 



 

• Si nous fixons  et nous ignorons la visibilité nous 
pouvons étudier l’intégrande et la pdf en manière visuelle: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Clairement cette pdf n’est pas optimale 

Ambient Occlusion: réduire la variance 

! 

 

 

    



 

• Nous pouvons améliorer notre estimateur en éliminant la 
distribution des échantillons où  est 0 
• ces régions contribue rien à notre intégrale finale! 

• la nouvelle distribution est uniforme sur l’hémisphère autour de la 

normale  avec une  

• On génère nos échantillons  selon cette pdf avec:

 = acos( sqrt( rand() ) ); 

  = 2 * M_PI * rand(); 

 if( dot( , ) > 0) accepter; 

 else rejeter; 

• Notre nouveau estimateur est: 
 

 

Ambient Occlusion – Estimateur 2 
(pdf = direction hémisphérique uniforme) 

 

 



 

• Résultats avec la nouvelle pdf et le nouveau estimateur: 

Ambient Occlusion – Estimateur 2 
(pdf = direction hemisphérique uniforme) 

   



 

• Même les petites modifications qu’on vient d’appliquer dans le 
deuxième estimateur ont améliorés nos résultats 

• On peut encore améliorer (réduire) la variance de notre estimateur: 
• Si on continue d’ignorer la visibilité nous savons exactement la forme de notre 

intégrande, , et nous pouvons adapter notre pdf pour 

distribuer les échantillons exactement selon cette intégrande 

 

 

 

 

 

 

 

Ambient Occlusion:  
réduire la variance encore plus 
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• Donc, on peut suivre les 3 étapes standards: 

1. Choisi pdf :  

2. Génère les échantillons  selon cette distribution: 

 

Ambient Occlusion – Estimateur 3 
(pdf = distribution hémisphérique + cosinus autour de la normale) 



 

• Donc, on peut suivre les 3 étapes standards: 

1. Choisi pdf :  

2. Génère les échantillons  selon cette distribution: 

 = acos( sqrt( rand() ) ); 

   = 2 * M_PI * rand(); 

  effectue une rotation du point autour de ; 

3. Calcul de notre valeur d’ambient occlusion: 
 

 

 

Ambient Occlusion – Estimateur 3 
(pdf = distribution hémisphérique + cosinus autour de la normale) 



 

• Résultats avec la nouvelle pdf et le nouveau estimateur: 

Ambient Occlusion – Estimateur 2 
(pdf = distribution hémisphérique + cosinus autour de la normale) 

   



 

• Si on distribue nos échantillons parfaitement selon le cosinus clampé, 
pourquoi y-a-t’il encore de bruit dans nos images? 

• C’est à cause de la visibilité! N’oublie-pas que nous avons ignoré le 
terme de visibilité dans notre intégrande. En réalité: 

 

 

 

 

 

 

• Si on pourrais déterminer une fonction d’importance sampling
parfaite, combien d’échantillons est-ce qu’on aura besoin pour 
résoudre notre intégrale? 

 

Ambient Occlusion:  
qu’est-ce qui cause la variance (bruit) résiduelle? 

devient devient

  

quand on inclue  
l’effet de la visibilité


