1. (25 points)
a. Voici le modele de programmation lin€aire pour ce probléme de flot a coft

minimum :
min Z = 4x4c + 6x4p + x84+ 2x8c + 5x8E + 3xcp + SxcE
+Xx4c +X4D — XBA =50
+ XB4 + XBC + XBE =80
— X4c — XBC +xcp +xce =0
— X4D — Xcp =-70
— XBE —xce =-60

x4p <40, x8e < 40

xac 2 0,x4p0 2 0, x84 2 0, x8c 2 0, x82 2 0, xcp 2 0, xc6 2 0

b. Voir le fichier Devoir3 1b.xls

Devoir3_1b

De A
A D
B E
A C
B A
B C
C D
C E

Min

Coit

total

Coit Flot Noms
Flot Capacité unitaire Sommets net Offre/demande d'intervalles Cellules
40 |[<= 40 6 A 50 = 50 De B4:B10
40 |[<= 40 5 B 80 = 80 A C4:C10
10 4 C 0 = 0 Flot D4:D10
0 1 D -70 = -70 Capacité F4:F5
40 2 E -60 = -60 Co0t_unitaire G4:G10
30 B Sommets 14:18
20 5 Flot_net J4:J8
Offre/demande  L4:L8
750 Colt_total D12
Cellule cible (Min)
Cellule Nom Valeur initiale  Valeur finale
$D$12  Coit_total 0 750
Cellules variables
Cellule Nom Valeur initiale  Valeur finale
$D%4 D Flot 0 40
$D$5 E Flot 0 40
$D$6 C Flot 0 10
$D$7 A Flot 0 0
$D$8 C Flot 0 40
$D$9 D Flot 0 30
$D$10  E Flot 0 20
Contraintes
Cellule Nom Valeur Formule Etat Marge
$J%4 A Flot net 50 $J$4=3L%4 Non lié 0
$J$5 B Flot net 80 $J$5=$L%5 Non lié 0
$J$6 C Flot net 0 $J$6=3L%6 Non lié 0
$J$7 D Flot net =70 $J$7=5L37 Non lig 0
$J$8 E Flot net -60 $J$8=5L38 Non lig 0
$D%4 D Flot 40 $D$4<=$F$4 Lié 0
$D$5 E Flot 40 $D$5<=$F$5 Lié 0




Puisque (A,D) est travers¢é en sens inverse, on a x,, =40. Puisque

X, +Xo =70, on a x., =30. Puisque (B,E) est hors-base, on a x,, =0.

Puisque x,, +x., =60, on a x. =60. Puisque (B,C) est hors-base, on a

Xpe =0, dou  x,. =x. +Xp —Xz=30+60-0=90.

Xp, =50+x,,+x,,=-50+40+90=80.
La solution de base intiale est représentée par le graphe suivant :

[10] F30]

)] e 0)

The initial flow for AC = 30
The initial flow for BA= |30
The initial flow for CD = [30

The initial flow for CE= 50 |

Itération 1

Si (B,C) entrait dans la base, on obtiendrait le cycle BCAB, et I’objectif

Enfin,

aD: 4
BE: 4

Rest:

on

a

diminuerait de 3 pour une augmentation d’une unité de flot le long de ce cycle :

(0] 30

8 2

Suppose arc BC with B is added to the feasible spanning tree. The above network shows nextto
each arc the resulting incremental flow and the cast per unit flow

When 8 = 1, the resulting overall increment in total cost {Z) is:
AZ=4+241=73

AD:
BE: .

Rest



Si (B,E) entrait dans la base, on obtiendrait le cycle BECAB, et I’objectif
diminuerait de 5 pour une augmentation d’une unite de flot le long de ce cycle :
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Suppose arc BE with 8 is added to the feasible spanning tree. The above network shows nextto
each arc the resulting incremental flowe and the cost per unit flow.

When 8 = 1, the resulting overall increment in total cost (£) is:
AZ=+5541=-5

Si (D,A) entrait dans la base, on obtiendrait le cycle DACD, et 1’objectif
augmenterait de 1 pour une augmentation d’une unité de flot le long de ce
cycle :

L
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Suppose arc DA with B is added to the feasible spanning tree, The ahove network shows next to
each arc the resulting incremental flow and the cost per unit flow,

When 8 = 1, the resulting overall increment in total cost (Z) is:
AZ=6+4+3=1



L’arc qui entre dans la base est donc (B,E). Déterminons maintenant I’arc
qui sortira de la base, en utilisant le schéma suivant :

Capac/
aD: 40
BE: 40
P o N e e N e S W0 e Rest: |
(o [F30]
8-
A
e
80-8) #7 {(50-8)
T
Jor
B oo M8 . R, E
[0 [F60]

Please select a leaving basic arc and enter the value of the incremental flow 8.

Leaving hasic arc: [BE | o= [a] |

Le flot sur (B,E) peut augmenter de 40, la capacité de 1’arc.

Le flot sur (C,E) peut diminuer de 60, le flot sur I’arc.

Le flot sur (A,C) peut diminuer de 90, le flot sur 1’arc.

Le flot sur (B,A) peut diminuer de 80, le flot sur I’arc.

Le flot augmentera donc de 40 unités le long du cycle, et I’arc (B,E) sort
de la base, devenant un arc hors-base a capacité. Il faut donc renverser cet
arc et on obtient alors la solution de base suivante a la fin de l’itg'ration l:

[10] [-30]
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This completes an iteration. The hasic arcs for the new feasible spanning tree are the solid arrows
shown above. The nonbasic arcs are the dashed arrows above. The flows for the new feasible solution
are given next to the arcs. Press the NEXT hutton to have the cormputer perform the calculations
needed to apply the optimality test and {if necessany) select the next entering basic arc



Iteration 2

Afin de déterminer si la solution est optimale, et dans la négative 1’arc qui
entrera dans la base, les variations de 1’objectif sont calculées pour chaque
arc hors-base :

o P S I e s S S Wyooe
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Is the current feasible solution optimal? _ﬂ_ |

L’arc qui entre dans la base est (B,C). Déterminons maintenant 1’arc qui
sortira de la base, en utilisant le schéma suivant :

reapen
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Please select a leaving basic arc and enter the value of the incremental flow 0 .

Leaving hasic arc: 'Biﬂli 8= 40_

Le flot sur (B,C) peut augmenter indéfiniment.
Le flot sur (A,C) peut diminuer de 50, le flot sur I’arc.
Le flot sur (B,A) peut diminuer de 40, le flot sur I’arc.



Le flot augmentera donc de 40 unités le long du cycle et I’arc (B,A) sort de
la base, devenant un arc hors-base a flot nul. On obtient alors la solution
de base suivante a la fin de I’itération 2 :
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This completes an teration. The hasic arcs for the new feasible spanning tree are the solid arrows
shown above. The nonbasic arcs are the dashed arrows above. The flows for the new feasible solution
are given next to the arcs. Press the MEXT button to have the computer perform the calculations
needed to apply the optimality test and {if necessary) select the next entering basic arc:

Itération 3

Afin de déterminer si la solution est optimale, et dans la négative 1’arc qui
entrera dans la base, les variations de 1’objectif sont calculées pour chaque
arc hors-base :
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Puisque les variations de 1’objectif sont toutes positives, la solution de
base courante est optimale. Il faut maintenant retrouver la solution du
probléme original en renversant les arcs hors-base a capacité, ici (D,A) et
(E.B):

vapas
AD: 40
BE: 40

. _ LA ___ [ o Rest: I

[5ap 7o)
: 10}
A

[80] [60]

Shown above is the optinral solution including the flows through all of the original arcs.

Total Cost: Z=750.0

2. (25 points)
a. Variables
x; =nombre d’unités du produit Pi a fabriquer d’ici une semaine, i = 1,2
Objectif
max Z =130x, +150x,
Contraintes
3,2x, +2,4x, <16
2x, +3x, <15
x,,X, = 0 et entiers

b. Le domaine réalisable correspond a I’ensemble des points entiers inclus dans le
polytope défini par les contraintes du modele :



'E:= ,xﬂ-.t 150 | %2 -
J[ peete | [t [v] o Jxrsl |wefe[v]fo

1) 2x1+ 3x2<=15
(2} 4x1+ 3x2e=20

I1 est facile de vérifier graphiquement qu’en ajoutant la contrainte x, +x, <5,
on élimine aucun point entier a I’intérieur de ce polytope :
i Jxef Jeefe|e]l

() 2x1 +3x2<=15
2) 4x1+ 3x2<=20
@ x1+ x2<=5




Si on résout ce nouveau modele, pour lequel tous les points extrémes du
domaine réalisable sont entiers, on obtiendra nécessairement la solution
optimale du modele de programmation en nombres entiers :

Objective Function: [Max =7~ [130 =1+ 1_50 | w2
Constraint | add || Delete |1 || o [x1+fs [wefe|v|o
Note: 2
The number of constraints B

can’t be more than 5
Subject to:
®1>=0,%2>=0

(1) 2x1+ 3x2<=15
2) 4x1+ 3x2<=20
3@ 1+ x2<=5

| Somve | Reset I

Z=750 with ®1=0,%2=5

La solution optimale est donc x, = 0,x, =5 et la valeur optimale est Z =750 .
c. Lorsqu’on résout la relaxation PL du modéle en a, on obtient :
Ohjective Function:

ax[+|z= 30 [x1+fi50 |x2

| aga || oeete |1 || 0 Jx+fo _Ix2<_=_v11i:0_

Constraint

Hote: w2
The number of constraints d
can't be more than 5
Subject to:
#1»=0,x2>=0

) 2x%1+ 3x2<=15
(2) 4x%1+ 3x2<=20

T —
| Sole || Reset

Z=825 with ®x1=2,5,%2=333

La solution optimale de la relaxation PL est donc x, = 2,5,x, = 3% et la valeur

optimale est Z =825.
En utilisant la technique d’arrondissement, on identifie quatre solutions entieres
les plus pres de cette solution :

Solution Réalisable? Valeur
(2,3) oui 710
(2,4) non -
(3,3) non -
(3,4) non -




La seule solution entic¢re réalisable obtenue par la technique d’arrondissement
est (2,3) qui n’est pas optimale, puisque sa valeur est 710 < 750, qui est la
valeur au point réalisable (0,5).



d. Voir le fichier Devoir3 2d.xls

Devoir3_2d
Produit P1 Produit P2 Noms d'intervalles Cellules
Profit/unité 130 $ 150 $ Unités_fabriquées C12:D12
Heures Heures Heures_disponibles G7:G8
Temps de production/unité (h) utilisées disponibles Heures_utilisées E7:E8
Usine U1 3,2 2,4 12 <= 16 Temps_production ~ C7:D8
Usine U2 2 3 15 <= 15 Profit_unité C4:D4
Profit_total G12
Produit P1 Produit P2 Profit total
Unités
fabriquées 0 5 Max 750 $

Cellule cible (Max)
Cellule Nom Valeur initiale Valeur finale
$G$11  Profit_total 0% 750 $

Cellules variables

Cellule Nom Valeur initiale Valeur finale
$C$11 Unités fabriquées Produit P1
$D$11 Unités fabriquées Produit P2

Contraintes

Cellule Nom Valeur Formule Etat Marge
$E$7 Usine U1 utilisées 12 $E$7<=$G$7 Non lié 4
$ES$8 Usine U2 utilisées 15 $E$8<=$G$8 Lie 0
$C$11 Unités fabriquées Produit P1 0 $C$11=entier Lié 0
$D$11 Unités fabriquées Produit P2 5 $D$11=entier Lié 0




e. Voici les étapes de I’agorithme de branch-and-bound.

Itération 0
La relaxation PL est résolue. On ne peut élaguer ce sommet, puisqu’on obtient
une solution réalisable et non entiére.

815

LP - Relaxation Optimal Solution: { 2,5, 3,33), Z=825.

[ Incumbent

|| Fathomed

Itération 1
On branche sur x,, la premiére variable ayant une valeur non entiere, et on

génere deux sous-problémes. Le premier correspond a I’ajout de la contrainte
x, £2et on ne peut élaguer ce sommet, car il correspond a une solution

réalisable non entiére.

Hl== 1==3

a1n 740

LP - Relaxation Optimal Solution: { 2, 3,67), Z =810,

[_] Incumbent
[_] Fathomed



Le deuxieme correspond a 1’ajout de la contrainte x, >3 et on ne peut élaguer
ce sommet, car il correspond a une solution réalisable non entiére.

LP - Relaxation Optimal Solution: { 3, 2,67 ), Z=790.

[ Incumbent

|| Fathomed
Itération 2
On choisit le sous-probléme non ¢lagué ayant la plus grande borne supérieure
et on branche sur x,, la seule variable a valeur non entiére. On génére deux

sous-problémes. Le premier correspond a 1’ajout de la contrainte x, <3et on

peut ¢élaguer ce sommet, car il correspond a une solution réalisable entiére. De
plus, on met alors a jour la meilleure borne supérieure : Z* =710.

LP - Retaxation Optimal Solution: {2, 3), Z=710.

¥ Incumbent Incumbent:
X=(23
vl Fathomed 75— 710



Le deuxi¢me sous-probléme correspond a 1’ajout de la contrainte x, >4 et on
ne peut élaguer ce sommet, car il correspond a une solution réalisable non
entiére de valeur supérieure & Z* =710.

/25

ez 12=3

= 790
4

Wae ATy

LP - Relaxation Optimal Solution: ( 1,5, 4), Z=795.

| Incumbent Incumbent:
_ A= 3
[_] Fathomed T

Itération 3

Parmi les sous-problémes créés plus récemment, celui correpondant a
X, 2 4est le seul non élagué. Il est sélectionné pour effectuer un branchement
sur x,, la seule variable & valeur non entiére. On génére ainsi deux sous-
problémes. Le premier correspond a I’ajout de la contrainte x, <1let on ne peut

¢laguer ce sommet, car il correspond a une solution réalisable non enti¢re de
valeur supérieure a Z* =710.

825

¥ =3
“B10 740
><2<;a/ \xz\>=4
70 9
F: Wle= 1222

7ao Inf.

LP - Relaxation Optimal Solution: 1, 4,33 ), Z=780.

Incumbent:
®= (2,3
|| Fathomed! Z¢= 710

[ Incumbent

Le deuxiéme sous-probléme correspond a 1’ajout de la contrainte x, =2 et on

peut élaguer ce sommet, car il ne correspond a aucune solution réalisable (voir
graphique précédent).



Itération 4

Parmi les sous-problémes créés plus récemment, celui correpondant & x; <lest
le seul non élagué. 1l est sélectionné pour effectuer un branchement sur x,, la
seule variable a valeur non enti¢re. On génére ainsi deux sous-problémes. Le
premier correspond a l’ajout de la contrainte x, <4et on peut élaguer ce

sommet, car il correspond a une solution réalisable enti¢re. De plus, on met
alors a jour la meilleure borne supérieure : Z* =730 > 710.

a25
l =3

740

730 750
F

LP - Relaxation Optimal Solution: (1, 4), Z=730.

[l Incumbent Incumbent:
X=i1, 9
[¥] Fathomed e

Le deuxiéme sous-probléme correspond a 1’ajout de la contrainte x, =5 et on

peut ¢élaguer ce sommet, car il correspond a une solution réalisable entiére. De
plus, on met alors a jour la meilleure borne supérieure : Z* =750 > 730.

730 750
FOF

LP - Relaxation Optimal Solution: (0, 5), =750,

[¥] Incumbent Incumbent:
__ X =1(0, 5
|¥| Fathomed 7t = 750



Itération 5

Il ne reste qu'un seul sommet non encore ¢lagué, celui correspondant (au
premier niveau de I’arbre) a 1’ajout de la contrainte x, > 3. On ne peut élaguer
ce sommet, puisque sa borne supérieure (790) est plus grande que Z* =750.
On le sélectionne donc pour effectuer un branchement sur x,, la seule variable
non entiére. On génére ainsi deux sous-problémes. Le premier correspond a
I’ajout de la contrainte x, <2et et on ne peut élaguer ce sommet, car il

correspond a une solution réalisable non entiére de valeur supérieure a
Z*="750.

LP - Relaxation Optimal Solution: { 3,5, 2), Z=755.

[ Incumbent Incumbent:
— X = (0, 5)
|_| Fathomed 7+= 750

Le deuxiéme sous-probléme correspond a I’ajout de la contrainte x, >3 et on
peut élaguer ce sommet, car il ne correspond a aucune solution réalisable (voir
graphique précédent).

Itération 6

Parmi les sous-problémes créés plus récemment, celui correpondant a
x, <2est le seul non élagué. Il est sélectionné pour effectuer un branchement
sur x;, la seule variable a valeur non entiére. On génére ainsi deux sous-
problémes. Le premier correspond a 1’ajout de la contrainte x, <3 et on peut
¢laguer ce sommet, car il correspond a une solution réalisable entiére. Puisque
sa valeur (690) est inférieure a Z* =750, on ne met pas a jour Z *.



730 7a0
FoOF

LP - Relaxation Optimal Solution; (3, 2), Z=690.

] Incumbent Incumbent:
X =D 5
¢] Fathomed z:= 750



Le deuxi¢me sous-probléme correspond a ’ajout de la contrainte x, >4 et on

peut é¢élaguer ce sommet, car sa borne supérieure (720) est inférieure a
Z*=1750.

a25

730 750
FOF

LP - Relaxation Optimal Solution: { 4, 1,33), Z=720.

Incumbent:
— X = (0, 5)
|v| Fathomed Z*= 750

[} Incumbent

Itération 7
I n’y a plus de sommet non élagué et I’algorithme s’arréte. La solution
optimale est (0,5) de valeur Z* =750.

3. (25 points)

a. Voici les plus petites bornes supérieures possibles sur la valeur du flot sur
chaque arc :
(A,B): 20
(A,0): 10
(A,D): 20
(B,C): 25
(B,D) : 30
(C,E): 30
(D,E) : 30
b. Variables
x, = flot sur I"arc (i,j)
_J1 six; >0
Yi =10 sinon

Objectif
min2x ., +6x 0 +5x,, +3x,0 +5x,, +3x; +4x,, 1000y 5 + Ve + Vip t Voo t Vop + Ver T

Contraintes



X, TXu e TXyp
~X4p T Xpe T Xpp
—X,c — XBC + Xcg
~Xap ~Xsp
~Xce
X5 $20Y 5

X4e S10Y ¢
Xp S20p 4
Xpe <25y
Xpp <305,
Xep £30yeg
Xpr <30y 5p
X 455X 405X 4p>XpcsXppsXep> Xpg 20

YagsYac>Yup>YVpcsVsp>VcesVpe € {0’1}



c. Voir le fichier Devoir3 3c.xls

Devoir3_3c
De A Utilisé? Flot
A B 0 0
A C 0 0
A D 1 20
B C 0 0
B D 1 10
C E 0 0
D E 1 30
Min

Cout

total

Colt

fixe

Capacité
utilisée
0
0
20
0
30
0
30

Capacité

Cout
unitaire

Sommets
A

B
C
D
E

Flot
net

Offre/demande




Cellule cible (Min)

Cellule

Nom

Valeur initiale

Valeur finale

$D$12

Co(t_total

0

570

Cellules variables

Cellule Nom Valeur initiale Valeur finale

$D%4 B Utilisé? 0 0

$E$4 B Flot 0 0

$D$5 C Utilisé? 0 0

$E$S5 C Flot 0 0

$D$6 D Utilisé? 0 1

$E$6 D Flot 0 20

$D$7 C Utilisé? 0 0

SES$7 C Flot 0 0

$D$8 D Utilisé? 0 1

$ES$8 D Flot 0 10

$D$9 E Utilisé? 0 0

$E$9 E Flot 0 0

$D$10  E Utilisé? 0 1

$E$10  E Flot 0 30

Contraintes

Cellule Nom Valeur Formule Etat Marge
$L$4 A Flot net 20 $L$4=$N3$4 Non lié 0
$L$5 B Flot net 10 $L$5=$N$5 Non lié 0
$L$6 C Flot net 0 $L$6=$NS$6 Non lié 0
$L$7 D Flot net 0 $L$7=$N$7 Non lié 0
$L$8 E Flot net -30 $L$8=$N$8 Non lié 0
$E$4 B Flot 0 $E$4<=3G$4 Lié 0
$E$5 C Flot 0 $E$5<=$G$5 Lié 0
$E$6 D Flot 20 $E$6<=$G$6 Lié 0
SES$7 C Flot 0 $E$7<=$G$7 Lié 0
$E$8 D Flot 10 $E$8<=$G$8 Non lié 20
$E$9 E Flot 0 $E$9<=$G$9 Lié 0
$E$10  E Flot 30 $E$10<=$G$10 Lié 0
$D%4 B Utilisé? 0 $D$4=binaire Lié 0
$D$5 C Utilisé? 0 $D$5=binaire Lié 0
$D$6 D Utilisé? 1 $D$6=binaire Lié 0
$D$7 C Utilisé? 0 $D$7=binaire Lié 0
$D$8 D Utilisé? 1 $D$8=binaire Lié 0
$D$9 E Utilisé? 0 $D$9=binaire Lié 0
$D$10  E Utilisé? 1 $D$10=binaire Lié 0




La relaxation PL peut étre formulée ainsi :
Min2x 5 +6x 0 +5x,, +3x,0 +5xy, +3xcp +4x,;, 1000y 15 + Vyc +Vip + Vo T Vep T Ver +

+Xx,, +tX,0 +X, =20
— X5 +Xpe  tXgp =10
- X0 — XBC + X g =0
~Xap ~Xsp TXpp = 20
~Xcg TXpg T

X5 S20Y 5

X4e S10Y ¢

Xup S20y

Xpe S25Ypc

Xpp <305,

Xep £30y¢g

Xpr <30y 5p

X 55X 405X 4psXpesXpp>Xep>Xpg 20

0<Y,5:VucrYupsYac>YVep>YerrYor <1

Etant donné que chaque variable y; Wapparait que dans une seule contrainte
fonctionnelle, de la forme x; Suyy;, cette contrainte doit €tre satisfaite avec

¢galité dans toute solution optimale. Sinon, si on avait une solution optimale
dans laquelle au moins une contrainte de cette forme est telle que x; <u,y,,

x[‘ . . ’ .
on pourrait simplement poser y, = — et obtenir une autre solution réalisable
ij
de moindre coft, contredisant ainsi I’hypothese que notre solution est optimale.

xi‘ . N . .
On peut donc poser y, = —-et on obtient alors le modéle suivant, une fois que
Uu..
ij
les variables y; ont ét€ remplacées par cette équation :

min7x ,, +16x . +10x,, + 7x,0 +8%xBD +6%xCE + 7%xDE

+X,, tX,0 tXy =20
- X, +Xpe  +Xp =10
- X, — XBC + X =0
~Xup ~Xgp T Xpg =0
—Xep —Xpp =-30
X, <10
Xpe <25

X45>X 4c>X4psXpcsXgpsXep> Xpp 20
11 s’agit bien str d’un probléme de flot & colit minimum.



4. (25 points)

a. Le domaine de la fonction de densité est I’intervalle (-1,1). On a donc :
1
1= IIK(I—xz)dx =K (x—x"/3)',=K(4/3)= K =3/4

b. Sib<-1:F,(b)=0
Si-1<bh<1I:

F,(b)= jbl (3/4)(1—x*)dx = (3/4)(x —x° /3)\ =G/ Ab+1) -1/ DD +1)
Sib>1:F,(b)=1
c. E(2X—1)=2E(X)—1=2f1(3/4)x(1—x2)dx—1=2(3/4)(x2/2—x3/3)\11—1=0—1=—1

d. o*(X)=E(X*)-E(X)*=E(X?) =J_ll(3/4)x2(l—x2)dx =(3/4)(x*/3-x"/5)|',=1/5



