Résolution de récurrences

Il arrive souvent que pour analyser la complexité d’'un algorithme
on doive résoudre une récurrence.

Exemple: Dans le cas du produit de deux entiers de n chiffres et
de l'algorithme diviser-pour-régner, on avait:

1 si n=1

T(n) = {ST((%])—I—n sinon

Comment résoudre?

IFT2125, Sylvie Hamel

. ., , Résolution de récurrence
Université de Montréal



Résolution de récurrences
Solution 1: Intuition ou conjecture

Etape 1: Calculer les premiéres valeurs de la récurrence

Etape 2: Regarder pour des “patterns” ou régularités

Etape 3: Trouver une forme générale

Etape 4: Démontrer que cette forme est correcte
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Résolution de récurrences

Récurrences lin€aires homogenes a coefficients constants:

Soit la récurrence R
aotn altn_l “. aktn_k =0

Voici les étapes de la résolution:

1) Trouver le polyndme caractéristique P(x) de la récurrence R
2) Trouver les racines de P(x)

S1 ces racines sont distinctes
ke

3) La solution générale est de la forme &, = Z CiTy
i=1

4) Résoudre le systeme d’€quations linéaires donné par les conditions
initiales pour trouver la valeur des constantes ¢y, co, . .., Ck

5) Ecrire la solution ¢, en fonction de ces constantes c;
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Résolution de récurrences

Récurrences lin€aires homogenes a coefficients constants:

Soit la récurrence R
CLQtn -+ altn_l + ...+ aktn_k =0

Voici les €étapes de la résolution:

1) Trouver le polyndme caractéristique P(x) de la récurrence R
2) Trouver les racines de P(x)

S1 ces racines ne sont pas toutes distinctes PR
-

. ;s ) T
3) La solution générale est de la forme tn = E E Ciyn’T;
i=1 =0
ou on a ¢ racines r; de multiplicit€¢ m;

4) Résoudre le systeme d’équations lin€aires donné par les conditions
initiales pour trouver la valeur des constantes ¢y, co, . .., Ck

5) Ecrire la solution %,, en fonction de ces constantes c;
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Résolution de récurrences

Récurrences lin€aires non-homogenes a coefficients constants:

Soit la récurrence R
aotn, + a1tp_1 4+ ...+ agty_ = " p(n)

oll b est une constante et P(72) un polyndme de degré d

Voicl les étapes de la résolution:

1) On commence par transformer cette récurrence en une récurrence homogene

2) Résoudre R* (cas homogene) comme d’habitude mais en s’assurant que les
conditions initiales satisfont aussi I’équation de départ

aply + aitp—1+ ...+ agtn—r = b"p(n)

IFT2125, Sylvie Hamel

Université de Montréal Résolution de récurrence



Changement de variables:

@ Il arrive qu’il soit plus facile de commencer par faire un
changement de variables lorsque 1’on veut résoudre une
récurrence

© Par exemple, soit T'(n) = 4t(n/2) + n*. En faisant le
changement de variables t; = T'(2*) on obtient la récurrence
lin€aire non-homogene t¢; — 4t;,_; = 4°

@ On résout cette récurrence de la facon habituelle et ensuite
on exprime la solution obtenue pour les ¢; en fonction des
T'(n)en utilisant le fait que n = 2* et donc que i = log, n
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Théoreme:

Soient ng > 1, ¢ >1, b > 2 et k> 0 des entiers et soit ¢ € RT.

Soit T': N — R™ une fonction éventuellement non décroissante telle que

T(n) = KT(%) + en®,Vn > no,

ou .= est une puissance de b. Alors,

[ O(n*) si f < b
T(n) € < O(mFlog,n) sil=1>b"
| O(n'os ) si £ > bP
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