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1) Notation asymptotique:

© On classe les algorithmes selon leur complexité en temps
dans le pire des cas, en moyenne ou dans le meilleur des cas

O Dans le cours, on s’est intéressé a la complexité dans le pire des cas

© Analyse théorique

B Pour calculer la complexité en temps d’un algorithme, on compte le
nombre d’opérations €lémentaires qu’on doit exécuter dans le pire des cas

B On utilise la notation asymptotique pour exprimer la complexité d’un
algorithme

IFT2125, A2011, Sylvie Hamel

iversité . dvision: | 1
Université de Montréal Revision: Intra




2) Grand O:

@ Soit une fonction f : N — R=Y On définit 1’ordre de f(n)
par O(f(n))comme I’ensemble des fontions bornées
supérieurement par f(7);

O(f(n)) ={t:N—R2% | Jc € R",3Ing € N t.q.
vn > mno,t(n) < cf(n)}

@ Regle du seuil: Soient deux fonctions strictement positives
f.t: N — RT alors

t(n) € O(f(n)) < I € RT t.q.
Vn € N, t(n) < ' f(n)
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2) Grand O (suite):

@ La relation O est réflexive et transitive 1.e.
ot(n) € O(t(n))
o Si f(n) € O(g(n)) et g(n) € O(h(n)) alors f(n) € O(h(n))

@ Reégle du maximum: Soient deux fonctions f,g : N — R=0

alors O(f(n) + g(n)) = O(max{f(n), g(n)})

© O(f(n)) = O(g(n)) <= f(n) € O(g(n)) et g(n) € O(f(n))
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3) Grand §2:

@ Soit une fonction f : N — R=2Y On définit 2(f(n))
comme 1’ensemble des fontions bornées inférieurement

par f(n):

Q(f(n)) ={t: N —R2%|3c € R",3ng € N t.q.
Vn > ng, t(n) > cf(n)}

@ Regle de dualité:

t(n) € Q(f(n)) < f(n) € Ot(n))
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4) Grand ©:

@ On dit que £(n) est dans 1’ordre exact de f(n), dénoté
t(n) € O(f(n)),si
t(n) € O(f(n)) NQ(f(n))

De facon équivalente:

O(f(n))={t:N— R2Y|3c,d € R",3Ing € N t.q.
Vn > ng, cf(n) <t(n) <df(n)}
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5) Regle de la limite:
® Si lim %' R™ alors f(n) € ©(g(n))
ou O(f(n)) = O(g(n))

@ Si nlli,m m =0 alors f(n) 'O (g(n)) et

9n) o(n) YO (f (n))

® si fim % =41 alors g(n) 1O (f(n)) et
f(n) YO (g(n))
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6) Notation asymptotique conditionnelle:

@ Soient f,g: N — R2% ¢t P: N — {vrai, faux}

O(f(n)|P(n)) ={t: N — R2|3c € RT,3ng € N t.q.

Vn > ng, si P(n) = t(n) < cf(n)

@ De la méme facon, on peut définir 2(f(n)|P(n)) et
O(f(n)|P(n))
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7) Regle de I’harmonie
Définitions:

@ Une fonction f : N — R=20 est éventuellement non
décroissante ou e.n.d. s’il dng € N tel que

vn >no, fln+1)=f(n)

@ Une fonction f : N — R=Y est b-harmonieuse pour
beN, b>2 si
1) elle est e.n.d.

2) f(bn) € O(f(n))

© Une fonction f : N — R=0 est harmonieuse si elle
est si elle est b-harmonieuse pour tout b € N, b > 2
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7) Regle de I’harmonie (suite)
@ Regle de I’harmonie:

Soit f : N — R=Y une fonction harmonieuse, soit
be N, b>2etsoit ¢ : N— R=Y une fonction e.n.d.
alors

t(n) € ©(f(n)|n puissance debd)

<

t(n) € O(f(n))

IFT2125, A2011, Sylvie Hamel

. ., , Révision: Intra
Université de Montréal




8) Résolution de récurrences linéaires homogenes a coetficients
constants:

Soit la récurrence R
aotn —+ altn_l + ...+ aktn_k =0
Voici les €tapes de la résolution:

1) Trouver le polyndme caractéristique P(x) de la récurrence 12

2) Trouver les racines de P(x)

S1 ces racines sont distinctes ,

3) La solution générale est de la forme %, = Z CiTy
i=1

4) Résoudre le systeme d’équations linéaires donné par les conditions
initiales pour trouver la valeur des constantes cy, co, . .., Cg

5) Ecrire la solution %, en fonction de ces constantes c;
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8) Résolution de récurrences linéaires homogenes a coetficients
constants:

Soit la récurrence R
aotn —+ altn_l + ...+ aktn_k =0

Voici les €tapes de la résolution:

1) Trouver le polyndme caractéristique P(x) de la récurrence 12

2) Trouver les racines de P(x)

Si ces racines ne sont pas toutes distinctes PR

3) La solution générale est de la forme ¢, = Z Z Cij n'r)
i=1 j=0
ou on a ¢ racines 7; de multiplicité m;

4) Résoudre le systeme d’équations linéaires donné par les conditions
initiales pour trouver la valeur des constantes cy, co, . .., Cg

5) Ecrire la solution %, en fonction de ces constantes c;
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9) Résolution de récurrences lin€aires non-homogenes a coetficients
constants (cas particulier):

Soit la récurrence R
a()tn —+ altn_l + ...+ aktn_k = bH"
ou b est une constante.

Voici les étapes de la résolution:

1) On commence par transformer cette récurrence en une récurrence homogene

Pour ce cas particulier, on peut multiplier la récurrence I? par b
et ensuite remplacer n par n — 1dans 1’équation obtenue

S1 on soustrait de la récurrence initiale, cette nouvelle récurrence, nous
obtenons une récurrence homogene [2*

2) Résoudre I* (cas homogene) comme d’habitude mais en s’assurant que les
conditions initiales satisfont aussi 1’€quation de départ

CLQtn -+ altn_l + ... T aktn_k = b"
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10) Changement de variables:

@ Il arrive qu’il soit plus facile de commencer par faire un
changement de variables lorsque 1’on veut résoudre une
récurrence

© Par exemple, soit T'(n) = 4t(n/2) 4+ n”. En faisant le
changement de variables t; = T'(2°) on obtient la récurrence
linéaire non-homogene ¢; — 4t;—1 = 4°

@ On résout cette récurrence de la facon habituelle et ensuite
on exprime la solution obtenue pour les ¢; en fonction des
T'(n) en utilisant le fait que n = 2* et donc que @ = log, n
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