Théorie de Bayes

o Classification bayesienne

« classification, deux classes (1, 0), une variable (X)

e probabilités a-postériori:
p(x) = PY=1X=x)=p(x) =E[Y|X =X
po(X) = P(Y=0|X=x)

e décision optimale:

fo(x) = 1 sip(¥)>po(¥) _ J1 sipx)
1o sip®<po |0 sinx
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Théorie de Bayes

o Le théoréeme de Bayes

o probabilités a-priori: P(Y =Gj)
 probabilités conditionnelles de classe: p(X|Y = C;)

o théoréme: p(X|Ci)p(C)
e

ou
N

p(X) = Zl p(X|G)p(C)

Théorie de Bayes

e Régression quadratique
« R(H) =E[LZ, )] =E[(f(X) - Y)]
o u(x) =E[Y|X =X

« fonction optimale:
(0 = ()

Théorie de Bayes

e Théoreme

 pour une fonction de décision f : R — {0,1} quelconque:

P(F*(X) #Y) < P(F(X) #Y)

o f*(x): décision de Bayes

o R* =R(f*) =P(f*(X) #Y): erreur/risque de Bayes

Théorie de Bayes

o Décision de Bayes:
P(XIG)P(C) _ PIC)P(C)
px) T p(X)

f*(x)=Ci si pourtout j=1,...,N

ou
#(x) =G si p(x|G)P(C) > P(XC})p(C;) pour tout j = 1,...,N

e avantage: P(Y = GCj) et p(X|Y = Gj) sont plus faciles & estimer que
P(Y = G|X = x) directement

Théorie de Bayes

e Théoreme

« Pour une fonction de décision f : R — R quelconque:
El(O) =) < E[(F(X) - Y)F

o p(x): fonction de régression

e dilemme biais-variance
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e Fonctions discriminantes

 01(%),G2(X), -, On(X) | RY = R
 fonction de décision:

f(x) =G; sigi(x) > gj(x) pour tout j=1,...,N

o régions de décision: Ry, Ry,...,Ry
x€eR si f(x) =G

« frontiére de décision: ¥ ¢ RY

F={xi,j 114,60 =g;(0}

Théorie de Bayes

¢ La densité normale (gaussienne)

PO = @ | 50 W

o | vecteur de moyenne
e 3: matrice de covariance (positive semidefinite)
o |2|: déterminante (> 0)

o 3 L inverse (existe)
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eCasl: 3 =04
o fonctions discriminantes linéaires: g}(x) = wix+wio

e vecteur de poids: w; = 2—:;211.-

. L 1
e seuil ou biais: wjp= _E“:“i +InP(Y =C)
« frontiére de décision linéaire entre R et R;

(M= 1) (x = Xo)

1 a2 P(Y =G)
o == — In— =
o= W Ry =c)| MW

o P(Y =Gj) =P(Y =C;j): classifieur de plus proche voisin
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e Deux classes {—1,1}

* g(X) = g1(x) —g-1(x)
« fonction de décision: f(x) = signe(g(x))
e régions de décision: Ry = {x:g(x) > 0},R_; = {x: g(x) < 0}

« frontiére de décision: ¥ = {x|g(x) = 0}
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e Fonctions discriminantes
¢ gi(x) =Inpi(x) = Inp(x|Y = Ci) +InP(Y =C)

0 gi(x) = —%(X—M)'Zi’l(x—u) —gInZH—%In|Z|+InP(Y:CI)

eCasl: 5 =04

o |z|=0"
ez t=2
lIx = pll®
gi(x) = —?+InP(Y:Q)+cons.
. _i ty it tir —C
= 202(xx 2+ i) + InP(Y = G;) + cond.
Théorie de Bayes
eCas2: 3 =2

o gi(x)= —:—ZL(x— W)'Z L(x— ) +InP(Y = G) +cons.
* gi(x) = wix+wio
o vecteur de poids: w; = =~

o seuil ou biais: wio= —%p}Z i +InP(Y =C)
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eCas2: 3=2 e Cas 3: Z; = arbitraire

. . . 1 1
« frontiére de décision entre R et R;: e gi(x)= _E(X_ W' (X — ) —Eln|2‘| +InP(Y =G) + cond.

(B — ) (X —Xo)
o fonctions discriminantes quadratiques: gi = X'W;x 4+ WX+ Wio

1 1 P(Y=C) o vecteur de poids: wj = 7
® Xo= (K + 1)+ In | —
0= P | ) "Ry =cy | B 1,
eWi= -3

o P(Y =Cj) = P(Y =C;): classifieur de plus proche voisin selon la dis-
tance de Mahalanobis:

o seuil ou biais: W= —%pfi’lpq - %lﬂlz.l +InP(Y =C)
d(x, W) = v/ (x=W=1(x— 1)

« frontiére de décision entre R et R;: hyperquadriques



