
1Méthodes non-paramétriques� Objectif� estimer la densité p
�
x �� étant donné Dn � � X1 � X2 ��������� Xn � tirés iid de p

�
x �

2Méthodes non-paramétriques� Idée� la probabilité pour que x 	 R: P � P
�
R � � 


R
p
�
x � � dx �� la probabilité pour que k points de Dn tombe dans R:

Pk � Pk
�
R � �
� n

k � Pk � 1 � P � n � k��� k
n � � P� si p

�
x � ne change pas beaucoup sur R:


R
p
�
x � � dx � � p

�
x � V � R �� p

�
x ��� k � n

V
�
R �

3Méthodes non-paramétriques� Problèmes� fixer R, laisser n croı̂tre: k
n � P

�
R � mais P � R �

V � R ���� p
�
x �� fixer n, laisser V

�
R � décroı̂tre: P � R �

V � R ��� p
�
x � mais k

n �� P
�
R �� Solution théorique� séquence des régions R1 � R2 ������� :

pn
�
x � � kn � n

V
�
Rn �

4Méthodes non-paramétriques� Conditions pour que pn � x �! p � x �� lim
n " ∞

V
�
Rn � � 0� lim

n " ∞
kn � ∞� lim

n " ∞
kn � n � 0

5Méthodes non-paramétriques� Deux stratégies� fenêtres de Parzen: fixer V
�
Rn � (e.g. � 1�$# n)� kn-plus-proches-voisins: fixer kn (e.g. � # n)%'&)( %*&,+ %*&)- %*&,(/. %*&,(/010
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6Méthodes non-paramétriques� Fenêtres de Parzen� Rn est un hypercube: V
�
Rn � � Vn � hd

n� fonction de fenêtre:

φ
�
u � �ED 1 si F u j FHG 1� 2; j � 1 ��������� d

0 sinon� nombre de pointes qui tombent dans l’hypercube centré à x:

kn � n

∑
i I 1

φ � x � xi

hn �� l’estimation:

pn
�
x � � 1

n

n

∑
i I 1

1
Vn

φ � x � xi

hn �



7Méthodes non-paramétriques� Conditions pour que pn � x � soit une densité� φ
�
u �KJ 0� 
 φ
�
u � du � 1 (avec Vn � hd

n)� L’effet de la largeur de fenêtre hn� δn
�
x � � 1

Vn
φ � x

hn �� pn
�
x � � 1

n

n

∑
i I 1

δn
�
x � xi �

8Méthodes non-paramétriques� L’effet de la largeur de fenêtre hn
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� Exemple: p � x �<§ N � 0 ¨ 1� , φ � u �<© 1ª
2π

e « u2 ¬ 2
­ ® ¯ ® ­ ® ¯ ® ­ ® ¯ ®
°1±³²)´ °1±³²)µ9¶ · °H±³²)µ9¶ ´

­ ® ¯ ® ­ ® ¯ ® ­ ® ¯ ®
¸º¹�»
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10Méthodes non-paramétriques� Exemple: p � x �<§ triangle + uniform, φ � u �<© 1ª
2π

e « u2 ¬ 2
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11Méthodes non-paramétriques� Exemple de classification
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12Méthodes non-paramétriques� Estimation kn-plus-proches-voisins
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13Méthodes non-paramétriques� Estimation kn-plus-proches-voisins
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14Méthodes non-paramétriques� Estimation kn-plus-proches-voisins
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15Méthodes non-paramétriques� Règle de classification� probabilité jointe:

pn
�
x � Ci � � ki � n

V� probabilité a-posteriori:

pn
�
Ci � x � � pn

�
x � Ci �

pn
�
x � � ki ú n

V
k ú n
V

� ki

k� décision par vote de majorité:

f
�
x � � Ci si ki J k j � j � 1 ��������� N

16Méthodes non-paramétriques� Règle de plus-proche-voisin� x � � x � � x � � argmin
xi û Dn

d
�
x � xi �� f

�
x � � y �

17Méthodes non-paramétriques� Partition de Voronoi
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18Méthodes non-paramétriques� L’erreur de plus-proche-voisin� le risque:

R
�
f � � � X

�
L
�
f � X � � � R

�
f � � P

�
f
�
X � �� Y � � P

�
e �� l’erreur espéré:

Pn
�
e � � � Dn

�
R
�
fDn � �� l’erreur espéré asymptotique:

P � lim
n " ∞

Pn
�
e �



19Méthodes non-paramétriques� L’erreur de plus-proche-voisin� décision de Bayes:

Cm � Cm
�
X � � argmax

Ci

P
�
Y � Ci FX � � argmax

Ci

P
�
Ci FX �� consistance statistique:

P � P � � 

P � � e FX � p � X � dX� 

P
�
f � � X � �� Y FX � p � X � dX� 1 � 
 P
�
Cm FX � p � X � dX
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� L’erreur de plus-proche-voisin P �	� P � P � 
 2 � N
N � 1

P �
�

���

�
��� � �� � � � �N �

N �
N

N

1

1

21Méthodes non-paramétriques� L’erreur de plus-proche-voisin� P � lim
n " ∞

Pn
�
e � � 
��

1 � N

∑
i I 1

P2 � Ci FX � � p
�
X � dX� 1 � N

∑
i I 1

P2 � Ci FX �ÿG 2P � � e FX � � N
N � 1

P � 2 � e FX �� 
 P � 2 � e FX � p � X � dX J P � 2

22Méthodes non-paramétriques� Règle de k-plus-proche-voisin
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23Méthodes non-paramétriques� L’erreur de k-plus-proche-voisin
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24Méthodes non-paramétriques3 Complexité computationnelle de k-plus-proche-voisin4 méthode naı̈ve: T 5 n 6 k 6 d 7�8 O 5 nkd 7�8 O 5 n2d 74 méthode de distances partielles:

dr 5 a 6 b 7�8:9 r

∑
i I 1

5 ai ; bi 7 2 < 1ú 2 6 r G d4 méthode d’arbre de recherche



25Méthodes non-paramétriques3 Complexité computationnelle de k-plus-proche-voisin4 méthode de suppression/émondage (editing/pruning/condensing)

ÉMONDAGEDEPLUSPROCHEVOISIN 5 Dn 7
1 construirele diagrammedeVoronoicompletdeDn

2 pour j = 1 à n fair e

3 pour tout lesvoisinsdeVoronoix > dexi fair e

4 si yi ?8 y > alors

5 marquerxi

6 pour j = 0 à n fair e

7 si xi n’estpasmarqúealors

8 supprimerxi4 T 5 n 6 d 7�8 O 5 d3n @ d ú 2A lnn 7

26Méthodes non-paramétriques3 Propriétés d’une métrique4 positivité: d 5 a 6 b 7CB 04 réflexivité: d 5 a 6 a7�8 04 symmétrie: d 5 a 6 b 7�8 d 5 b 6 a74 inégalité de triangle: d 5 a 6 b 7%D d 5 b 6 c7CB d 5 a 6 c7

27Méthodes non-paramétriques3 Exemples des métriques

euclidienne L2 d E a ¨ b F!©HG d

∑
i I 1

E ai � bi F 2 J 1 ¬ 2
Manhattan L1 d E a ¨ b F!© d

∑
i I 1 K ai � bi K

L∞ d E a ¨ b F!© max
i K ai � bi K

Minkowski Lp d E a ¨ b F!©HG d

∑
i I 1 K ai � bi K p J 1¬ p

Tanimoto LTanimoto d E S1 ¨ S2 F<© K S1 K
LMK S2 K � 2 K S1 N S2 KK S1 K
LOK S2 K � K S1 N S2 K

28Méthodes non-paramétriques3 La métrique de Minkowski

PQSRT
UWV UXV U Y V UWV U

UXV Y V U Y V Y V Y

29Méthodes non-paramétriques3 Les limitations de la métrique euclidienne

Z [ \ ] ^
_a` bdc

eCf gih gih j kmlon%p
q jsrst usv wdx x

y vszi{ | }C~ �
�

30Méthodes non-paramétriques3 La distance tangente4 capturer l’invariance de certaines transformations:

TV i 8�� i 5 x > ;ai 7 ; x >



31Méthodes non-paramétriques3 La distance tangente
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32Méthodes non-paramétriques3 La distance tangente: dtan E x § ¨ x Fª© min
a « ¬ E x § L TaF­� x ¬W®

¯ °

±X² ³ ´Cµ¶ ·¸ ¹aº» ¼
½¾ ¿ À Á Â ÃÄ ÂÅ Æ Ç ÈÉËÊ ÌËÍ

espace tangent


