
1Apprentissage non-supervisé

� Donnée “crue” – pas de classe:
�

n � � X1 � X2 ��������� Xn �� Variantes, synonymes, aspects	 estimation de densité	 extraction de traits	 réduction de dimensionnalité	 compression de donnée	 clustering	 visualisation

2Apprentissage non-supervisé

� Deux critères en compétition	 représentation fidèle – préservation d’information	 représentation concise – compression

3Apprentissage non-supervisé

� Méthodes de base	 projection sur un sous-espace linéaire 
�� ACP	 projection sur un ensemble fini de points 

� k-moyennes

4Apprentissage non-supervisé

� Analyse en composantes principales (ACP) (transformation
de Karhunen-Loève)	 Trouver le sous-espace linéaire qui maximise la variance des projec-

tions	 Trouver le sous-espace linéaire qui minimise la distance entre les
points et leur projection

5Apprentissage non-supervisé 6Apprentissage non-supervisé

� ACP	 X ��� X1 ��������� Xd � : observation aléatoire, E �X ��� 0, Var�X �
� ∞	 u ��� d : vecteur d’unité arbitraire	 s� t � � tu: ligne droite qui correspond à u	 Y � ts � X � � Xtu: l’indice de projection de X à s	 s� ts � X ��� � s� Xtu � : point de projection de X à s



7Apprentissage non-supervisé

� ACP	 E �X ��� 0 ��� E �Y ��� E �Xtu ��� 0	 variance de Y :

Var�Y � � E � � Xtu � 2 ��� E � � utX � � Xtu � �� utE �XX t � u � utRu� ψ � u �	 R � E  � X 
 E �X � � � X 
 E �X � � t ! � E  XX t ! : matrice de covariance	 Ri j � E  XiX j
!	 R est symétrique �"� R � Rt,	$# v � w ��� d : vtRw � wtRv

8Apprentissage non-supervisé

� ACP	 objectif: maximiser Var�Y ��� ψ � u � � utRu par rapport à u	 considérer une petite perturbation δu de u	 telle que % u & δu %"� 1:

ψ � u & δu � �'� u & δu � tR � u & δu �� utRu & 2 � δu � tRu &(� δu � tR δu

9Apprentissage non-supervisé

� ACP	 ignorer le terme d’ordre 2:

ψ � u & δu � � utRu & 2 � δu � tRu� ψ � u � & 2 � δu � tRu

	 si ψ � u � est stationnaire:

ψ � u & δu � � ψ � u �
	 donc � δu � tRu � 0

10Apprentissage non-supervisé

� ACP	 puisque % u & δu % 2 �)% u % 2 & 2 � δu � tu &*% δu % 2 � 1:� δu � tu � 0

	 δu est orthogonal à u	 l’équation à résoudre: � δu � tRu 
 l � δu � tu � 0	 également � δu � t � Ru 
 lu � � 0

Ru � lu

11Apprentissage non-supervisé

� ACP	 les solutions l1 ��������� ld: valeurs propres	 les solutions u1 ��������� ud: vecteurs propres	 U �)�u1 ��������� ud �	 simplification: les valeurs propres sont toutes différentes:
li +� l j si i +� j	 trier les valeurs propres: l1 , ����� , ld	 les vecteurs propres forment une base orthonormale:

0 �'� uiRu j 
 uiRu j � ��� uiRu j 
 u jRui � ��� uil ju j 
 u jliui ��'� l j 
 li � � uiu j �

12Apprentissage non-supervisé

� ACP	 le résultat:

max-
u
- .

1
ψ � u � � l1

argmax-
u
- .

1
ψ � u � � u1

	 les lignes de composantes principales: si � t � � tui � i � 1 ��������� d	 les composantes principales: ti � uix � i � 1 ��������� d	 l’analyse en composantes principales: t � Utx	 reconstruction: x ��� Ut ��/ 1t � Ut � d

∑
i
.

1

tiui



13Apprentissage non-supervisé

� ACP	 soit X 0�� d 1
∑
i
.

1

tiui	32
d 1 maximise la variance de X 0 :

E  X 0 2 ! � d 1
∑
i
.

1

ψ � ui � � d 1
∑
i
.

1

li �
	32

d 1 minimise la variance de X 
 X 0 :
E  � X 
 X 0 � 2 ! � d

∑
i
.

d 1 4 1

ψ � u j � � d

∑
i
.

d 1 4 1

l j �

14Apprentissage non-supervisé

� ACP	 estimation: 5 n �76 X1 � X2 ��������� Xn 8	 matrice de covariance d’échantillon:9
Rn � 1

n

n

∑
i
.

1

xnxt
n

	 les solutions
9
u1 ��������� 9ud: vecteurs propres	 algorithme naı̈f: trouver les vecteurs propres – T � O � nd 3 �	 techniques sophistiquées: T � O � nd2 �	 algorithmes itératifs: T � O � nds �

15Apprentissage non-supervisé

� ACP	 algorithmes itératifs

ACPITERATIVE � 5 n �
1 s: 0; � t �=< tu : 0; unelignearbitraire

2 fair e

3 Projection

4 Esṕerance

5 jusqu’ à changement � seuil

16Apprentissage non-supervisé

� ACP	 algorithme de Roweis-Tipping-Bishop	 fixer les indices de projection et minimiser

∆n > s ??? t : j ; @ �A� n

∑
i
.

1 BBB xi 
 t : j ;i u BBB 2� n

∑
i
.

1

% xi % 2 &*% u % 2 n

∑
i
.

1
> t : j ;i

@ 2 
 2ut
n

∑
i
.

1

t : j ;i xi

	 le résultat de la minimisation:

u : j 4 1; � argmin-
u
- .

1
∆ > s ??? t : j ; @ � ∑n

i
.

1t : j ;i xiBBB ∑n
i
.

1t : j ;i xi BBB

17Apprentissage non-supervisé

� ACP	 algorithme de Roweis-Tipping-Bishop

ROWEISTIPPINGBISHOP � 5 n �
1 s: 0; � t �=< tu : 0; unelignearbitraire

2 j < 0

3 fair e

4 t : j ; <DC t : j ;1 ��������� t : j ;n E t <  xt
1u : j ; ��������� xt

nu : j ; ! t
5 u : j 4 1; < ∑n

i F 1t G j Hi xiIII ∑n
i F 1t G j Hi xi

III , ands: j 4 1; � t ��< tu : j 4 1;
6 j < j & 1

7 jusqu’ à J 1 
 ∆n � sG j K 1H �
∆n � sG j H ��L � seuil

18Apprentissage non-supervisé

� Quantification vectorielle	 collection des points de code (centres): MN�76 v1 ��������� vk 8 O � d	 quantificateur vectoriel de k points: q : � d �PM	 partition: QR�76 V1 ��������� Vk 8
VS�� q / 1 � v S � �T6 x : q � x � � v S 8



19Apprentissage non-supervisé

� Quantification vectorielle	 mesure de distorsion: ∆ � x � x̂ �	 le plus souvent
∆ � x � x̂ � �R% x 
 x̂ % 2

	 objectif: minimiser l’espérance

∆ � q � � E �∆ � X � q � X ��� �
par rapport à M	 q U est globalement optimal si ∆ � q U �WV ∆ � q �	 q U est très difficile à trouver!!!

20Apprentissage non-supervisé

� Quantification vectorielle	 optimalité locale� Condition du plus proche voisin	 étant donné C, Q �*6 V1 ��������� Vk 8 est optimal si

VS��76 x : ∆ � x � vS �WV ∆ � x � vm �X� m � 1 ��������� k 8
	 VS est la région de Voronoi de v S

21Apprentissage non-supervisé

� Condition de centroı̈de	 étant donné Q , C �*6 v1 ��������� vk 8 est optimal si

v S � argmin
v

E �∆ � X � v ��YX � VS �
	 distorsion quadratique (∆ � x � x̂ � �Z% x 
 x̂ % 2):

v S�� E �X YX � VS �

22Apprentissage non-supervisé

� Quantification vectorielle	 algorithme de Max-Lloyd (k-moyennes)	 fixer M et optimiser Q	 fixer Q et optimiser M	 jusqu’à changement � seuil

23Apprentissage non-supervisé

� Quantification vectorielle	 algorithme de Max-Lloyd (k-moyennes)

MAXLLOYD � X �
1 M[: 0; <]\ v : 0;1 ��������� v : 0;k ^ , j < 0

2 fair e

3 pour _ < 1 à k fair e

4 V : j ;S <P\ x : ∆ > x � v : j ;S @ V ∆ > x � v : j ;m
@ � m � 1 ��������� k ^

5 pour _ < 1 à k fair e

6 v : j 4 1;S < argmin
v

E C ∆ � X � v � ???X � V : j ;S E < E C X ???X � V : j ;S E
7 j < j & 1

8 jusqu’ à J 1 
 ∆ � q G j K 1H �
∆ � q G j H ��L � seuil

24Apprentissage non-supervisé

� Quantification vectorielle	 algorithme de Max-Lloyd (k-moyennes) pour 5 n �76 x1 � x2 ��������� xn 8	 9VS � VSa`35 n, n S � Y 9VS Y	 distorsion empirique:

∆n � q � � 1
n

n

∑
i
.

1

∆ � xi � q � xi ��� � 1
n

k

∑S . 1
∑

x b�cVd % vS 
 x % 2



25Apprentissage non-supervisé� Quantificatione vectorielle	 algorithme de Max-Lloyd (k-moyennes) pour 5 n �76 x1 � x2 ��������� xn 8
MAXLLOYD � 5 n �

1 M[: 0; <]\ v : 0;1 ��������� v : 0;k ^ , j < 0

2 fair e

3 pour _ < 1 à k fair e

4 V : j ;S <P\ x : ∆ > x � v : j ;S @ V ∆ > x � v : j ;m
@ � m � 1 ��������� k ^

5 pour _ < 1 à k fair e

6 v : j 4 1;S < argmin
v

∑
x b�cV G j Hd ∆ � x � v ��< 1

n S ∑
x b�cV G j Hd x

7 j < j & 1

8 jusqu’ à J 1 
 ∆n � q G j K 1H �
∆n � q G j H ��L � seuil

26Apprentissage non-supervisé

� Quantification vectorielle	 algorithme de Max-Lloyd (k-moyennes), version en-ligne	 xi appartient à V : xi ;	 xi change de V : xi ; à VS :
v : j 4 1;S � v : j ;S n : j ;S & xi

n : j ;S & 1
; v : j 4 1;: xi ; � v : j ;: xi ; n : j ;: xi ; 
 xi

n : j ;: xi ; 
 1

27Apprentissage non-supervisé

MAXLLOYDENLIGNE � 5 n �
1 M[: 0; < \ v : 0;1 ��������� v : 0;k ^
2 j < 0

3 fair e

4 pour i < 1 à n fair e

5 si f v S : % xi 
 v : j ;S %[��% xi 
 v : j ;: xi ; %
6 v : j 4 1;S < v : j ;S n : j ;S & xi

n : j ;S & 1

7 v : j 4 1;: xi ; < v : j ;: xi ; n : j ;: xi ; 
 xi

n : j ;: xi ; 
 1

8 V : j 4 1;: xi ; < V : j ;S
9 j < j & 1

10 jusqu’ à il y aunchangement

28Apprentissage non-supervisé

� Quantification vectorielle

gih

gkj l mn


