Machines a vecteurs de support Machines a vecteurs de support

e [dée 1: séparation linéaire avec une marge maximale L
e Géométrie — deux classes

o marge fonctionnelle:
V= (Y = (W + o)y o r = distance algébrique de x et H:
i = i)Yi = i 0)Yi
g(x) = wx+wo=r|w|
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e marge géométrique:
e Optimisations équivalentes
e maximiser la marge géométrique
e maximiser la marge fonctionnelle sous la contrainte |w|| =1

e minimiser ||w|| sous la contrainte y; > 1
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e Géomeétrie — deux classes e Probleme d’optimisation:
@ 50it Dy = ((X1,Y1),-- -, (Xn, Yn)) linéairement séparable
o minimiser ||w||? = w'w

e sous les contraintes y; = (W'x; +Wo)yi> 1, i=1,...,n

e Résultat:

o 'hyperplan (w'x +wp = 0) avec une

marge géométrique m maximale
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e Optimisation:

e Probléme dual — théoréme de Kuhn-Tucker .
e les gradients:

n
e minimiser par rapport a w et wp et maximiser par rapport a a: ‘ngiav‘cw = w= S aixy, =0
1 L =
L(w,wo,@) = w'w— S ajlyi —1] AL (W, Wo, n
(wwo,0) = Zwiw= 3 aily~1 (. 44,0) - Say-o0
1 A n . 0 i=
= zww—Za.[(wx.+wo)yi—1]
=  resubstitution: maximiser par rapport a o:
1 n n N n n N n
ous les contraint >0, i=1,...,n W(a) = = 00 YiYXiXj — aioyiyXiXp+ Sy a
e sous les contraintes a; > 0, i =1,..., Zi;g\llljug‘glljullgl

n 1 n n N
i;m* 5;];U|01y.ylxixj

n
e sous les contraintes a; >0, i=1,...,net Zla.)a =0
[=
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e La solution e La structure de la solution

n " P . . N A
oW = zlﬂi*ynxl e W* est une combinaison linéaire des points d’entrainement

=

o théoreme de Kuhn-Tucker:
1 ) * [ faar ;
owp— -5 (maxlw*xi +m|r11w*xi> o [(W'x +wg)yi —1] =0, i=1,...,n
Yi=— Yi=!

esiy>1lalorsa; =0
e siaf > 0alors y, = 1: vecteurs de support

oW = Z oYX

iesv

n
100 = 3 afyxrv = 3 aiyodx v
i=:

==Y
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e Idée 2: le noyau

e La structure de la solution n non .
e ['optimisation: W(a) = § oj— = i YiYjXiXj
. ] E'Z,Z‘IZ\"""
pour j € sv
o la fonction optimale: f*(x) =5 ofyixix +wj,
Yi=yif*(x) =y (z“i*YIX}XJ“'WB) =1 P * iezw e °
lesv
e Remplacer x'x’ par une fonction de noyaux K(x,x’)
e alors
n n . ) n 1 n n
Wi = by ZGTUTYiYJX:Xi =3 ajy; ¥ oyxxg = 3 aj(1-yw) « l'optimisation: W(a) = Z“i - EZZ“‘“iy'yjK(xi’X')
i=lj= jesv iesv jesv i= i=1j=
= at . .
1529, ! o la fonction optimale: f*(x) = z o yiK (i, X) + Wy
lesv
 la marge maximale: ¢ matrice de Gram: G; ; = K(x;,X;)
—1/2
W:i: 2“‘* e équivalent a une transformation non-linéaire dans une espace de
[|w| & traits de dimension trés élévée
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e Exemples de noyaux e Discrimination linéaire généralisée
o linéaire: Kf(x,x’) = x'x’ e linéaire:
d
o polyndmial: KJ(x,x') = (x'x’ 4 1) F5(x) = w'x+ws = ij*x(j) FWo= 3 aYixiX+up
= iesv

¢ base radiale: K"(x,x") = K(||x—X'||)
« gaussien: K(x,x) = eV~ o généralisée:
D D
o réseaux de neurones: K°(x,x’) = o(sx'x’ +¢) ()= JZ\V\’I(P(”(X) +Wo = iEZwGTYi I;(P“)(X\)(P(”(X) +Wo
« sigmoide: K{ (x,x') = tanh(sx'x’ +c)

« produit scalaire dans I'espace de traits:

D
N — i) YA
¢ )e(x) J§: ¢ 0@ (x)
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e Discrimination linéaire généralisée

e exemple:
q)“)(x) _ \/Qx(i)’ j=1,....d,
(pUdH)(X) = XD ij=1,...,d
¢ = 1

« produit scalaire dans I'espace des traits:

dz
N — i)l D(xt
@(x)a(x) ;d ()9 (x)

d d d
N YNNI NUNONONGIE]
2 P

2X‘X’+ (Xlxl)2+ 1
(XX +1)2=KP(x,X)
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e Théoreme de Mercer:

* ¢()9(x) =K(x,x)

¢ Conditions
o diagonaliser la matrice de Gram: G; ; = K(x;,X;) = VAV
e valeurs propres: A, vecteurs propres: v,

o condition suffisante: G est positif semi-definit (vt : A, > 0) pour tout
Ko = (X1,---,%n)

o D peut étre oo!!!
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n
o Probléme soluble 1: minimiser |\WHZ+CzlE,i2
=

e on peut supprimer la contrainte de positivité des &;

o C estun hyper-paramétre réglé par la validation croisée (par exemple)
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e Caractérisation des noyaux
D
o K(x,x) = g (x)o(x) = Z&O(”(X)(P“)(X’)
=

o commutativité: K(x,x’) = K(x’,x)

 inégalité de Cauchy-Schwartz:

KxX)? = (¢(x)e(x))?
o012 0(x) 2
F00(x) - ¢ (x)9(x)
= K(x,X)K(x',x’)

(vl
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o Idée 3: les variables d’écart (slack variables)

e cas non-séparable

e Permettre des erreurs:
o minimiser [Jw||2 = w'w
e sous les contraintes y; = (W'x; +Wo)y; > 1—&;, i=1,...,n
e0U >0, i=1,...,n

e minimiser I'erreur = minimiser le nombre de points avec &; > 0:
NP-difficile
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e Probleme dual
e minimiser par rapport a w, & et wo et maximiser par rapport a a:
C n n
whw+ E;E'Z - i;cn [(wxi +wo)yi — 1+ &]

1
L(w,wo,&,0) = 5

e sous les contraintes a; >0, i=1,...,n

e |es gradients:

oL (w, wo,a n
% = W—;Glxw)’lzo
oL(w,wo, @) -

% = C¢—a=0
oL (w, wo,a)

n
o = ;GM =0
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e Probleme dual

e resubstitution: maximiser par rapport a a:

W(a) = S a—1 ) aiayiyiK (x X')+idtﬂ—iatd
7;\2;.13/.)/. i»Xj) + 55 c

= nu LS |.lorotny(x Xj) L ta
gl‘ Z‘E;IJI] X))~ 56

n l n n 1
= Ea——} Ecx-u iy { K(Xi,x +—5i-)
2,%732 2 i JYIyI( (%, %)) co

n
e sous les contraintes a; > 0, i=1,...,net Zam =0
1=
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n
o Probléme soluble 2: minimiser ||w/|?+C Z«Ei
i=

e Probleme dual

e minimiser par rapport a w, & et wp et maximiser par rapport a a:

L(w,wo,&,0,1) = :—ZLW‘W+C§lEi—iui[(w‘x&wo)yi—l+Ei} -
Zr.i.

e sous les contraintes a; > 0,r; >0 i=1,...,n

Machines a vecteurs de support

e Probléme dual
e resubstitution: maximiser par rapport a a:
n l n n
W) = Sai—= oioyiyiK (X, Xj)
; i Zi;; ivjyiyj s Rj

e sous les contraintes a; > 0,r; > 0,C—a;—ri=0i=1,...,net
n

Izldlyl - 0

e = sous les contraintes 0 < a; < C (contraintes de boite)
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e La solution

n

w =S aiyixi= Y aiyix
° ‘leyll Zd’ll

iesv

n
o (%) = ZG.*yiK(Xi,XHWB: > AiYiK(xi,X) +wp
=

iesv

o W est choisi tel que y; = f(xj)yi > 1-& = 1—%7

1
e la marge obtenue: y= z af — Zata*
iesv c
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o Probléme dual

o les gradients:

oL(w, wo,a 0

oL (v o, ) W ) - w3 iy =0
oL (w, wo,

OL(w. W, 1) 0{0 ) - C—ai—r=0
oL(wwp, )
o, M0

Machines a vecteurs de support

e La solution

n
w =Y alyixi =Y olyixi
. ; yixi= "y afy,

lesv
n
o £7(x) = Z\ai*le(XnX) +wp = z ayiK (%i,X) + W
i= iesv

o wj est choisi tel que yi = f(x;)y; =1 pourtousi: 0< a*< C

« lamarge obtenue: y= 3 arajyy;K(x,x;)
i,Jésv
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e Expériences e Expériences
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e Expériences e Expériences
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e Distribution de la marge d’entrainement e Distribution de la marge de test
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o Distribution de la marge d’entrainement

BreasiCancer - distibution de marge dentra nement

taux des points de marge infGrieure.

o Distribution de la marge d’entrainement

taux des points de marge inf@rieure:

e Distribution de la marge d’entrainement

taux des points de marge infrieure
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Machines a vecteurs de support

"

Machines a vecteurs de support

ion de marge dentr
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e Distribution de la marge de test

taux des points de marge infGrieure.

BreastCancer - distibution de marge de test
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o Distribution de la marge de test

taux des points de marge inf@rieure:

Credit - distribution de marge de test
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e Distribution de la marge de test

taux des points de marge if@rieure:

Tie-Ta

 distribution de marge de test
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Machines a vecteurs de support

e Comparaison avec boosting (marge d’entrainement)

taux des points de marge infGrieure.

lonosphere - istrbution de marge d'entra nement

- gamma ~005 Z—
" r—
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e Comparaison avec boosting (marge d’entrainement)

taux des points de marge inf@rieure:

Breas

de marge
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e Comparaison avec boosting (marge d’entrainement)

taux des points de marge infrieure

Credit- ement

Machines a vecteurs de support

e Comparaison avec boosting (marge de test)

lonosphere - distibution de marge de test

SUm - gamm:
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e Comparaison avec boosting (marge de test)
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e Comparaison avec boosting (marge de test)

taux des points de marge if@rieure:

Credit - distrbution de marge de test
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taux des points de marge infGrieure.

Machines a vecteurs de support ©
e Comparaison avec boosting (marge d’entrainement)
/ﬂ,’w\“ﬁa:uua — |
/
|
J
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o Erreur de généralisation

o dimension VC effective:

min(%,d) +1

« espérance de I'erreur de généralisation:

ER()] <

kd
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e Estimation LOO

o Roo(f) est presque non-biaisé:

IF:ﬁLOO( frr1) =ER(fn)

e erreur LOO:

- 10 12

Rioo(f) = ﬁzl'mu><x<>v.<0}:ﬁizl'{ffﬁ'Nx)Y‘zO)
l n

= 02 0100000 20l

1 n
2 ﬁzl(uouzo}
i=:

« 00 U0 > (1(x) ~ FO))Y,

a7
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e Comparaison avec boosting (marge de test)

taux des points de marge infGrieure.

Tic-Tac-Toe - distibution de marge de test
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e Estimation LOO

e erreur empirique:

. S
R(f,Dn) =R(f) = H.le{'(x')m”
&

o () est entrainé sur

DO = (X, Y0), s (% 1,¥ 1), (Kt Vi), -, (%, Vo))

e erreur LOO:

- 10
Rioo(f) = ﬁ;'(fm(n)ko)
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e Nombre de vecteurs de support

o U =0 pour les vecteurs de non-support

* Roo() < ™
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e Borne de Jaakkola-Haussler

UM < aiK (X, %) pour les vecteurs de non-support

=~ 12
*Roo(f) <705 lakosxzn
i=.

e Borne de Opper-Winther

« matrice de Gram des vecteurs de support: Gsyjj = K(X;, X))

cU(‘)zia‘
(Gshi
e Roo(f) < 1i|
0 =n a;
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e Expériences

Machines a vecteurs de support

e Expériences

Tic-TacToe
1
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e Expériences

Machines a vecteurs de support

e Expériences
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