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SOMMAIRE

Dans ce rapport, on s'intéresse au probl&me des remplacements pré-
ventifs dans le cas d'un systéme 3 plusieurs composantes. Chaque compo-
sante est sujette & tomber en panne soudainement selon une certaine mesu-
re de probabilité qui dépend de son &tat actuel. L'état d'une composan-
te est une mesure de détérioration donnée par les valeurs de certains pa-

ramdtres (usure apparente, etc...) ou simplement par son &ge.

On traite en détail le cas ot le systéme est observé d interval-
les fixes (temps discret). L'évolution du systéme est représenté par une
chafne de Markov et le probl&me est abordé par une approche de programma-
tion dynamique. Pour une structure de cofits tr&@s générale (avec actuali-
sation) et une détérioration stochastique du systéme dans un ensemble bo-
rélien d'états, on détermine des conditions suffisantes pour que la fonc-
tion de "cofit anticipé'" dans l'équation de la programmation dynamique soit

croissante en fonction de 1'état des composantes.

On traite plus en détail le cas oli le systéme est formé de compo-
santes identiques dont 1'état est donné par l'dge et oll la structure de
colits est affine en fonction du nombre de composantes remplac&es. Des
exemples numériques sont traités et les politiques optimales sont compa-

rées 3 des politiques sous-optimales plus simples.

Deux modéles en temps continu sont ensuite discutés briévement.
Dans le premier cas, le systéme est observé continuellement, tandis que

dans le second cas, il est observé d intervalles variables.






INTRODUCTION

L'une des branches de la théorie de la fiabilité s'intéresse
au choix des régles d'entretien, de réparation, de remplacement, etc...
d'un systéme. Il s'agit d'établir les régles de fagon & optimiser
certaines caractéristiques du systéme, comme par exemple: minimiser
les coiits d'opération ou maximiser la disponibilité. Les décisions
i prendre concernent, entre autres, le choix des méthodes et des dates
d'inspections, les quantités optimales de pi&ces a garder en inventaire
et les mesures d'entretien: quand faut-il réparer? Quand faut-il
remplacer certaines piéces du systéme? Lesquelles? Quand faut-il

remplacer le systéme au complet?

Dans ce rapport, notre intéré@t portera sur les trois derniéres
questions. La derniére a déja &té &tudiée & fond dans la littérature,

nous tenterons de voir comment répondre aux deux autres.

Nous nous intéressons donc au probléme des remplacements pré-
ventifs dans le cas d'un systéme 3 plusieurs composantes, Un camion,
un moteur d'avion, etc... sont des exemples de tels systémes. Chaque
composante est sujette & tomber en panne soudainement selon une cer-
taine probabilité qui dépend de son &tat actuel. L'&tat d'une compo-
sante est une mesure de détérioration donnée par les valeurs de certains
paramétres (usure apparente, indications de surchauffe ou de basse
pression de 1'huile, etc...) ou simplement par son &ge.

Le systéme peut €tre observé de fagon continue, 3 intervalles
fixes ou 3 intervalles variables. Lors d'une observation du syst@me,
les composantes en panne doivent &tre remplacées immédiatement par des
composantes neuves. On peut aussi remplacer préventivement des compo-
santes avant qu'elles ne tombent en panne, par exemple lorsque les ris-

ques de défaillance ou les cofits d'opération deviennent trop élevés.



Souvent, il en cofite moins cher d'effectuer plusieurs
remplacements d la méme occasion plutdt que séparément. On peut
réaliser ainsi d'importantes é&conomies en regroupant les rempla-
cements., Le probléme est de déterminer, lorsque le systéme est
dans un état donné, quels éléments, s'il y a lieu, on doit rempla-

cer.

Les techniques que 1'on retrouve dans la littérature et
qui permettent d'obtenir des solutions pratiques & ce genre de
probléme sont des méthodes heuristiques. En général, les solu-

tions obtenues sont relativement simples, mais sous-optimales.

Au chapitre 2, on s'intéresse au cas ol le systéme est
observé a intervalles fixes (temps discret). L'évolution du sys~-
téme est représentée par une chalne de Markov multidimensionnelle
et le probléme est abordé par une approche de programmation dyna-
mique. Pour une structure de cofits trés générale et une détériora-
tion stochastique du systéme dans un ensemble borélien d'états, on
détermine des conditions suffisantes pour que la fonction de Bellman
dans 1'équation de la programmation dynamique soit croissante en
fonction de 1'&tat des composantes. Cela permet, dans certains cas,

de caractériser la forme de la politique optimale.

Au chapitre 3, on traite plus en détail le cas ol les compo-
santes sont identiques, ont un taux de panne non décroissant en fonc-
tion du temps et oli la structure des cofits se réduit & la forme sui-
vante: lors de chaque intervention, un cofit fixe est encouru, au-
quel s'ajoute un colit variable qui est fonction linéaire du nombre de
composantes remplacées, Dans le cas oll le syst@me est observé 3 in-
tervalles fixes sur un horizon infini avec actualisation, un algorith-
me permettant d'obtenir une politique g-optimale est développé. Des
exemples numériques sont traités et illustrent 1l'effet d'une varia-
tion du rapport entre la partie fixe et la partie variable du cofit.
Les politiques optimales sont ensuite comparées & des politiques sous-—

optimales plus faciles 3 implanter.



Au chapitre 4, on s'intéresse d'abord au cas ol le systéme est
observé continuellement. On conjecture que ce modéle peut Etre approxi-
mé par le modéle en temps discret du chapitre 2, en prenant At suffisam-
ment petit. Un autre mod&le en temps continu est ensuite discuté bris-
vement. Il s'agit du cas ol le syst@me n'est observé qu'un nombre fini
de fois dans tout intervalle de temps fini. Les instants d'observation
correspondent aux pannes et aux inspections prévues. On montre que ce
dernier moddle donne lieu # un probléme de contrSle impulsionnel d'un

processus de saut.






CHAPITRE 1

1. EXPOSE DU PROBLEME

1.1 Généralités.

T

Dans ce chapitre, nous ferons d'abord une bréve revue de la
littérature concernant les politiques de remplacement dans le cas
d'un systéme 3 une seule composante. Nous donnerons ensuite deux
exemples de systémes & plusieurs composantes ol les composantes ne
peuvent pas étre traitées indépendamment. MNous verrons enfin quelles
sont les solutions proposées par différents auteurs pour de tels

problémes.

Plusieurs types de modé&les d'optimisation des politiques
de remplacement de machines et de piéces de machines apparaissent
dans la littérature. D'importants résumés ont été effectués par
McCall [21] en 1965, Berg et Epstein [ 5 ] en 1972 et Pierskalla et
Voelker [22 ] en 1976. D'autre part, les volumes de Barlow et Proschan
[ 3 ] et de Gertsbakh [14] constituent une excellente introduction

i la théorie de la fiabilité et aux mod&les d'entretien préventif.

1.2 Systéme a ume composante.
Le probléme de la détermination d'une politique optimale de
remplacement et de réparation pour un systéme & une seule composante

- -

a été étudié sous toutes ses facettes par de nombreux auteurs.

Considérons le cas oli le systéme est observé a intervalles
fixes et se détériore aléatoirement suivant une chafne de Markov.
On suppose que l'ensemble & des états possibles de la composante
est fini et totalement ordonné. A chaque période, on peut laisser la
composante ou la remplacer par une neuve. Parfois, il est avantageux
de remplacer la composante avant qu'elle ne tombe en panne, de fagon

3 éviter les consdquences fiAcheuses d'une panne non prévue ou d'une



détérioration excessive. Le choix de la décision de remplacer ou non
le systéme est dicté par une politique dont les régles sont basées

sur son histoire présente et passée. Le choix de la politique dépendra
de la structure des coiits et de la matrice des probabilités de transi-

tion entre les états.

Derman [jl] a établi des conditions nous assurant qu'une poli-
tique optimale se trouve dans la classe des politiques pures (non aléa-
toires) qui sont basées non pas sur toute 1l'histoire passée, mais seu-

lement sur 1'état présent du systéme (Voir DJﬂ).

Plusieurs auteurs, dont Barlow et Proschan [3 ], Kolesar
[19] et Kao [18] ont donné des conditions suffisantes pour que la
politique optimale de remplacement soit une régle de type "'seuil de
contrdole" ("control-limit'" rule). Suivant ce genre de politique, on
remplace la composante si et seulement si son &tat est supérieur ou
€gal d un seuil fix&. Ross [24:] a généralisé les résultats précédents
au cas oiu l'état du systéme est représenté par un &lément d'un sous-

ensemble borélien non vide des réels non négatifs.

Ces conditions suffisantes correspondent a exiger que:

(i) 1le coflit en fonction de 1'état est croissant et borné.

(i1) 1la probabilité que la prochaine transition se fasse vers un
état supérieur ou égal & une certaine valeur fixe est crois-

sante en fonction de 1'é&tat présent.

Gertsbakh [15?] et Anderson [ 2 ] ont é&tabli des conditions
similaires, suffisantes pour 1'appartenance de la politique optimale
a la classe des politiques de type "seuil de contrdle'", pour le cas

ol le systéme est observé continuellement.



D'autres auteurs, plus pragmatiques, ont &tudié et comparé
différents types de politiques de remplacement. Dans sa thése de
doctorat, C. Tilquin [27 ] s'est intéressé a quatre types de modéles
de remplacement pour une composante dont la distribution de la durée
de vie est connue et la seule mesure de "détérioration" est 1'dge.

Les modéles en question étaient:

(i) remplacement périodique (RP) de période T,
(ii) RP avec réparation minimale & la panne,
(iii) RP avec période d'inactivité entre la panne et le prochain
remplacement prévu,

(iv) remplacement au plus tard & 1'dge T.

Dans un modéle de remplacement périodique ("block replacement"),
la composante est remplacée systématiquement & intervalles T fixés.,
Dans le mod&le (iv) ("age replacement'"), la composante est remplacée
lors d'une panne si cette dernidre survient avant 1'4ge T et & 1'dge T
dans le cas contraire. Cela correspond, en fait, 3 une politique de

type ''seuil de contrdle'.

En général, une politique de type RP peut &tre avantageuse si
les remplacements planifiés & 1'avance sont moins coliteux ou si le
colit de garder "en mémoire' 1'dge de la composante est trop &levé.
D'autre part, suivant une telle politique, on risque de remplacer une
composante qui vient de 1'&tre lors d'une panne et qui est pratiquement

neuve.

Bhat | 9 | considére une variante de (ii). Pour lui, "réparation
minimale" représente le remplacement d'une composante qui tombe en panne
par une composante d'dge T qui a été retirée lors d'un RP antérieur et

qui est encore en état de fonctionmer.



Gertsbakh [l4j considére des modélés ol 1'existence d'une
panne peut demeurer inconnue avec une certaine probabilité et des
mod&les oili des inspections peuvent nous donner les valeurs de cer-
tains paramétres indicateurs du niveau de détérioration. D'autres
modéles de ce genre ont &té &tudiés par Luss [20} , Bergman [ 6 ]

et plusieurs autres auteurs.

1.3 Systéme & plusieurs composantes.

Lorsque le systéme est constitué de plusieurs composantes, le
remplacement d'une composante doit se décider, habituellement, en te-
nant compte de 1'état des autres composantes du systéme. On peut
traiter chaque composante comme un systéme individuel et trouver une
politique optimale pour chacune d'entre elles. Mais on n'obtiendra
ainsi une politique optimale que si les composantes sont stochastique-
ment et &conomiquement indépendantes. En pratique, c'est loin d'@tre
toujours le cas. Par exemple, il y a dépendance &conomique s'il en
colite moins cher de remplacer plusieurs composantes 3 la méme occasion
plutdt que séparément. Dans ce cas, on peut réaliser des &conomies
d'échelle en groupant les remplacements. On dira alors qu'on adopte

une politique opportuniste.

1.4 Exemple A: un camion de transport
Un camion de transport est constitué de plusieurs piéces, dont
la plupart se détériorent avec 1'usage et sont sujettes d des défail-
lances. Certaines défaillances provoquent des pannes qui peuvent
immobiliser le camion, de sorte qu'il est souvent plus cofliteux de rem-
placer une piéce lors de sa défaillance que de la remplacer préventive-

ment lors d'une revision.

Les colits supplémentaires encourus lors d'une panne peuvent

correspondre au temps ol le camion et le chauffeur restent inactifs,

d 1l'envoi d'un mécanicien au lieu de la panne, au remorquage si



nécessaire et enfin a la dégradation du service & la clientéle.

Une politique d'entretien préventif vise & établir un com-
promis entre la réduction des cofits supplé&mentaires dlis aux pannes
et 1'augmentation des cofits provoquée par le remplacement de piéces
qui sont encore en état de fonctionner. Etant donné qu'un camion
est composé de milliers de piéces, la recherche de ce compromis est

extrémement complexe.

On peut simplifier le probléme sans trop diminuer le réalisme
du modé&le en ne considérant qu'un nombre plus restreint de piéces,

appelées piéces critiques. On peut aussi regrouper les piéces criti-

ques en sous-syst@mes critiques. Par exemple, Brosh, Shlifer et
Zeira [10] et Goyette et Haurie [16] considérent les huit sous-

systémes critiques suivants:

1) embrayage 5) filtre a essence
2) freins 6) alternateur

3) carburateur 7) démarreur

4) pompe a4 essence 8) distributeur.

De cette fagon, ces auteurs représentent un camion par un systéme &

8 composantes, chacune correspondant 3 un sous-systéme critique.

On peut remplacer ou réparer une composante soit & 1'occasion
d'une panne, soit 3 1'occasion d'une revision. La réparation d'une
composante pourrait correspondre, par exemple, au remplacement d'une
de ses piéces. Les auteurs mentionnés ci-dessus ne consid@rent toute-
fois que des modéles oli les seules actions d'entretien admises corres-
pondent aux remplacements de composantes par des composantes neuves et
identiques aux précédentes. On ne considére pas la possibilité de
réparer une composante. De plus, on suppose que les durées de vie des
différentes composantes sont stochastiquement indépendantes. Les cofits

considérés sont:



(1) un cofit fixe d'intervention pour une revision planifiée,

(i1) un colit de panne dépendant de la composante qui tombe

en panne,

(1i1) wun cofit de remplacement pour chaque composante.

Goyette et Haurie [16] proposent un modé&le ol les dates de
revision sont fix&es une fois pour toutes au début de la vie du ca-
mion. Les décisions de remplacement préventif d'une ou de plusieurs
composantes sont prises en tenant compte de 1'dge de toutes les com-
posantes du systéme et de la structure de cofit. Ces auteurs &tablis-
sent des équations permettant de caractériser la politique optimale.
Une résolution numérique risque cependant de poser des difficultés

majeures,

Dans [10], on décrit une &tude qui a porté sur une flotte
de 100 véhicules observés durant 3 ans. On a comparé entre elles

cing types de politiques préalablement définies:

I~ Aucun remplacement préventif.
II- RP de certaines composantes, 3 intervalles fixes prédéter-

minés, sans égard & 1'age.

IIT- RP lors de revisions planifiées, comme en II, mais on rem-—
place seulement les composantes dont 1'3ge a atteint une

certaine limite,

IV- Remplacement de certaines composantes prédéterminées, sans

égard a 1'age, mais seulement 3 1'occasion d'une panne.

V- Tel qu'en IV, mais en ne remplagant que les composantes dont

1'dge a atteint une certaine limite.
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En plus des cofits de remplacements, de pannes et de revisions,
le modéle tient compte des cofits d'un systéme d'information permet-
tant de connaftre 1'Age des composantes. Un tel syst&me est nécessai-

re pour l'application des politiques III et V.

Les remplacements préventifs sont motivés par 1'hypoth&se que
chaque composante a un taux de défaillance croissant selon 1'dge. Cet-
te hypothése fut confirmée lors de l'observation des données, Les au-
teurs ont observé, en effet, que la durée de vie d'une composante était

trés bien représentée par une distribution d'Erlang (k=2).

Malgré tout, ils ont conclu que la politique I &tait préférable

3 chacune des autres,

I1 est 3 remarquer, cependant, que pour chacune de ces politi-
ques, la décision de remplacer ou non une composante est prise sans
tenir compte de 1'dge des autres composantes du systéme. Ainsi, 1'exis-
tence d'autres types de politiques plus avantageuses n'est pas exclue.

Nous proposons, plus loin, un autre modéle pour ce genre de probléme.

——— it S o T S T " S L S A o e e Yt S

La conception d'un moteur d'avion & réaction moderne tient
compte de plus en plus du cofit de 1'entretien. Ces moteurs sont main-
tenant construits de fagon modulaire, de sorte qu'un moteur en panne

puisse &tre réparé en remplagant simplement le module défaillant.

Auparavant, on &tablissait une limite d'3ge, en heures de vol,
sur chaque type de moteur. D&s qu'un moteur atteignait sa limite d'iage,
on le remplagait par un nouveau moteur. Sous une politique d'entretien
"modulaire'" ('"modular maintenance'"), les modules sont supposés indépen-
dants, L'dge du moteur n'est plus un scalaire, mais un vecteur dont
chaque composante indique 1'dge d'un module. 1I1 peut y avoir une limite

d'dge sur chaque module, mais pas sur le moteur.
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UNCLASSIFIED
MDC A3626-4

MCDONNELL AIRCRAFT COMPANY

MODULAR REPLACEMENT

ENGINE MDD U-I.ES

1. INLET/FAN MODULE

2. CORE ENGINE MODULE

3. FAN DRIVE TURBINE MODULE

4. AUGMENTOR DUCT AND NOZZLE MODULE
5. GEARBOX MODULE

F100 engine maintenance procedures are faster, lower in cost, and can be accomplished at lower maintenance levels
because the engine is designed for modular maintenance. Modular maintenance is the replacement of major functional
engine assemblies, rather than the customary tear-down and replacement of many separate detail parts.

F100-PW-100 MODULES

GEARBOX MODULE FAN DRIVE TURBINE MODULE

INLET/FAN MODULE

o

CORE ENGINE MODULE AUGMENTOR DUCT AND NOZZLE MODULE

Fig, 1.1 Un moteur F100,
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Pour remplacer une piéce, il n'est pas nécessaire de remplacer
tout le moteur, mais seulement le module touch&. Les autres modules
sont remis en place et il n'est pas nécessaire, en général, d'y

effectuer des réajustements aprés le remplacement du module fautif.

Ce systéme permet de réduire la durée des réparations, la
main d'oeuvre utilisée et le nombre de moteurs de rechange 3 garder
en inventaire. Au lieu de garder des moteurs en réserve, on garde
des modules, et la quantité A garder pour chaque type peut &tre dé-
terminée en tenant compte des taux de défaillance effectifs des diffé-

rents modules.

Par exemple, le moteur F100 de McDonnell Douglas est composé

de 5 modules principaux (Voir Fig. 1).

Généralement, le taux de défaillance d'un module, en fonction
du temps, est représenté par une courbe "en baignoire'". (Voir Fig. 2).
En pratique, on peut obtenir une représentation mathématique d'un tel
type de taux de défaillance par une somme de deux ou trois taux de

défaillances de distributions connues.

N
Taux
de
défaillance
' '
i ! DS
- I3 - V
période période de limite période dge
infantile vie utile d'age d'usure

Fig. 1.2 Courbe "en baignoire".
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Un module neuf a un taux de défaillance élevé. Ce taux décroit
d'abord assez rapidement avec 1'Age, demeure & peu prés constant du-

rant une certaine période, puis augmente graduellement.

La période initiale ot le taux de défaillance est &levé corres-—
pond 3 une période de rodage et d'apparition des dé&fauts de fabrication.
La période oli le taux de défaillance est croissant correspond & 1'usure

du module.

Certaines défaillances peuvent &tre catastrophiques. C'est
pourquoi certains modules doivent @tre remplacés avant d'atteindre un
taux de défaillance trop élevé. Pour chaque module, on détermine une
limite d'dge dans 1'intervalle (0,« ]. Dés qu'un module atteint sa
limite d'dge ou tombe en panne, on doit le remplacer. Lorsqu'une telle
occasion se présente, il peut &tre avantageux d'en profiter pour rem-—
placer du méme coup d'autres modules qui seraient, par exemple, tout
prés de leur limite d'Age. Les modules remplacés sont remis a neuf

et retournent ensuite dans les stocks de réserve.

Le probléme consiste 3 déterminer une politique de remplacement
préventif des modules qui permettra de minimiser les cofits tout en

respectant certaines normes de sécurité.

s S g 10 . e . o Pt S i Bt e o s ot e G

Une classe de politiques de remplacement préventif pour les
systémes 3 plusieurs composantes identiques, stochastiquement indépen-
dantes et dont la distribution de durée de vie est connue est &tudiée
dans Gertsbakh [14, PP. 80—95]. L'auteur a analysé la classe des poli-
tiques de type (t, T) définies comme suit: au temps 0, le systéme est
complétement neuf et commence 3 fonctionner. Durant la période ,t),
on remplace seulement les composantes qui tombent en panne. Durant la
période [p, T), dés la premi@re panne, s'il y en a, tout le systéme
est remplacé par un systéme neuf. S'il n'y a pas de panne durant la

période [t, T), on remplace tout le systdme au temps T et on recommence
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a neuf. L'objectif est de minimiser le colit espé&ré moyen par unité
de temps. Des tables, données par 1l'auteur, permettent de trouver les
valeurs optimales de t et T pour un systéme dont les composantes ont

une durée de vie de distribution gamma.

En posant t = T dans ce modéle, on obtient la politique de
remplacement périodique ('"'Block replacement') bien connue. Selon une
telle politique, on remplace toutes les composantes & intervalles fixes,
indépendamment des défaillances qui surviennent. Lors d'une défaillance,
on ne remplace que la composante en panne. Le plus grand avantage de
cette politique provient de sa simplicité: 1les réparateurs connaissent

longtemps d'avance les instants de renouvellement du systéme.

En posant t = 0, on obtient une politique de remplacement de
type '"seuil de contrdle'". Le syst@me est remplacé dés la premiére

défaillance, et au plus tard & 1'8ge T.

Lorsque les composantes sont différentes, on peut déterminer
un intervalle entre les remplacements périodiques particuliers & chaque
composante. On aura intérét, toutefois, & coordonner les instants de
renouvellement de fagon 3@ ce que plusieurs remplacements planifiés

aient lieu simultanément.

Gertsbakh [14, PP- 216—228] considére un modéle de rempla-
cement périodique oli les longueurs des périodes pour les différentes
composantes sont toutes des multiples d'une méme constante. En général,
les régles de remplacement des composantes d'avions ot de camions sont
de ce type. L'auteur donne un algorithme permettant de déterminer,
pour une structure de cofit particuliére, une séquence optimale de pé-
riodes (une pour chaque composante), lorsque l'objectif est de mini-~

miser le cofit total espéré par unité de temps.

Bien que ces politiques de remplacements planifiés soient en

général faciles A implanter et & gérer, elles sont parfois loin d'@tre
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optimales. Tel que mentionné par Berg et Epstein [4] et Alj et Haurie
DJ, on risque de remplacer, de temps 3 autre, des composantes i peu

pPrés neuves.

Dans [ 4 ], une politique de remplacements périodiques
"modifi&e" est proposée pour un syst&me 3 composantes identiques.
I1 s'agit de choisir un couple (t, T) et d'effectuer une revision
planifiée & chaque multiple de T. Cependant, lors de cette revision,
on ne remplace pas toutes les composantes, mais seulement celles qui
ont atteint 1'dge t. Lors d'une panne, on ne remplace que la compo-
sante défaillante. Les auteurs développent, pour certains cas parti-
culiers, l'expression du cofit espéré par unité de temps lorsqu'une
telle politique est appliquée,

Les politiques de remplacements i intervalles fixes ne sont
toutefois pas toujours appropriées. D'autres auteurs ont étudié diffé-

rents types de politiques de remplacement selon 1'dge.

Dans un article paru en 1957 [ 26], Sasieni considére un systéme
d deux composantes identiques, & taux de défaillance croissant. Une
composante est remplacée dés qu'elle devient défectueuse ou qu'elle
atteint un adge prédéterminé T. A 1l'occasion du remplacement d'une com-
posante, l'autre est aussi remplacée si son Age atteint le seuil t.
Dreyfus [:13] a par la suite démontré, en utilisant la programmation
dynamique, que la politique optimale, méme pour un systéme 3 deux com-
posantes identiques et une fonction de colit trés simple, n'était pas

nécessairement de la forme proposée par Sasieni.

Vergin [28] et Vergin et Scriabin [29] utilisent la program-
mation dynamique pour trouver la politique optimale dans le cas de
systémes & 2 et 3 composantes identiques. Les politiques optimales
obtenues sont compares & certaines politiques simples utilisées cou-
ramment. Les ré&sultats "suggérent" qu'une politique du type de celle
de Sasieni devrait &tre, en général, presqu'aussi bonne que la politique

optimale.



Dans les prochains chapitres, nous établirons quelques
caractéristiques d'une politique optimale, lorsque les composantes

sont stochastiquement indépendantes.

16,






CHAPITRE 2

2., UN MODELE DE REMPLACEMENT EN TEMPS DISCRET

2,1 Formulation gg_probléme sur horizon fini,

Considérons un systéme 3 m composantes. Au temps t, = 0, le
systéme est compl&tement neuf, Au temps T > 0, il est remplacé par un

nouveau systéme. Soit

A
M= {1,2,...,m}
1l'ensemble des composantes,

-~

Le systéme est observé i intervalles fixes. L'intervalle de
temps [0,T] est divisé en N sous-intervalles de longueur At et les ins-

tants d'observation sont:

t =0

(o}

£ = At
tk=kAt
tN=NAt=T.

Pour i = 1,..,.,m , soit Bi un sous—-ensemble borélien des réels

non-négatifs tel que 0¢B,, soit d ¢ R et soit
2s U 2.1

A 1'instant tk’ 1'état de la composante i est un &lément de Xi' L'état
d indique la défaillance et 1'€tat O indique que la composante est neu-

ve,

Ainsi, pour k = 0,...,N , 1'&tat du systéme i 1'instant d'ob-

servation t, est donné par un vecteur:

k A

m
x €X= 1 X ¢ (RU{AD™ . (2.2)
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xi = 0 indique que la composante i est neuve au temps tk tandis que

xk = d indique que la composante i est défaillante et doit &€tre rem~

i
placée immédiatement par une neuve,

A 1'instant tk’ en plus de remplacer les composantes défail-
lantes, il est aussi possible de remplacer des composantes qui sont en-
core en état de fonctionner, de fagon & exploiter certaines possibili-
tés d'économies d'échelle. Le contrdSle correspond i 1'ensemble Rk des
composantes que l'on décide de remplacer par des composantes neuves

(on ne considére pas la possibilité de réparer).

En pratique, il peut y avoir des temps d'arrét dls aux rempla-
cements, mais habituellement on peut supposer que ces temps d'arrét
n'influencent pas 1'état des composantes qui ne sont pas remplacées.
On peut donc ne pas les considérer. Dans ce modéle, on suppose que

tous les remplacements sont effectués instantanément,

Une politique n est une suite de fonctions:

k
k

{p + X x ? (P(M) x X} - P(M)}kGN.
£=1

A l'instant t, s 0<k=N-1, pk(xo,Ro,...,Rk_l,xk) désigne

1'ensemble Rk des composantes & remplacer.
Définissons, Yx€X:
A
Ux) = {RcM | x, =d = i€R} . (2.3)

Une politique m = (uo,ul,...) est dite admissible si

WKL xR Sy e U (2.4)
k
V k€ N et VxR, ..., 1, xe [x x P ]x X .
2=1

Cela nous assure que les &léments en panne sont remplacés sur le champs.

Nous dénoterons par II 1'ensemble des politiques admissibles.
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Immédiatement apr&s les remplacements, s'il y en a, l'état du

systéme est donné par le vecteur:

= p(xk, Rk) (2.5)

ol p : R® x PM) - R" est une fonction définie par:

X si i¢R

A
p(x,R); = (2.6)

0 si ieR.

Nous utiliserons désormais t; pour désigner le temps tk’ immé-

diatement aprés les remplacements,

L'état du systéme au temps te,1 est ensuite choisi aléatoire-

ment selon une mesure de probabilité& que nous allons maintenant préci-

ser.
On peut d'abord définir un ordre total sur chaque Xi en posant:
d>n~= VYT e€eER. (2.7)
Nous utiliserons cette relation d'ordre dans toute la suite du texte,
On suppose que chaque transition d'une composante d'un &tat &

un autre est indépendante des transitions des autres composantes. La

transition d'une composante durant 1l'intervalle (tk, se fait se-

t
k+1
lon une distribution de probabilité& qui ne dépend que de son état r;
+
au temps tk.

On suppose que pour i = 1,...,m , V€€Bi et Yt €¢RU{d} ,
A k+1 -
Fi(Tlg) = P(xi <7 | r, &) (2.8)
est bien définie et ne dépend pas de k ,

On a ainsi, pour i = 1,...,m:

1 (2.9)

F, (d|&)

Pt dlrf = p) (2.10)

F, (=|&)

et Fi est une fonction de répartition sur 1l'ensemble R U{d} -
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Puisque les transitions sont indépendantes, la fonction de ré-

partition conditionnelle de 1'état du syst@me au temps t sachant qu'il

k+1

était dans 1l'état rk au temps t; est définie par:
A m
F(zlrk) = P(xk+l < zlrk) = I Fi(zilr?) (2.11)

i=1
m
Vze(®U{d})" .
Les coflits sont déterminés par les fonctions: c : X x P(M) - R
et Cp : X+R . On suppose que ces fonctions sont non-négatives, crois-

santes par rapport 3 chacune des composantes de x et bornées uniformé-

ment par une constante B < =,

Ainsi, YRC M, Vx, X € X tel que x <%, on a:
0 <c(x,R) <= c(X,R) =B (2.12)

0 < cF(x) <c (X) =B, (2.13)

F

On suppose de plus que c et ¢, sont Borel-mesurables, c'est-3-

F
dire que les images inverses par c¢ et par Cp de tout borélien de R sont

respectivement un élément de la tribu engendrée par
{({xeX | x <71}, R) ] T€X, RCM} et un élément de la tribu engendrée par
{(==, T]N X | T€x} .

~ - k
A 1'instant d'observation t,» si 1'état du systdme est x et
- - I k ~
si on remplace les éléments qui sont dans l'ensemble R, alors le cofit
P < k . o
espéré pour cette &tape est c(xk, R). A l'instant tys le colit espéré

N
est cF(x ).

Soit B € [0,1] le coefficient d'actualisation par période At.

Lo

Le probléme consiste 3 trouver une politique admissible m = (pp,u

qui minimise la fonction de cofit J:

N~1

TG = E g {E L3 el B Y @t )
X X X k=0

(2.14)

ﬁ* Par la propgsition 7.28 de Bertsekas et Shreve [:8, P. l4d], la fonc-

tion J (x) est bien définie.
N,
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sous les contraintes:

x° =0 (2.15)

o= K x,8,. . B i e U (xk)l (2.16)
k=0,-o-,N—l

X e o, R J (2.17)

et ol les espérances mathématiques sont prises par rapport i la mesure

de probabilité définie en (2.11).

- k
Par (2.11), la distribution de 1'état xk+l ne dépend que de r
et pas des états antérieurs. Il suffit donc de considérer les politiques
(uo,ul,uz,..l) telles que pour k = 0,1,2,..., pk n'est fonction que de

k . e .
X . On peut simplifier la notation en posant:

k k -
Ky 2 R0, L B (2.18)
Soit:

J*éIf J. _(0)
N oo N

Sujet & (2.15), (2.16) et (2,17).

Il s'agit maintenant de trouver une politique w* € Il telle que:

*
Iy = Ty, a0 - (2.20)

2,2 Algorithme de la Programmation Dynamique.

Définissons 1l'opérateur T par:

A
T(J) (x) = Min  {c(x,R) + Bfy J(2)dF(z| p(x,R)) } Vx€X, (2.21)
ReU(x)
pour toute fonction J : X - R Borel-mesurable. Notons p,(x,J) 1l'ensemble
R pour lequel le minimum est atteint dans (2.21f%. Par les proposi-
tions 7.28 et 7.29 de [:8, pp. 140 et 144], si J est Borel-mesurable,

alors T(J) est bien définie et Borel-mesurable.

1‘ S'il y a égalité, on peut convenir de prendre 1l'ensemble de plus pe~-
tite cardinalité et si 1l'égalité persiste, de prendre celui dont la
somme des indices est minimale,
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Posons:

Jo(x) = CF(x) Vx€X (2.22)

et pour k = 1,2,,..,N :
Jk(x) = T(Jk_l)(x) Vx€X , (2.23)

Chaque Jk est alors bien définie et Borel-mesurable.

Le corollaire 3.3.1, 3 la page 45 de [8] nous assure que 1'al-
gorithme défini par les Eqs (2.22) et (2.23) génére une solution opti-
male du probléme (2,19).

On a:

*
JN(O) = J. ., (2.24)

l,uz,...)é Il telle que

A 0
et toute politique m = (u ,u
k -
() = p,(x, JN—k—l) Yx€X , k = 0,1,...,N -1 (2.25)
est une politique optimale admissible.
La fonction de colit anticipé Jk(x) représente le colit espéré ac-

tualisé minimal pour les k + 1 dernidres é&tapes, sachant qu'on est dans

1'état x au temps £y .

2.3 Une propriété de la fonction Jk(§l;

Les théorémes assurant 1l'existence d'une politique optimale de
type '"seuil de contréle" ("control-limit") (Voir [3], [12], [24]) ne
s'appliquent pas lorsque m > 1, car il n'est pas possible, en général,
de définir un ordre total sur 1l'ensemble des états du systdme tel que

les hypothé&ses de ces théoré&mes soient satisfaites.

Nous allons donc tenter de caractériser la politique optimale

dans le cas d'un systéme & plusieurs composantes.

Nous démontrons d'abord un théoré&me fondamental donnant des con-—

ditions suffisantes pour que Jk(x) soit croissante par rapport aux
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composantes de x: si, pour chaque y E[p,é], la probabilité que la com-
posante i passe 3 un &état supérieur 3 y est croissante en fonction de

son &tat présent, alors Jk(x) est croissante par rapport & X .

THEOREME 2.1:

Soit S C M tel que Vie€s, VyE[p,«ﬂ, Fi(ylri) est une fonction

décroissante en ro .

Alors, pour k = 0,...,N , Vi€S, Jk(x) est une fonction crois-

sante par rapport & X .

PREUVE:

La preuve se fait par récurrence sur k.

Pour k = 0, c'est une conséquence directe de (2.22) et de la dé-
finition de Cp -

Soit k > 0. Supposons la propriété vraie pour k = 1 et montrons

que cela implique qu'elle tient pour k.

Soit i€S et soient x, X € X tels que ij = x, Vij#i et ii > X .

|

Soit:

R = u*(i, Jk—l) (2.26)
Puisque X = x , on a:

. =d i , = d 2,27

3 vi | X (2.27)
et donc

jER Vi | x; = d (2.28)

~

ce qui implique que R est candidat pour le minimum dans la définition

de Jk(x) .

On a donc:

Jk(x) < c¢(x,R) + BfX cee fX Jk_l(z)dFl(zl|r1)...dFm(zm|rm)
m 1 (2.29)

oi r, = p(x,R)j i=1l,e0.,m .
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Mais comme
c(x,R) = c(x%,R) (2.30)
par définition de c, on peut écrire:

J (x) = e(®,R) + Bfy ..ol Jk_l(z)dFl(zllrl)...dFm(zmlrm) .
mo (2.31)

On a donc:

J )

2
]
o
.
Fan
»
p—g
v
oV
Ly
e
.
=

Jk_l(z)dFl(zllrl)...dFi(zilri)...dFm(zmlrm)

- BIX ...fX Jk_l(z)dFl(zl|rl)...dFm(zm|rm) (2.32)

2
[0,
]..J
e
™
2

o
0
-
’—h
m
w2

P, =r =0 (2.33)

et alors le terme de droite dans l'inégalité (2.32) devient 0, Dans ce

cas,

Jk(ﬁ) > Jk(x) . (2.34)

~

Dans le cas oli i ¢ R, on peut réécrire (2.32):

B = 3, (x) =By oSy Sy ...fxl{@}dFl(zllrl)...

m i+l i-1

dFi—l(zi-lIri—l)dFi+l(zi+l'ri+1)"'dFm(zm|rm) (2.35)

¢}

fxi Jk_l(z)dFi(zilfi) - in Jk—l(z)dFi(zilri) (2.36)

On peut facilement vérifier, par induction, que Jk-l est bornée
sur X, inférieurement par O et supérieurement par kB. Pour k-1 = 0, ce
résultat vient directement de (2.13) et (2.22). En supposant que c'est

vrai pour Jg—2> oi 2 =k <N+l , on a, VYx¢€X:
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Jk_l(x) = c(x,u*(x,Jk_z)} + fo Jk_z(z)dF(zlp(x,u*(x,Jk_z))). (2.37)

-~

ou

0= /y Jk_z(z)dF(zlp(x,p,*(x,Jk_z))) < (k-1)B . (2.38)

Par (2.12), (2.38) et (2.37) on obtient alors:

0= Jk_l(x) < kB Vx€X . (2.39)

D'autre part, on sait que fi = ﬁi >x; =1, ,cari ¢ R. De
plus, par 1l'hypothé€se d'induction, Jk_l(z) est une fonction croissante

en 2z, .
1

Le lemme A.l1 (voir Appendice A) nous assure alors que l'expres-—

sion (2.36) est non-négative. Cela implique, par (2.35), que:

Jk(x) > Jk(x) .
Donc, Jk(x) est une fonction croissante en X;, ce qui démontre le théo-
réme

Si x et ¥ sont deux vecteurs de X tels que % > X et §j = xj VjeM-S,
il est clair, par le théoréme précédent, que

Jk(ﬁ) 2 Jk(x) .

THEOREME 2,2:

Supposons que Vyé[p,%], Fi(ylri) est une fonction décroissante

en r, VieM .

Si dans 1'état x, au temps o 0 =k <N, il est optimal de rem-
placer toutes les composantes du syst@me, alors dans tout état ¥ = x tel

que:
C(isR) - C(X’R) = C(}’E’M) - C(X,M), (2'40)

il est aussi optimal, au temps tes de remplacer toutes les composantes.
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PREUVE:

Pour simplifier la notation, nous poserons, Vx€X et VYR€ U(x):

A
B (x,R) = fom...fxl Jk_l(z)dFl(zllrl)...dFm(zmIrm) (2.41)
ol r= p(x,R) .
Soient x, X € X | x=%.

I1 s'agit de démontrer que si
c(x,R) + Hk(x,R) = c(x,M) + Hk(x,M) VYRe U(x) (2.42)

alors

v

c(¥X,R) + Hk(i,R) c(%,M) + Hk(ﬁ,M) YRE U(%X) . (2.43)

Soit Re U(X) .

Puisque X = x, on a U(X) < U(x), et donc R € U(x).

(0) 1) .

Soient x = x = x S ees =X

tels que pour i = 0,,..,m-1, x(1+1) ne diffé&re de x(l) que par une seule

composante., Il est clair qu'une telle suite existe.

Pour i = 0,...,n-1, puisque x1) <% , on a U(X) E_U(x(i)) et
donc R € U(x(l)),-

Par le Théoréme 2.1 et en utilisant le lemme A.l m fois, on ob-
tient:

(m-1) 1

R) = ... = B (x77, R) 2 H (x,R) . (2.44)

Hk(i,R) > Hk(x
Ainsi:

c(%,R) + Hk(ﬁ,R) > c(%,R) + Hk(x,R) > c(%,R) - ¢(x,R) + c(x,R) + Hk(x,R)
> c(X,R) - c(x,R) + c(x,M) + Hk(x,M) par (2.42)
> c(%X,M) + Hk(x,M) par (2.40) . (2.45)

Mais il est clair que
B M = Bfy I _;(2)dF(z[0) = B (X,1) , (2.46)

ce qui implique (2.43) et compl&te la preuve B
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REMARQUES::

La condition (2.40) est nécessaire pour la validité du théoréme.
Cette condition pourrait ne pas €tre satisfaite, par exemple, si la va-
leur de revente du systéme usagé diminuait considérablement de 1'8tat x
& 1'8tat X. Dans un tel cas, il pourrait arriver qu'il soit avantageux

de remplacer tout le systéme dans l'état x, mais pas dans 1l'état X.

De plus, l'hypothé&se que p,(x, Jk—l) = M ne peut pas €tre re-—

laxée. 81 u,(x, Jk~1)c M et X 2 x, il n'est pas nécessairement vrai
qu'il existe une politique optimale telle que u,(X, Jk—llz My (X, Jk—l)'
Il est méme possible que 1l'on doive remplacer plus de composantes lors-
qu'on est dans 1'état x que lorsqu'on est dans 1'état X. Nous donnerons,
en section 3. , un exemple oli une telle situation se produit méme dans

le cas de composantes identiques., D'autres exemples se trouvent dans

[28] et [29].

Pour m > 1, il n'existe donc pas, en général, une politique op-
timale de type '"'seuil de contrdle". Méme si le nombre d'états possi-

bles est fini, ¢ = 0, c croissante et bornée en fonction de x et R et

F
les F, (ylr) décroissantes par rapport ir VyG[b “ﬂ et V1€M il n'exis-
k k

1’X3+1""’x ) tel que si

k
te pas nécessairement un seuil £ (x ,...,x

1'on fixe les états des m - 1 composantes autres que j aux valeurs

x?,...,x?_l,x?+l,...,x§, "remplacer la composante j si et seulement si

xj > Ek(xi,...,xﬁ l’X§+l""’x )" fasse partie d'une politique optimale.
2.4 Classes de Composantes Identiques.
DEFINITION:

Un ensemble S € M est appelé un ensemble de composantes identi-

ques (ECI) si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

(1) Toutes les composantes de S ont la méme fonction de répartition

conditionnelle:

Fi(~|r) = F(-|r) Vre B, , Vi€s (2.47)

et:Bi=]3j Vi,j € s,
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(ii) Toutes les composantes de S ont la méme importance dans les fonc-
tions de cofit: si x ¢ X et R ¢ |J(x), alors pour tout vecteur ¥
obtenu 3 partir de x par une permutation quelconque des composan-
tes de x dont les indices sont dans S; si %.désigne 1l'ensemble des
nouveaux indices (aprés permutation) des composantes qui étaient

dans R, on a:

c(%,R) = c(x,R) (2.48)

et

cp® = c (). (2.49)
LEMME 2,3:

Soit S un ECI.
Soient x,R,X et R tels que dans la définition précédente et soit

Hk tel que défini en (2.41).

Alors, pour k = 0,1,..,.,N-1:

B (X,R) = B (x,R) (2.50)
et
Jk(ﬁ) = Jk(x) ‘ (2.51)

PREUVE:

La preuve se fait par induction sur k.

On sait que:
Jo(ﬁ) = CF(Q) = cF(x) = Jo(x) . (2.52)

Supposons que la relation (2.51) est vraie pour k, 0 < k < N~1.
Nous allons montrer que cela implique que (2.50) et (2.51) tiennent

pour k+1,
Soit (Ol,...,Gm) la permutation qui a permis de passer de x & %.
= (X3 X yeeey X ) (2.53)
o1 Ty o
~ A ~ ~ :
Posons r = p(x,R) et ¥ = p(X,R). Il est clair que

o= (rol,..., T.'o_m) . (2054)
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On a ainsi:

A
B (OR) = fom...fxl Jk(zl,...,zm)dFl(zlIrl)...dFm(zmlrm)

BfX "'fX Jk(zc seeesZy )ch (zo Iro )"'dFG (zc Irc )
o o 1 m 1 1 1 m m' m
par (2.47) et par 1'hypothé€se d'induction;

Bfg «eofy T (Tyaeee,T )AF (Tllrl)...ch (Tmlrm)
o o 1 m

par (2.54);

fol... X Jk(Tl,...,Tm)dFl(TlIrl)...dFm(TmIrm)
par (2.47);

H g &R

ce qui vérifie (2.50) .

>

Par ailleurs, si 1'Eq. (2.50) est vérifiée pour k+l pour tout

(x,R,i,i) satisfaisant les hypoth&ses du lemme, on a alors:

c(},R) + B &B = c(x,B) + B xR (2.55)

¥(x,R,X,R) satisfaisant les hypoth&ses du lemme.
D'autre part, il est clair que:

RE U(®) = R€ U(x) . (2.56)

Donc, par (2.56), (2.55) et (2.48):

J_ . (%) =Min  {c(%,R) + (%,R)}
K+l Re UG L]

= Min {c(x,R) + x,R)} = J . (x) (2,57)
RE U (x) Hk+1 k+1

ce qui compléte la preuve I}
Lorsque S est un ECI, on peut, suite au lemme précédent, supposer
que les composantes de S sont toujours ordonnées par ordre décroissant:

i,jes , i<j = x; = Xj (2,58)
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D'autre part, si pour chaque yE[p,w], la probabilité qu'une com-
posante de S passe d un état supérieur 3 y est croissante en fonction de
son &tat présent, il semble, intuitivement, que les composantes de S
que 1l'on devra remplacer préventivement, s'il en est, seront celles dont
les états sont les plus grands parmi toutes les composantes de S qui ne
sont pas défaillantes., Nous allons démontrer que cette intuition est
juste, pourvu qu'il n'en colite pas plus cher de remplacer une composan—

te de S lorsque son &tat "d'usure" est plus avancé.

THEOREME 2.4:

Soit S um ECI tel que Yi€S, VyE[b,%], Fi(ylri) est une fonction

décroissante en r,. Soit w = (uo,ul,u?,...)E I, une politique optimale
admissible.

~ Pour k = 0,...,N-1 et Vx€X, posons:
A
() = {1 € s | x, # b . (2.59)
Gk(x) est 1'ensemble des composantes non-défaillantes de S qui sont rem~
placées au temps s selon la politique 7, lorsqu'on est dans 1'état x.

Soit T = (ﬁo,ﬁl,ﬁz,...) la politique définie en posant:

[ (uk(x) - Gk(x)) U Ek(x) Yk

IA

N-1

k) = (2.60)

uE (x) Yk = N

oll ak(x) contient les indices correspondant aux IGk(x)l plus grandes va-

leurs de {xi | i€s et X, # d} .

S1i pour k= 0,...,N-1 et VYx¢X on a:
~K .k
c(x, %)) = c(x,0(x)) (2.61)

alors % est aussi une politique optimale admissible,

PREUVE:

Soit k €{0,1,...,N-1} et soit x € X . Soient s et & les vec-
teurs obtenus respectivement de p(x,uk(x)] et p(x,ﬁk(x)) en ordonngnt les

composantes appartenant 3 S en ordre décroissant.
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Par définition de ﬁk, il est évident que:
§ <s., (2.62)

D'autre part, par définition de Hk et par le lemme précédent,

il est clair que:

B (5,0 (0)) = B (s,0) (2.63)
et
B (i @) = B (8,9 (2.64)

Par le méme raisonnement que celui que nous avons fait dans la

preuve du Théoréme 2,2, on vérifie que:

H (3,6) = H (5,6) , (2.65)

I1 s'ensuit, par (2.63), (2.64), (2.61l) et la définition de m,

que:
~nk ~K k k
c(x,p (x)) + Hk(x,p (x)) < c(x,u (x))+ Hk(xgp (x)) = Jk(x) .
i est donc une politique optimale. Par ailleurs, par (2.56), il est

clair que  est admissible @i

2.5 Horizon infini; minimisation du colit espéré total actualisé.

Considérons le cas 6i At est fixé et T = », Supposons que:

B<l1. (2.66)
. 0 1 X
Pour toute politique w = (U ,u 5+..)€T] et Vx€X, soit:
A
J (x) ={1lim Iy Tr(x) si cette limite existe (2.67)
1 Nowo s
o sinon

le cofit espéré actualisé& sur un horizon infini lorsqu'on est dans 1'état

x et qu'on utilise la politique n . Posons:

T*(x) 8 Tnf J_(x)  VxeX . (2.68)
€l m
Soit:
A
U= {p: X->PM | ux) € Ux) Vx€eX} (2.69)

l'ensemble des régles de décision admissibles.
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Pour chaque péU , m = (u,t,...) est une politique stationnaire admissi-
ble. Dans ce cas, on peut écrire JM au lieu de J" et 4 est optimale

si et seulement si J* = Ju .

Nous allons utiliser certains résultats du chapitre 4 de Bertsekas
et Shreve [ 8 ] afin d'obtenir un algorithme permettant de trouver une
politique e-optimale. Auparavant, il est nécessaire de vérifier 1'Hypo-
thése c (Hypoth&se de contraction) de la section 4.1 de [8]. C'est ce
que nous ferons au lemme 2.5. Voici d'abord quelques définitions géné-

rales.

On définit la norme d'une fonction f : X~ R par

£l = Sup |£(x)] . (2.70)
x€X
Soit:
A
B={f : X»R | [If] <=} (2.71)

1'espace de Banach des fonctions 3 valeur réelle et bornédes sur X.

Soit:
A
B= {f : XoR | £f20 et |f] <=} (2.72)
le sous-ensemble fermé des fonctions de B qui sont non-négatives.,

Yuel , VJ€B et Vx€X, on pose:

A *
T,(D) = ex,nx)) + By J(2)dF(z|p(x,u(x))) (2.73)
ol f* est définie 3 1'Appendice B et:
T(I) (x) é Min T (J)(x) (2.74)
ey b

et on note par p,(x,J) la valeur de pu(x) pour laquelle le minimum est

atteint dans (2.74).

On a ainsi:

T 7 J) = 1) . (2,75)

H*(’ ’
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LEMME 2,5:
Soit pelU et w = (uo,ul,...) €Il .

On a alors:

(ii) VJeB , TH(J)GB et T(J)€B

1

(iii) v J, J €B, HTH(J) - Tu(Jl)H 28 |13 - JlH

A

1

(iv) vJ,J ¢B, ”TM(J) - Tu(Jl)H B IIJ - Rl

1A

(v) VxeX , 32*(x)€ R tel que:

lim T , ... T (
0 N-1
Noe H

cF) (x) = z*(x) .

PREUVE:

(i) Cp ¢ B par définition de Cp

(ii) Soit J € B . Puisque ¢ = 0 et J = 0, on obtient, par le lemme B.l
(Appendice B), que TH(J) > 0. De méme, comme c et J sont bornées,
alors par la définition de r* , TM(J) l'est aussi. On a donc
T (J) €¢B.

)

De plus, par 1'Eq. (2.75), on a aussi T(J) € B .
(iii) Soient J,Jl ¢ B. On a alors:

1 1
IFx) = Jx) + 13- 37 VxeX (2.76)
1) = 3teo + o - 2h

Par le lemme B.3 (Appendice B), on obtient, Vre€ XN R™:

f; Jl(z)dF(zlr) =< f; J(z)dF(z|r) + 2 ||J - Jl” (2.77)

* * 1 1
fX J(z)dF(z!r) < IX J (z)dF(z|r) + 2 13- 37 (2.78)
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et donc:
T -T @) =8s 7Y 5(2)ar * 7 (2)ar( 2.79
T, () -1, =B X:; x J(2)dF(z|r) = [¢ T (2)dF(z|r)| (2.79)
r"“p(x’u(x))
<2 13- 34 . (2.80)

(iv) Soient J,Jl ¢ B. On peut alors appliquer le lemme B.,2, ol
1'égalité tient (car ||J - Jlﬂ est mesurable), aux termes de

droite des inégalités (2.76) pour obtenir, VYr € XN R":

Iy N a0 = 1y (32 +)3-3 ) arz|r) = Iy 3(2)dF(z|r)+]3-37)

I3 W@ aFz|n) = Ty (3 @+13-3Y)aF(z|r) = £y T @)arcz|n+la-aY) .
on obtient alors, par (2.79):
oy - 1
HTM(J) - T,0 M= 8lla - 37 (2.81)

(v) Puisque c et c_ sont non-négatives et bornées par B, la défini-

F

*
tion de [ et le lemme B,l nous assurent que YN€ |[Nx et Yn€ WNx :

2
0=T,, () =B +pp=24B)

uN+n 1-8
2 3
< < B(1-8") _ B(1-B7)
=T gun-1 T nun(Cp) =B + B g 1-p
m m
1 n+2
- - B(1-""1)_ B-™")
0<T N T T N+n(CF) =B+ ip g
m o
ainsi,
n+2
IT g oee T pnep) - ofll s BGEE)
o) m

On a donc, par (iv) et (dii):

N n+2
i Lt o
N. - '. THN.‘.n (CF) TIJ‘O o oTuN_l (CF) “ —_ l_B % 0

IIT OOOOT N—l T
n n "

ce qui, par le critére de convergence de Cauchy, implique (v) [
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PROPOSITION 2.6:

(1) lim [TV - 3% = 0 VJeB. 'f
N—rc0

(ii) J* € B est 1'unique point fixe de T dans B .

ie., {JEB|JI=TW}= {J*}.

(iii) Une politique stationnaire w* = (u*,u*,...)é I[I est optimale

si et seulement si T *(J*) = J% |
U

Gv) T -t =g o - Y va,at €8

1

(v) V¥r= (O,u,...) €1, VI €B : 1lim HTMO...TMN_I(J) -3 l=0.

Nesoo

PREUVE:

Ces résultats découlent directement des Propositions 4.1, 4.2
et 4.3de [8] W

Il est clair que:

N
JN,n* =T (cF) (2.82)
ol m* est une politique qui satisfait 1'Equation (2.25). Puisque Cp ¢ B,
la partie (i) de la Proposition précédente nous assure que Yx€X,
lim Jg _4(x) = lin TN(CF)(X) = I%(x) . (2.83)

N-soo 2 N-soo

Les parties (ii) et (iii) impliquent que u*(-,J*) définit une politi-

que optimale stationnaire.

PROPOSITION 2.7:

Soit S, € M tel que ViESl et VyG[p,uﬂ, Fi(y|ri) est décrois-

1
sante selon ri. On a alors:

1* TN désigne la composition de l'opérateur T appliqué N fois.
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(1) J*(x) est croissante selon chaque composante x, telle que i € S

i 1°
(ii) si S1 = M et si la condition donnée par (2.40) est satisfaite
pour x < X , alors il existe une politique optimale stationnai-
re n* = (u*,u*,...) €11 telle que si p,(x) = M, alors p,(X) = M .,
(iii) Soit S, C 8; tel que S, est un ECI. Soit 7 = (u,{,...) une po-
litique optimale stationnaire et
A
G(x,u) = {1 € ux) N s, | x; # d} (2.84)
1l'ensemble des composantes non-défaillantes de 52 qui sont rem-

placées, selon la régle p, lorsqu'on est dans l'état x.

Soit E(x) 1'ensemble des indices des IG(x,u)I plus grandes va-

leurs de {xi l i € 82 et x, # d}., Posons:

A o
Bx) = (px) ~ 6(x,w)) U G(x) Vx€X . (2.85)
Si

c(x,ﬁ(x)} = c[x,u(x)) Vx€X , (2.85)

alors ¥ = ({i,f,...) est une politique stationnaire admissible

et optimale,

PREUVE:

Remarquons que la fonction J  définie en (2.23) est identique

k
a Tk(cF). D'autre part, par la Proposition 2.6,

lim T™(c.) = J* . (2.86)
F
koo
Ainsi, (i) vient directement du Théoréme 2.1 . ©Pour démontrer
(ii) et (iii), il suffit de reprendre les preuves des Théor@mes 2.2 et
2.4 avec J* § 1a place de Jk—l ]
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PROPOSITION 2.8:

Soient J0 € B, 5> 0 et une suite {Jk}m c B tels que:

k=1
||Jk+l - T(Jk)H =68 k=0,1,2,... (2.87)
On a alors, Yk =21 et Vx€X:
Yy S J*(x) - J &) =, (2.88)
ol
¥, = TEE [fnf 0 G - 3 () - f] (2.89)
x€X
Y, = 15 [Bip 19,09 = 9y 00) ¢ d (2:90)
x€X
PREUVE:

Par la Proposition 4.6 de [:8 ] (en y posant a =a, = B »

m=k=1 et Js= ), ona, Vx € X :

Je-1

TEE Inf {T(3,_) ) - J_,®} = 5% - T(3,_) &)

x€X
< I§§ swp (T3 (0 = g @)} (2

Mais par (2.88),
T ) -3 ll=s. (2.92)

En utilisant (2.93) dans (2.92), on obtient facilement le résultat [}

L'algorithme suivant, une adaptation de la méthode des approxi-
mations successives, nous permet d'obtenir une politique e-optimale

aprés un nombre fini d'itérations.
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1. Choisir n €IN et §=10 .
Poser Jo(x) s = cF(x) Vx€X et k=0,

2. Répéter n fois:

Poser k : = k + 1 et définir Jk € B telle que Jk soit Borel-

mesurable et:

||Jk - T(Jk_l)H =86 . (2.93)
3. Choisir Y] et vy tels que:
—E—- f {J,x) -J_ .(x)} -6 (2.94)
- 1- k k-1
xEX
) = —@— p {3 () = I, ,(x)} + 8 (2.95)
1- k k-1
XGX
Y1 v Yy
4. Poser Jk(x) s = Jk(x) e vx €X (2,96)
5. Calculer V € B telle que V soit Borel-mesurable et:
HV - T(Jk)H =8 (2.97)
Poser g, = v - JkH . (2.98)
B+5o Blry = vy) Yo _ Y
6. si 2 a2~ M v, =2L,el_e, (2.99)

1-p )
Alors retourner 3 1'étape 2;

* -

Sinon, soit "” = (u,u,...) la politique stationnaire déterminée

par la régle u u*(-,Jk), oll u*(x,Jk) est l'ensemble pour le-
quel le minimum est atteint dans la définition de T(Jk)(x) .

Stop.

PROPOSITION 2.9:

A la fin de 1'algorithme précédent, on a:

Yo =Y
: _ 1k Z 1
@ g, - #) = 22



(ii)

(i11)

PREUVE:
(1)

(ii)

(ii1)
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B(YZ—Y]_) YZ—Yl
—-—-—-2——-——-+5 —_— 4+ £

lv = J*|| < Min , 5 0

La politique 7* est e-optimale, dans le sens que:

Découle directement de 1'Eq. (2.97) et de la Proposition 2.8.

By, = vy)
IV - 3% = IV - Tl + 1@ - 3% =6 + —25—— par
(2.98) et (i)
Ve d¥ s |v-3 *| < 2- N 2.99 '
[V = 3% = IV =3l + 13 = 37 = gy + —— par (2.99) et (1) .
ona [T, (V) - vl=lTW -Vl =TV - TP+ IT3) - Vi
<Bey +8 (2.100)

par (2.98), (2.99) et la Proposition 2.6 (iv) .

I1 est alors facile de montrer, par induction, que Yk = 1:

K
k - 1-
T,V - Vil = (g, + 8 )[ 'if:EE'J . (2.101)

En effet, en supposant que (2.101) tient pour k - 1, on a:

1A

k k-1 k k-1
HTH(V) - Vi ”Tu V) - v + HTu<V> - T, |

,

-1
= (ggB + 5)~ T B } + Bk’lnTu<V) - v

:

-1

F

(£0B + 8)

1A

=5 ] + e gp + 6

L

S (egf + ) |5 BJ :

ce qui vérifie (2.101) .
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Ainsi, par la proposition 2.6 (v):

K eOB + 8

HJ"* - V] = 1im [T (V) = V| = —'—]_—:—g . (2.102)

koo M
On obtient alors:

% *

Joxe—J = ”Jﬂ* - Vil + v - 3%

€oP+0 Blrymry) Yy = ¥

0 . 2 '1 2 1

= 7158 + Min ——'2'-—-+6,——-2——+€0 =E.

Comme J* correspond & la politique optimale, il est clair que

J* < Jw* et la Proposition est ainsi démontrée Ij

L'étape 2 est répétée plusieurs fois afin de diminuer la fré-

quence des tests des &tapes 3 et 4,

En général, on peut utiliser les résultats des Théordmes 2.2 et
2.4 afin de miminuer le nombre de candidats au minimum dans la défini-
tion de T(Jk_l)(x). On peut ainsi réduire le temps de calcul de Jk(x)
g 1'étape 2. En outre, dans certains cas, la structure du problé&me peut
permettre de simplifier davantage les calculs. Nous en verrons un exem—

ple au prochain chapitre.

Lorsqu'il est possible de calculer T(Jk_l) de fagon exacte, on
peut prendre § = 0 . Mais en pratique, ce n'est pas toujours le cas,
Une valeur non-nulle de § peut permettre de ne calculer, 3 1'étape 2,
qu'une approximation de T(Jk;l)' Dans certains cas, cela peut facili-
ter 1'implantation. Par ailleurs, on doit payer le prix de cette 1li-
berté, puisque la condition de 1'étape 4 est d'autant plus difficile 3
satisfaire que & est grand. Le choix de § dépendra donc de la nature

du probléme.

Lorsqu'on sait que T(Jk—l) est croissante en fonction des compo-
santes de x, on peut réaliser 1'étape 2 en ne calculant T(Jk l) que pour
un nombre restreint de valeurs de X, Il est alors facile de construire

une fonction Jk et de trouver § tels que 1'Eq. (2.93) soit satisfaite.
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2.6 Application: l'entretien d'un camion de tramsport.

Reconsidérons 1l'exemple du camion de transport de la section 1.4,
Soit M l'ensemble des piéces critiques du camion., Soit tk le nombre de

me

. - . o i& X k
kilométres parcourus par le camion aprés sa k sortie et x, le nombre

. « . . i8me
de kilométres parcourus, au temps tk’ depuis que la i composante a
- - - s I k . .
8té renouvelée pour la derniére fois. Le vecteur x indique alors 1'&ge

e

- iém . R
des composantes aprés la k sortie du camion.

Supposons que 1'état d'une composante 3 la fin d'une sortie est
déterminé selon une distribution de probabilité qui ne dépend que de son
8tat au début de la sortie, que le cofit d'une intervention ne dépend que
de 1'état du camion et des composantes remplacées et que les coiits sont

actualisés par un coefficient B < 1 par sortie.

Le modéle précédent s'applique alors, de sorte que l'algorithme
de la section 2.5 devrait nous permettre de pouvoir déterminer une poli-

tique optimale.

Il est 3 remarquer que puisque le modé&le est sur horizon infini,
il est fort probable que pour certains &tats, l'action optimale soit de

remplacer le camion en entier.






CHAPITRE 3

3. ETUDE D'UN CAS PARTICULIER OU L'ETAT DU SYSTEME EST BASE SUR
L'AGE DES COMPOSANTES.

3.1 Particularités du modéle.

———p—

1z ~ - k P
Considérons le cas ot 1'état x; d'une composante non-défaillante
au temps tk est donné par son dge exprimé en nombre de périodes de lon-

gueur At. On a alors:

X, = WU {d} i=1, ..., m (3.1)
Soit
p,(® 2 1F (|5  i=1,..,m (3.2)

la probabilité que 1la i£ composante tombe en panne durant la prochaine
période si son &ge au début de cette période est £. La iS fonction

de répartition se raméne alors a:

0 si -~ » < 1T <« E+1
Fi(rlg) = 1—pi(£) gl E+]l =17 = = (3.3)
1 siT=4d .

- +
en d'autres termes, une composante dont 1'Age est £ au temps tk peut

asser, au temps t soit & 1'état d, soit a4 1'état £+1, avec des
P P

k+1?
probabilités respectives de pi(i) et 1—pi(£).
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Supposons que toutes les composantes sont identiques et ont un

taux de défaillance croissant selon 1'dge, i.e.:

pi(-) =p(.) i=1, e, m (3.4)
et £ <& = pE) =pE). (3.5)
Soit T:
Ce (x) -0 V¥Yx € X (3.6)
0 si R = ¢
c(x,R) = (3.7)

C+c|R| si R # ¢

Ainsi, M est un ECI, ce qui implique qu'il n'est pas nécessaire de
distinguer les composantes. On peut donc supposer que les X, sont

toujours ordonnés par ordre décroissant.

+
A un instant tk’ ou tk , 1'état de chaque composante est un

€lément de 1'ensemble {0,1, ..., k, d}. En distinguant les composantes,

il y a (k+2)m états possibles pour le systéme. En ne distinguant pas

les composantes, ce nombre est réduit a:

m m (m+k+1)! (3.8)

Kerz = Chekel = mierD)!

En guise d'approximation, on peut choisir unme certaine constante
positive a et supposer qu'une composante d'Age supé&rieur 3@ a est équiva-

lente & une composante d'Age a, i.e.:

p(&) = p(a) Y &>a. (3,9)

1 |RI désigne la cardinalité de 1l'ensemble R.
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On réduit ainsi le nombre d'états possibles du systéme a:

m (m+a+1)!

mta+l T m! (a+l)! (3.10)

Si on veut limiter 3§ a+l périodes la vie d'une composante,

il suffit de prendre:

p(a) = 1.

Dans ce cas, toute composante d'dge a+l doit @tre remplacée immédiate-

ment.

Notons par p(TIi) la probabilité qu'une composante passe 3

+
1'dtat T au temps sl sachant qu'elle est dans 1'état £ au temps t, .

On a, pour o = § = a :

p(&) siT=4d

1-p(&) si T = E+1l et £ < a

p(TIE) = ousi T=E& = a. (3.11)

o ailleurs.

et la probabilité que le systéme passe & 1l'@tat x au temps sl
+

K est donnée par:

sachant qu'il est dans 1'état r au temps t

m
P(x|r) = O p(x, |r,). (3.12)

- +
Il est 3 remarquer qu'au temps tk’ aucune composante ne peut

8tre défaillante. L'état du systéme est donc, 3 cet instant, un

élément de 1l'ensemble:

Z ...z x_ = 0}. (3.13)

A
X, = {x€X | a 2z x;z . -

0
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Au temps tk+1’ pour k = 0, aucune composante ne peut &tre

d'age 0. L'état du systéme est alors un &lément de 1'ensemble:

X é{xex | 3 je{0,1,...,m} tel que X, = d Vi =3

d
(3.14)
> > > >
et a = xj+l_..._ x Z 1} .
On définit la fonction j: XD - {0, 1, ..., m} par
j(x) = |{1eM[xi= d}| vxe X . (3.15)

j(x) représente le nombre de composantes défaillantes lorsqu'on est

dans 1'état x.

. a P, .
Chacun des ensembles X et XD contient C €léments; tandis que
o m+a

, a-1
XoﬂXD en contient Cm+a-l.

Pour un horizon infini avec actualisation (0 < 8 < 1), on peut
trouver une politique e-optimale en utilisant 1l'algorithme de la section
2,5. Les particularités du probl&me nous permettent en outre de simpli-

fier certains calculs.

Grdce au théor@me 2.4, on peut se restreindre, lors du calcul

de T(Jk_l) (x) 4 1'étape 2 de 1'algorithme, aux régles p telles que
Vx € XD’ w(x) contient les |u(x)| premidres composantes de x, de sorte

que les composantes remplacées préventivement soient nécessairement

les plus dgées parmi les non-dé&faillantes. Choisir u(x) revient donc
& choisir un nombre £(x) de composantes & remplacer préventivement,
£(x) € {0, 1, ..., m-j}. On remplace alors les g(x) +j premidres
composantes. Le nombre de candidats pour u(x) est ainsi réduit de Zm—j

a m+l"j .
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Le théoréme 2.2 nous permet de réduire davantage les calculs:

si W(x) = M pour un certain x, alors ¥Yx = x on a: H(X) =M et

T, ) @ = TE ) ().

En outre, en cas d'absence de panne, il n'y a pas lieu d'effec-
tuer de remplacements préventifs. Cela nous est assuré par le lemme

suivant, dont la preuve se trouve a4 1l'appendice C.

LEMME 3.1
Pour k=1, 2, ... on a:
u*(X,Jk_l) =9 ¥x € Xo n XD.

Le prochain Lemme permettra de réduire les calculs requis &

1'étape 3 de l'algorithme.

LEMME 3.2

et J, des fonctions Borel-

Pour k=1, 2, ..., soient Jk—2’ Jk-l K

mesurables de B telles que:

|| I - T(Jk_l) | =8 (3.16)
et
oll ¥ est une constante (le cas v#0 correspond au cas oil Jk—l a été

réajusté & 1'étape 4 de 1'algorithme).



(1)

(11)

(1id)

PREUVE

47.

Posons:

¥, = Min {J () - J___(r)}
1 r€Xo k k-1

v, = Max {J, (r) - J,_ .(r)}
2 rGXO k k-1

e = Max | V(r)
r€X
o

Jk(r) |.

On a alors:

v, SMin {3, (x) -3, _ ()} + 46
x€X

Y, < Max {Jk(x) - Jk—l (x)} - 468
x€X

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Si V € B, V est Borel-mesurable et || V - T(Jk) | =<6, alors:

Max | v(x)—Jk(x)l— 46 =e=|Vv-J .
x€X

par (3.16) et (3.17):

(1)

Soit x € X - Xoa On a alors;

LG)-3 _x) =T, _ D& - TE &) + v+ 25

C + ey (x,d, 1) + T, 1) (PG 1y (x,3, 1))

k-1

- C - ey (x,3, o) = TE ) (PGupy (%3, _,0)) + v + 26

k-2

A

CIJ-* (X’Jk—Z) + T(_Jk_l) (P(X,H*(X,Jk_z))}

- e (G0 0) - T ) (Pl (6,0, ,00)+ v + 26
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=3 (oGm0, 0] - 3 (eGepy (x,3,_,0) + 46

A

Yy ¥ 48
car p(x,u*(x,Jk_z)] € X .

(o}

(1) I (-3, () 2 T, _ ) E®-TE,_) &) + v - 26

v

CM*(X,Jk_l)+T(Jk_l)(p(x,u*(x,Jk_l)))

chy (x,0, )+ T o) (PGopy (.3, _ M)+ v = 25

z 3, (pGopdy 1) = 3 (e, G0, _ 0] - 46

v

Y1~ 48.

(iii) Ce résultat découle de (i) et (ii), en prenant V i la place

de J, et J, & la place de J

k k k-1"

3.2 Un algorithme spécialisé.

Suite aux remarques précédentes, on peut spécialiser 1l'algo-
rithme de la section 2.5 afin d'exploiter les particularités du pro-
bléme. On pose §=0, c'est & dire qu'on considére que 1l'erreur lors

du calcul de T(J) est négligeable.
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L'algorithme utilise une procédure appelée "ITERER", que

nous décrivons d'abord. On suppose, pour simplifier la notation,

qu'il y a équivalence entre x et Cxl, cees xm).

Procédure ITERER (Jk~l’ Jk):

les paramétres J et J, sont des fonctions de X dans I[R.

1.

k-1 k

Pour j = m, m-1, ..., 1

début. Poser x, = X, =... = X, = d.

n
'—I
-
-
1]

Pour x
m

Xj+l = Xj+2’ cess @
début. Posons:
J . (x) = C+cj+Min {cé+J (r)} (3.21)
k-1 0<£<m—{ k-1

ol r € XO est le vecteur formé i partir de x en mettant
d 0 ses £+j premiéres composantes et en ordonnant ensuite
le vecteur résultant par ordre décroissant; et soit £(x)

le nombre £ pour lequel le minimum est atteint dans (3.21).

Si £(x) = m-j, alors poser:

[ Pour E = x + 1, ..., a:

j+1

()]

Jk;l(d,...,d,i,xj+2,...,xm) =C + cm + Jk—l

8(d,...,d,£,xj+2,...,xm) = m~j

! xj"‘l = a.

fin;
fin,



2. Pour x 0,1,...,a
m

-1 e

X = X

1 gseeesd

Poser Jk(x)z B 2 P(T|x) J 0.

TGXD

k-1

3. Stop.

A partir de {Jk_l(x)} xEXb’ cette procédure calcule

{Jk_l(x) }XEXD_XO puiS {Jk(x)} x€X .
(o)

Algorithmer

l. Choisirn € N et & > O.
Poser J. x) =0 Vx€X
1 o

et k = 1.

2. Répéter n fois:

Poser k = k+1

ITERER ( J)

Je-1° Tk
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v, = B Min {J (x) -J _(x)}
1715 xEX_ k k-1

Yo = _ B Max {J (x) -J _(x)}
?1F xex K k-1

Poser:
vyt o)
- + 1 2 Yx€X
Jkix) = Jk(x) —— XER
ITERER (Jk, V).

Poser € = Max I Vix) - J, (x) |
o k
xEXO

si Pe,  Blry-vy)
1-B 2

> £,

alors retourner & 1'étape 2,

sinon poser, VxEX-XO:
2,(x) = Arg Min {ct + Jk(r)}

ol r est défini comme dans la procédure ITERER.
Stop.

La politique choisie consiste 3 remplacer préventivement,

lorsqu'on est dams 1'état x, les £,(x) composantes les plus 3gées

parmi celles qui ne sont pas défaillantes. Soit m, cette politique.
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Les propositions 2.8 et 2.9 et les lemmes 3,1 et 3.2 nous

assurent que:

*
SR e

I =13 2

L&

et

Pour plus de détails concernant la programmation de 1'algo-

rithme, voir 1'Appendice D.
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e e e g e it e Qe o Yo v i e e e

Soitm =6, B = 0.95, C = 8.0, ¢ = 6.0 et a = 4. La probabilité
p(E) qu'un élément d'dge £ tombe en panne durant la prochaine période

est donnée par:

p(0) = .05
p(1) = .10
p(2) = .20
p(3) = .40
p(8) = .90 VEZ,,

Aprés 50 itérations (131 sec. de temps de CPU sur un Cyber 173),

on obtient la solution décrite au tableau 3.1.

On a:

v-a" |

A

.007

tA

*
HJ"*—J I .013

Le colit 4 venir espéré, actualisé lorsque le systdme est neuf

est 274.49.



Tableau 3.1 Solution de l'exemple numérique avec p (4)

(*indique une composante défaillante)

NOMBRE D‘ELEMENTS DANS LE SYSTEME [}
NOMBRE D‘AGES PUSS1BLES POUR CHAGUE ELEMENT: S
COEFFICIENT D‘ACTUALISATION PAR PERIODE . 950
COUT FIXE DE BASE PAR INTERVENTICON: 8. 00
COUT DE REMPLACEMENT PAR ELEMENT. &. 00
B MIEIE RS e e s e

MAIS LE TEST D’'ARRET N’EST EFFECTUE GQU’A
TOUTES LES 50 ITERATIONS.

P(X) EST LA PROBABILITE Q‘UN ELEMENT D‘AGE X
ERMMEP%?SP?ENE AU COURS DE LA PROCHAINE PERIODE

X P(X)
0 0500
1 1000
2 2000
3 4000
4 000
> 4 000
AINST, UN ELEMENT NEUF EST CUNSJDERF D’AGE O
ET UN ELEMENT D‘AGE SUPERIEUR EST CONSIDERE
EQUIVALENT A UN ELEMENT D’AGE 4
RESULTATS QUOI FAIRE EN CAS DE PANNE ™
VECTEUR DES AGES DES NOMBRE D’ ELEMENTS CouTs TOTAUX VECTEUR DES AGES
ELEMENTS QUI FONC- SUPPLEMENTAIRES DE DES ELEMENTS APRES
TIONNENT ENCORE A REHPLACER L/ INTERVENTION INTERVENTION

£
»
I
I3

ek kkk kR kK kk ok ok k ok ok ok kX
Bk ok ok ok ok ok ok ok ok Rk ok k ok ok Rk Kk kK
OO0~ O00000000C0000C
feivl=lalelolelelolwlolelol o TololoTe Inlo o o o]
0000000000000 OOA0QO00

ko ok ok bk ok ok X ok ok ok ok %k ok ok ok Kk
e e RN e e
L) (A]
[ o
000 Q 000
S <3
WA= RO O WRNN = I OO -G

laded el ot e CE E R R E RS SRR SRR N
W= s QO WNOONOORmOO000

WHWRIRWRIN B DL A WA DWIR = DR -k
[ALVNEVEER o SATA VM A B S X

VO0COO00000VA0O0CO00000000

.90

VRRRRRRR
WDO M NDD

O=-GHDLOH 0600 0~ 05 500
F-Y

INFIN

54.

COUT ESPERE ACTUALISE
A VENIR POUR UN
HORIZON 1

APRES INTERVENTION
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NOMBRE D‘ITERATIONS:

. 00631
/7 JPI® — Un /7 <

SUR LE COUT A VENIR: // V = U» // <

ERREUR MAX.
PERTE MAX

. 01258

EN UTILISANT LA POLITIQUE DECRITE

22 57555
22. 58884

(QAMMAL + GAMMAZ)/2 =

GAMMA L

GAMMAZ =

22. 38219

. 00033

ERSILON O =
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On peut remarquer que dans 1'état (3 3 d d d d), seulement
les 4 composantes défaillantes sont remplacées, tandis que dans 1l'état
(31dddd), 5 composantes sont remplacées. Ainsi, comme nous
1'avons mentionné & la fin de la section 2.3, X = x n'implique pas

nécessairement que ¢, (X) 2 £,(x).

On constate aussi que lorsque la plupart des composantes sont
relativement jeunes, il convient de remplacer préventivement, lors
d'une panne, toute composante dont 1'Age est trop avancé. Par contre,
lorsque la plupart des composantes sont plutdt dgées et que peu d'entre
elles sont défaillantes, il semble préférable de ne remplacer que ces

derniéres.

I1 existe une analogie intéressante avec certains résultats
de Anderson dans [ 2 |. Ce dernier considére une machine qui se d&té-
riore aléatoirement en fonction du temps. La machine est entretenue
continuellement 3 un taux variable m(x) qui dépend de son &tat x.
Sous certaines hypothéses, le niveau optimal d'entretien préventif m(x)
est une fonction décroissante de x. En fait, 3 mesure que la machine
se détériore, il en colite de plus en plus cher pour la remettre en bon
état tandis qu'une réparation préventive partielle n'améliore pas
suffisamment sa fiabilité pour que ce soit profitable. Il vient un

moment ol il vaut mieux cesser tout entretien préventif.

Reprenons maintenant le méme exemple, mais en posant cette fois:

p(&) = 1.00 VE= 4.

La solution obtenue est décrite au tableau 3.2. On obtient cette fois-ci
J*(O) = 275.23, soit seulement .277 d'augmentation par rapport au pre-
mier cas. De plus, les valeurs de 8*(x) sont partout les mémes sauf

pour une seule valeur de x. La solution obtenue semble donc robuste

par rapport a un changement de la probabilité de défaillance d'une

composante &dgée.



Iableau 3.2 Solution de 1l'exemple numérique avec p (4) = 1.00

NOMBRE D’ELEMENTS DANS LE SYSTEME s
NOMBRE D‘AGES PODSSIBLES POUR CHAGUE ELEMENT: S
COEFFICIENT D’ACTUALISﬁTION PAR PERIODE: . 930
COUT FIXE DE BASE PAR INTERVENTION: 8. 00
COUT DE REMPLACEMENT PAR ELEMENT: &. 00
ON S’'ARRETE D'ITERER LORSGUE L ERREUR BUR LE
COUT ESPERE CTUALISE EST INFERIEUR .0
MAIS LE TEST D'ARRET_N'E T EF FECTUE QU A
TOUTES LES 30 ITERATID
P(X) EST LA PROBABILITE G‘UN ELEMENT D'AGE
TOMBE EN PANNE AU COURS DE LA PROCHAINE PERIODE
ON A PRIS 1C1I
X P{X)
[+] 0500
1 1000
2 2000
3 4000
4 1. 0000
> 4 1. 0000
AINSI, UN ELEMENT NEUF EST CUNSIDERE D’AGE O
ET UN ELEMENT D’'AGE SUPERIEUR 4 EST CONSIDERE
EGUIVALENT A UN ELEMENT D'AGE
RESULTATS GUOI FAIRE EN CAS DE PANNE 7
VECTEUR DES_ AGES DES NOMBRE D’ELEMENTS €ouTS TOTAUX
ELEMENTS QUI FONC~- SUPPLEMENTAIRES DE
TIONNENT ENCORE A REMPLACER L INTERVENTION
LI I S S 44.00
1 % * % % # ag. 00
2 * % # # * 38. 00
3 » 2 % ¥ = 1 44 00
4 # X # #* » 1 44 00
O T T I B 32. 00
2 1 %= # % * 32. 00
3 1 % % % » 1 38. 00
4 1 ® % % » 1 38. 00
2 2 % % #* * 32. 00
3 2 * # * 1 38. 00
4 2 * * * 0w 1 a8. 00
3 3 # ¥ » » 32. 00
4 3 4 » * » 2 44..00
4 4 % * % » 2 4400
1 1 1 o = » 26. 00
2 1 1 * » = 26. 00
3 1 1 # # # 1 32. 00
4 1 1 * #* = 1 32. 00
2 2 1 & * » 26. 00
I 2 1 # + 1 32. 00
4 2 1 % » » 1 32. 00
3 3 1 # *» = 26 00

YECTEUR DES AGES

DES ELEMENTS APRES
INTERVENTION

BRI =A== OQWRNRE == OO0

AR e QO WO ONOO = 00000

00 O00=~= 0000000000000

0000000000000 000000000

2000000000000 0000000000

0000 COOO0000OO0DO0OO0000

SN EB5SUERESSS
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SUR LE COUT A VENIR:
EN UTILISANT LA POLITIQUE DECRITE

NOMDRE D’'ITERATIONS

ERREUR Max

. 0oeBs
/77 JPL® ~ Uk s/ L

AR A A

. 01706

PERTE MAX

22. 65362

: 22,

GAMMAL
GAMMAZ

67227

22. 56295

(GAMMAL + GAMMAR)/2 =

. 00043

EPSILON O =
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Considérons maintenant deux types de politiques simples,

possiblement sous-optimales.

Politique de type I: Pas de remplacement préventif; & chaque étape,

on ne remplace que les é&léments défaillants,

Politique de type II: Un nombre a* €{1,2,..., a+l1l} est choisi et
fixé une fois pour toutes. A un instant d'observation, si aucune
composante n'est défaillante, aucun remplacement n'est effectué.

Par contre, s8'il y a au moins une défaillance, on remplace toutes
les composantes défaillantes et toutes les composantes dont 1'&ge

*
est supérieur ou &gal a a .

%
Choisir la politique de type I correspond 3 prendre a = a+l
pour une politique de type II. Ainsi, il existera toujours une poli~-

tique de type II au moins aussi bonne que celle de type I.

L'exemple suivant illustre ce que peut &€tre le pourcentage
d'augmentation des cofits si 1'on utilise 1'une de ces politiques

plutdt que la politique optimale.

EXEMPLE.

Considérons un systéme & 6 composantes, chacune ayant une durée
de vie de distribution Gamma (a=4, Bml), i.e. Erlang (u = 2, K = 4).
Ainsi, V t € TN, on a:

F(g+1) - F(
PO = LTS £) (3.26)

F(&)

3 -t
fi t"e “dt. (3.27)

N



En intégrant par parties 3 fois, on obtient:

ft3e_

et 1'on peut

F(&)

Par (3.28) et (3.26), on obtient le tableau suivant:

Tableau 3.3.

tdt = —e-t(t3+3t

donc écrire:

2

= 1o et

t
[- % e (t343t246t+6)] |

+ot+6) + Ck
t=£
t=0

£

2 )

£ F(&) p (&)
0 0 .019
1 .0190 .126
2 L1429 .245
3 .3528 .330
4 .5665 .389
5 .7350 429
6 .8488 .459
7 .9182 482
8 .9576 .500
9 .9788 .513
10 .9897

60.

(3.28)

Probabilité qu'une composante tombe en panne en fonction

de son 3dge.
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Le processus peut €tre approximé raisonnablement en supposant
qu'une composante d'Age supérieur & 7 est &quivalente 3 une composante
d'A » 1 - - -

age 7 (puisqu'en général, les composantes dépasseront rarement cet

age). Les probabilités de défaillances seront donc les suivantes:

A

p(&)

.019
.126
.245
.330
.389
429
459
.482

<N o 0N = O

v

Tableau 3.4 Approximation des probabilités de défaillance.

Pour B = 0.90, ¢ = 1.0 et pour différentes valeurs de C, nous

avons calculé le coiit total espéré actualisé 3 partir de 1'état O

lorsqu'on utilise:

(1) 1la politique optimale (algorithme de la section 3.2)
(ii) 1la politique de type I, que nous dénotons T

(iii) 1la meilleure politique de type II, que nous dénotons "2'
Les résultats obtenus sont donnés au tableau 3.5. Les calculs

pour les politiques de type II ont &té effectués en utilisant une modi-

fication de 1l'algorithme de la section 3.2. On a simplement remplacé

1'équation (3.21) par:

Jk_l(x) =C+cj+ct(x)+J (r)

k-1
* (3.29)
ol £(x) est la cardinalité de { iEMla Exifa}.
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politique politique de politique de
optimale type I type II
* % * Z
C J (0) J_ (0) |d'augmen~| a J (0 d'augmentation
T v
1 tation 2
1.0 16.693 16.693 0.00% 8 16.693 0.007
2.0 22.907 22.921 0.06% 8 22.921 0.067
7 23.025
8 29.149 1.317
7 29.17
3.0 28.772 29.149 1.317 6 29.18
5 29.20
4 29.27
4.0 33.830 35.38 4,587 4 34.7
3 34.21 1.12%
2 34.90
5.0 38.296 41.61 8.65% 3 38.84
2 38.627 0.867
1 39.41
10.0 57.189 72.75 27.217 2 57.253 0.11%
1 57.322

Tableau 3.5 Comparaison des valeurs du colit espéré total actualisé

pour un systéme neuf, sous les 3 types de politiques.
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On remarque qu'il est d'autant plus avantageux de faire des

remplacements préventifs que le rapport C/c est grand. Ainsi, pour
*

une politique de type II, la valeur optimale de a diminue 3 mesure

que C/c augmente.

On remarque aussi, ce qui est plus intéressant, que la
meilleure politique de type II est en général presqu'aussi bonne
que la politique optimale. Dans le pire cas, 1'augmentation du cofit

est de 1.317,

Cet exemple suggére donc qu'une politique de type II peut
€tre un bon substitut & la politique optimale pour les cas oli cette
derniére est trop compliquée (difficile A& implanter) ou que la taille

du probléme est trop grande pour que l'on puisse 1'obtenir.

I1 n'est pas évident, toutefois, que cette remarque s'applique
dans le cas d'une structure de cofit plus générale (p.e. lorsqu'il y a
un colit associé & la panne). I1 faudrait poursuivre les recherches
dans ce sens.

D'autre part, lorsque l'horizon est fini, il est clair que a*

devrait dépendre du temps.

Pour £ > 7, nous avons approximé p(E) par p(7) = .482. Voyons
maintenant ce qui se passe, dans le cas oii C = 3, lorsqu'on augmente

p(7) a 0.6, puis & 0.8.



64.

p(&) Politique optimale Politique de Type II
vE = 7 . 7 . 7
J (0 d'augmentation a J () d'augmentation
2
8 29.149
.482 28.772 7 29.17
6 29.18
8 29.25 < .387
.6 28.779 < ,03% 7 29.18 < .067
6 29.18 < .03%
8 29.36 757
.8 28.784 < .057 7 29.20 < J147
6 29.18 .037%

*
Tableau 3.6 Variations de J (0) et de JTT (0) lorsque p(7) passe de

482 &

.6 ou a .8.

*
Nous constatons que la valeur optimale de a

change avec p(7).

*
Toutefois, la valeur de J (0) de méme que celle de JTT (0) ne changent

pas beaucoup.

raisonnable.

2

I1 semble donc que 1l'approximation du tableau 4 soit







CHAPITRE 4

4. VERS UN MODELE EN TEMPS CONTINU

4.1 Introduction,

Dans le modéle du chapitre 2, le systéme &tait observé 3
intervalles fixes et les remplacements ne pouvaient &tre effectués
qu'aux bornes des intervalles. Dans le cas oli le systéme est observé
continuellement et toute composante qui défaillit doit &tre rempla-
cée immédiatement, le processus peut &tre approximé par notre modé&le

en temps discret; il suffit de choisir At suffisamment petit. Au pa-
ragraphe 4.2, nous examinons ce cas de plus prés.

Nous considérons par ailleurs, en section 4.3, un modéle en
temps continu ol le syst@me n'est observé qu'un nombre fini de fois
dans tout intervalle de temps fini, mais oli les instants d'observa-
tion ne sont pas tous fixés d'avance. On a affaire, dans ce cas, &
un probléme consistant & déterminer un contr8le impulsionnel optimal

pour un processus de saut.

4,2 Systege observé continuellement.
Nous allons maintenant discuter briévement et heuristiquement
ce qui se passe lorsque, dans le mod&le du chapitre 2, At tend vers 0.
Un traitement mathématique plus rigoureux sortirait du cadre de ce

rapport.

Considérons le probléme de la section 2.1, sur un horizon fini
T, mais ol le systéme est observé continuellement. Pour t = 0, le
vecteur x(t)€X désigne 1'&tat du systéme au temps t. {x(t)}t>0 est

un processus stochastique en temps continu.
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La structure de colit est la suivante:

(1) S'il n'y a pas de remplacement durant 1'intervalle [vl,vz],

le coiit engendré au temps v, pour cet intervalle de temps est:

1

\Y

s

V1

—a(t—tl)

2 cl(x(t)} e dt (4.1)

ol cl: X ~ [O,Bl est mesurable, non négative et bornée par

B < o,

(ii) s'il a remplacement d'un ensemble R # ¢ de composantes au
y

temps t, un cofit positif cz(x(t), R} > 0 est engendré 3 cet

instant, ol Cyt X x [P(M) - {¢}] - (O,B].

(iii) Au temps T, il y a un cofit CF (x(T)J non négatif et borné par B,

dépendant de 1'état final du systéme,

(iv) Le taux d'actualisation est a = 0, de sorte qu'un cofit engendré
d t est actualisé au temps v en le multipliant par le coefficient

d'actualisation e_a(t_V).

Une politique admissible est une fonction w: EO,W) x X = P@
telle que p(t,x) € U(x) V(t,x) € [O,w) x X. u(t,x) représente
l'ensemble des composantes 3 remplacer lorsqu'on est dans 1'état x
au temps t., Dénotons par U 1l'ensemble des politiques admissibles et
par x(t+) 1'état du systéme au temps t, aprés les remplacements (s'il
y en a). Aux instants t ol u(t, x(t)) # ¢, on dit qu'il y a une inter-
vention. Il est clair qu'on a affaire & un contrfle impulsionnel, mais

pas nécessairement 3 un processus de saut,

¢

Soit p” = ¢ la politique (non admissible) qui consiste & n'ef-

fectuer aucun remplacement.
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On suppose que pour i = 1,...,m, VgéBi, V€ R U{d}
et Vt > 0,

F (Tli) élP (x (v+t) =< ’c|x (v+) =g = <b)

Lt i o P BT R (4.2)

est bien définie et ne dépend pas de v.

Comme les différentes composantes sont stochastiquement
indépendantes, on a

m
vze (RU{d})] vre T B
i=l

1° Vt>0:

F(zr) £ p(x(v+t) = 2|x(v) = 1, p =)
m
= 121 Fi,t(zilri) (4.3)

indépendamment de v.

On suppose en outre que pour un certain 8§ > 0, un systéme neuf
fonctionne sans panne pour une durée d'au moins & avec une probabilité

non nulle. Autrement dit, 3 ¢ € (0,1) tel que:

F.(=[0) 21 - ¢ vee(0,8] .

LEMME 4.1:

Sous les hypothéses précédentes, il existe une politique admis-
sible pour laquelle le nombre espéré d'interventions, durant [@, i] est

fini et le cofit espéré total est borné.

PREUVE:

Soit p§ la politique admissible qui consiste A remplacer toutes
les composantes du systéme lors de chaque défaillance et 3 toutes les &

unités de temps:
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M si t est multiple de & ou si Ji€M tel que

uﬁ(t’ x(t)) - Xi(t) = d

1] sinon.

Pour k€ N, le nombre espéré d'interventions durant la période [}6, (k+1)6)

si on utilise la politique pG est:

E Nombre 1 + ; i P i interventions
d'interventions . durant (k&, (k+1)8

1=

i 1
1 (1--5)2

A

o

+
1o 8

=

m

fl

Le nombre espéré d'interventions durant [p,f] est alors borné par

1 +'—_—E—_§ de sorte que le coiit espéré est borné par

5(1-¢)

Bl2 + T +-———Z——E
5(1-¢) [ |

Considérons maintenant une politique y fixée et une réalisation

x(t) du processus. Si le nombre d'interventions durant [@,f] est fini,

disons I, posons t0 =0, tI+1 =T et pour j = 1,2,...,I, soit t. 1'instant

.iéme | . . ,
de la j € intervention. Pour 0 < v < T, soit n(v) le nombre d'interven-

tions durant [p,y]. On an(T) =1.

Pour 0 = vy < vy < T, le cofit correspondant & 1l'intervalle

(vl, vé], actualisé au temps 0, est:

VZ -at
wu(vl,vz,{x(t)}te(Vl"Vz])= JoS e (x(tye  de
1
+ 2 cz[x(ti), u(ti,x(ti))) e 9ty

+ c(x(m) e, ﬂ(VZ:T)' (4.4)
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Dans le cas ol 11 y a une infinité d'interventions, le coiit est

infini, puisque c2(-,R) >0 VYV R#6o.

En supposant que toutes les conditions de mesurabilité

nécessaires sont vérifiées, on peut noter, Yu€U:

A
v,y ®) = E[@u(vl, T,+) | x(vy) = x] (4.5)

ol 1'espérance mathématique est prise sur toutes les trajectoires

possibles selon une mesure déterminde par (4.3) et u.

V(vl, x) £ Min V (vl, X). (4.6)
ey K

*
Le probléme consiste 3 trouver p €U telle que Yx€X:

V40, ®) = V(0, ®). (4.7)

En d'autres mots, on cherche 3 minimiser le cofit espéré total actualisé

au temps 0.

I1 est clair que 1l'on peut se restreindre d ne considérer que
les politiques p pour lesquelles le nombre espéré d'interventions du~
rant [p,ij est fini, car sinon le cofit espéré est infini. Nous avons

montré précédemment que de telles politiques existent.

Soit N1 < N2 < N3 < ... une suite strictement croissante de
nombres naturels. A chaque Ni’ correspond une partition de 1'intervalle

[O,T] en Ni sous—-intervalles de longueur Ai = T/Ni' Pour un Ni donneé,

si 1'on pose:

F(.|r) = F, (.o (4.8)
i
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c(x,R) = cz(x,R) + Ai c1Cx) (4.9)
¥Yx€X, VREP(M), avec c2(.,¢) = 0; et

B = e i (4-10)

(

alors tout le développement du chapitre 2 tient. Soit {Jkl)} KE N
la suite des fonctions définies par les Eqs. (2.22) et (2.23)

correspondant 3 Ni'

CONJECTURE:

Vx€X, Yv¢ [0,T] ,

tin 3P (%) = Vv, x) (4.11)

ive  k(v,1i)

oi k(v,i) A=L (T-v)/AiJ. En d'autres termes, a mesure que les ob~
servations deviennent de plus en plus fréquentes, la fonction de "cofit
anticipé" tend vers celle d'un processus observé continuellement soumis

3 un contrfle impulsionnel.

L'équation (4.11) implique &videmment que les propriétés des
fonctions Jk démontrées au chapitre 2 sont aussi vraies pour les fonc-
tions V(v, +).

Pour a > 0, le cofit espéré actualis& sur horizon infini est

donné par:

V(x) = 1lim V(0, x) (4.12)

T—oo

et peut &tre approximé en utilisant 1'algorithme de la section 2.5 avec

At suffisamment petit.
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ou d'une inspection prévue.

- o o e T~ s s . . o S e s . S e e e g s B

Considérons maintenant un modéle ol "1'état'" du systéme

entre deux sauts successifs est supposé constant.

Un saut correspond & une panne du syst@me ou & une inspec-
tion. Lors d'un saut, certaines composantes peuvent &tre remplacées
et on détermine la date de la prochaine inspection prévue. Le pro-
chain saut aura lieu 3 cette date s'il n'y a pas de panne avant et

lors de la panne dans le cas contraire.

Une politique admissible est un couple w = (u,8) ou:
8 : [0,T) x X+ (0,T]

est tel que:
t < 0(t,x) =T V(t,x) € [O,T) x X

et p est tel qu'a la section précédente. S'il y a un saut au temps t,

alors 6(t, x(t+)) indique le temps de la prochaine inspection prévue.

A chaque saut, un coiit c2(x(t), R) est encouru, ol t désigne
le temps du saut et R 1'ensemble des composantes remplacées. c, est

une fonction strictement positive et bornée par B.

a, Fi Ft’ {tn} et n(.) sont définis comme & la

Cl’ Cf, ,t’

section précédente.
Pour n = 1, ..., n(T), on a:

x(t) = x(tn+) vee (e, €D, (4.13)

n+l
Si 1l'ensemble des &léments remplacés lors d'un saut est non vide,

1'état x(tn) est un état instantané, dans le sens que cet &tat n'est

visité qu'au temps t .
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Au temps t € [tn, tn+l)’ la probabilité qu'il y ait défaillance
de la jg composante avant t+At (en supposant qu'il n'y ait pas d'ins-
pection prévue) est donnée par:

1-7P (xj(v) = o VvE(t,t+At] l xj(v) < ® VvE(tn,t ] )

+
Fi,teae-t (olx(e))
=1- g = . (4.14)
jat-t_(@]x(t))

Si 1l'on divise cette expression par At et que l'on fait tendre le tout
vers 0, on obtient (en supposant que cette dérivée existe) le taux de

défaillance de cette composante:

5 PR
ot Fj,t—tn( |x(e )

Ty e CTRCED)
n

+
qj(t!tn,x(tn))

9
SE in [Fj,t

_tn(WIx(t;)) ) (4.15)

et le taux de panne du systéme est alors:

m
+ +

alele ,x(c)) = 2 qj(tltn,x(tn))

j=1

3 +

= = [ Ft_tn( |x(t )) ] (4.16)

On simplifie la notation en posant, pour n = 0, ..., n(T):
6n+1:é e(tn,x(tn)) (4.17)
oA (e ,x(c)) (4.18)
+ +
Hn AA(tn,X(tn))- (4.19)
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La fonction de densité de 1l'instant du prochain saut, pour

v € (t, gn+l)’ est:

+ 3
f(vIHn,t) 35

F

+
ot (wlx(tn))

n

+
Fo_, ®lx(t )
n

+ +
= q(vIHn) exp [ - ftV q(g|Hn) dyg ] (4.20)
Si le (n+1)S saut est causé par une défaillance de la jg
composante, la fonction de répartition de 1'état du systéme au temps
tn+1 est:
+ .1y 4 < gt .
F(ZIHn’ Ene1’ 3 P(X(tn+].) - ZIHn’ Fpe1’ Xj(tn+l) = d)
[ m  F + .
I i,tn+1—tn (zi|xi(tn » siz, =d et
= i= F, + 2 i#4 L 2
ﬁ i#]j Lt 17 (wlxi(tn)) i¢d Vi#] (4.21)
0 si 2z, #d
L i ~
e
. - . . . 118 . '
Si tn+l 9n+1’ i.e. si le (n+1)— saut a lieu au moment d'une

inspection prévue, la fonction de répartition de x(tn+l) est donnée par:

+ A +
F(len,tn+1,0) S P(x(t )< z|Hn,tn+l,Xi(tn+l) # d VieM)
r + =
Ftn+l_tn(z|x(tn))
= " si ziid VieM (4.22)
F,o o, (elx(e)) >
ﬁ n+l n
F(T|H+ t  .;0) sino
L n’ n+l’ n J
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ol T est obtenu de Z en mettant 3 « toutes les composantes qui sont

a d.

En supposant que q est bornée uniformément, il s'ensuit que la
défaillance de deux composantes au méme instant ou une panne au temps

prévu pour une inspection sont des événements de probabilité nulle.

Pour une politique m = (u,0) fixée, VHnE[b,T) x X et

VtELtn,tn+1), soit:

n A T —a(g—tn) —a(T—tn)
vo(t,H )= E[ Joeg(x(@E))e dg+e (x(T))e
T —a(ti—tn)
+ 3 o, (x(e),ule x(e)]e

jen+l
+ o, (x(e ) ule Lx(e )

t + —a(g—tn)
+ ft cl(x(tn))e dz (4.23)

n

le cofit 3 venir espéré& pour la période (tn,T], actualisé au temps tn.

Pour t = en+l’ on a:

n
Vn (t,H) = ¢, (x(e ), wlt , x(x)))
t -a(g-t_)
N cl(xn+)e D gy
n
-at n*l +
+ e fx VTr (t,t,z)dF(len,t;O) (4.24)

et pour t = T:

v (T,H_) cf(x(t;)). (4.25)
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Pour t € [tn’tn+l) et v € (t,Gnl, on peut écrire une équation
pour V: (t,Hn) en considérant des probabilités de deux &vénements

possibles:

(1) le prochain saut est causé par une panne au temps ¥ € (t,v]

(ii) aucune panne n'a lieu durant (t,v].

On obtient:

n Y E + m
Vﬂ(t,Hn) = f exp [—ft q(&]Hn)dZ ] ?

q, &8y,
t j=1 n

n+l ~a(&-t )

Iy V. EE2 e T dFG|H,E:9)

+ ooy (x(e ), wle ,x(t )

-a (-t )

3
+ ftn cl(x(t;)) e Mar g

n v N g +
+ V. OLH) [1- S q&|H) exp [- J a(x|n )dl}dE] (4.26)

qui peut aussi s'écrire:

n n
V. (v,H)-V_(t,H) v
i n T n =1
v-t T ov-t ft {...} ag
n v . g +
+ Vﬂ(v,Hn)[i—ftq(ElHn)exp [7ftq(ngn)d§]d£] (4.27)

ol {...}désigne 1'expression entre accolades dans 1'Eq.(4.26). En
supposant que Vn est dérivable en t et que q est born&e, on obtient,

en prenant la limite lorsque v tend vers t par la droite:
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3 n + n
SV (eH) = q(tlHn) v (t,B)
m + n+l ~a(t-t ) .
-z qj(t|Hﬁ)[fXVn (t,t,z)e n dF(z|Hn,t;j)
j=1
-a(Z-t_)
. ftrt1 e, (x(t)))e Mg+ ey G ) e ux(t))) ]
m n t -a(Z-t )
= 2 q (e [V (e,1)-f, c (x(c)))e 0 4y
j=1 J n
n+l -a(t-t )

ey (et ) ule ,x(t )))~ [eV  (r,t,2)e

*
Par le principe d'optimalité, une politique w

optimale pour 8 fixé si et seulement si pour tout aut
Vné N, VHHEEO,T) x X, Vte€ [tn,T], on a:
n n

Vo, (t,Hn) =V

(t,8)
1 (uw,® "

*
Dans ce cas, 1 est solution optimale au probléme de
admissible de type w = (W,8) qui minimise V: sous les

(4.24) et (4.25).

+ P
Y arz|u,e59) ]

(4.28)

= (u*,é) est

re L admissible,

(4.29)

trouver une politique

contraintes (4.28),

Pour 6 fixé, par une démarche semblable i celle de Rishell dans [?3], on

devrait pouvoir montrer que les conditions suivantes

pour que w* soit une politique optimale:

sont nécessaires
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(1) Max [ m n t ~a(z-t )
REM jil a Cele pGeCe ) RN [V (6,8 )= ftncl(p(x(tn),R))e dz
© ntl —a(t-t )
- cz(x(tn),R)—fX v (t,t,z)e dF(z|tn’p(x(tn)’R)’t;j)
est atteint pour R = u*(tn,x(tn)) (4.30)

. n . .
(i1) Pour t € [tn,@(Hn)), Vﬂ*(t,Hn) satisfait

1'équation (4.28)

(iii) Pour t = G(Hn), 1'équation (4.24) est vérifiée si t < T et

1'équation (4.25) 1l'est si t = T.

Evidemment, comme le colit espéré & venir ne dépend pas du
PURN . . . n .
nombre de sauts qui ont déja eu lieu, il est clair que VTT ne doit

pas dépendre de n.

Par ailleurs, comme le nombre espéré de sauts durant [p, f]
sous la politique optimale doit €tre fini (par un raisonnement ana~
logue au lemme 4.1), il serait raisonnable de choisir une valeur ap-

proximative de Vﬁ* pour un n suffisamment grand et de calculer une sui-

te Vs;l,'V§;2, ooy Vﬁ* satisfaisant les équations de la programmation
e’ - T . g 0

dynamique (i), (ii) et (iii). On devrait s'attendre & ce que Vﬁ* re-—

présente convenablement le colt espéré & venir tel que défini en (4.23),

(4.24) et (4.25).

Des équations du méme type ont &té obtenus par Alj et Haurie [l]
et par Goyette et Haurie [16] dans des contextes un peu plus particu-

liers,



78,

Des techniques de résolution numériques pour ce genre d'équations

sont en développement.

-~

Lorsque la fonction 6 n'est pas fixée, on doit choisir 6n+ a

1
1'instant tn de fagon 3 minimiser 1'expression (4.26) ol v = 9n+1 et
V:(en+l,Hn) satisfait (4.24) ou (4.25) selon le cas. On a alors affaire

d un probléme de contrdle impulsionnel. Aux conditions d'optimalité de
la page précédente, devraient alors s'ajouter certaines in&quations va-
riationnelles dont la nature exacte devra faire 1'objet de futures re-

cherches,

Il serait intéressant de caractériser la fonction V: par des
théorémes du type de ceux des sections 2.3 et 2.4. Sous quelles con-
ditions est-ce-que VE(t,tn,x) est~elle monotone en t? en xi? en tn?
De telles caractérisations seraient de nature 3 simplifier la résolu-

tion numérique des &quations de la programmation dynamique.
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CONCLUSION

La plus grande partie des recherches ayant trait aux politiques
optimales de remplacements préventifs ont &té faites pour le cas d'un
systéme 3 une seule composante, alors qu'en pratique, on a surtout
affaire 3 des systé@mes & plusieurs composantes qui ne sont pas néces-

sairement indépendantes.

Nous avons vu, dans les chapitres précédents, comment il est
possible d'utiliser la thé&orie moderne du contrdle stochastique pour
obtenir des conditions d'optimalité d'une politique de remplacements.
Une telle politique peut &€tre obtenue, th&oriquement, en utilisant
les équations de la programmation dynamique. En pratique, la résolu-
tion numérique risque cependant de poser des difficultés majeures.
Méme en discrétisant le temps et l'ensemble des &tats, la taille du
probléme devient souvent beaucoup trop grande pour permettre une adap-

tation directe de la procé&dure numérique présentée au chapitre 2,

Des efforts restent & faire pour développer des algorithmes
efficaces permettant de résoudre numériquement de tels problémes.
11 serait raisonnable de diriger ces efforts vers des problémes plus
particuliers. Les algorithmes pourraient ainsi exploiter les parti-
cularités des problémes et possiblement différer d'un probléme &

1'autre.

Par ailleurs, on peut aussi se restreindre i chercher une
politique optimale parmi certaines classes de politiques plus simples.
Des exemples numériques (section 3.4) suggérent qu'on peut obtenir
ainsi, dans certains cas, une solution presque optimale. Il serait

intéressant de poursuivre les recherches dans cette direction.
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Idéalement, un modéle réaliste peut tenir compte de la capacité
limit8e des facilités de réparations (files d'attentes), de 1l'inven-
taire des pidces (que 1'on peut possiblement contrdler), de dépen-
dances &conomiques et possiblement stochastiques entre les composantes,
etc. Souvent, 1'état de chaque composante ne peut €tre décrit correc—
tement que par plusieurs paramétres, i.e.: par un vecteur (Il serait
judicieux, dans ce cas, d'utiliser 1'analyse discriminante afin de

partitionner les &tats en un nombre fini de classes).

De tels problémes sont trés difficiles & résoudre, surtout
lorsqu'il y a dépendance stochastique entre les différentes compo-
santes. Dans de tels cas, pour 1'instant, on doit faire appel 3 la
simulation. Ces p;oblémes offrent un défi de taille aux spécialistes

du contrble stochastique.



APPENDICE A

LEMME A.1

Soit {F(. r)}rGY une famille de fonctions de répartition

définies sur RU{d} et ol Y est un borélien des réels non-négatifs.
Supposons que VyG[O,“J s F(y|r) est décroissante selon r. Soit

X = BU{d} oii B est un borélien des réels non-négatifs et soit

g: X > R une fonction Borel-mesurable, croissante et bornée en valeur

absolue par K > 0.

Alors fX g(T)dF(T|r) est une fonction croissante selon r.

Preuve
On sait que g est croissante et toujours comprise entre -K et K.
Divisons 1l'intervalle [}K,K] en 2n+l sous-intervalles et parti-

tionnons X en 2n+l parties (dont certaines peuvent &tre vides) corres-

pondant aux images inverses des sous-intervalles de [7K,@]:

Pour i = -n, =-n+l1l, ..., -1, 0, 1, ..., n, posons:

sin) 4 {fcexli < 51%51 < i;.l} (A.1)
Soit:

gn(T) = %E~ si TESin) (A.2)
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Comme les Sin) forment une partition de X, &, est une

fonction bien définie sur X.

On a aussi:

0 = g(t)-g_(7) <-§ VTex. (A.3)
Posons:

gin) £ Inf{tex|g(T) = i%} (A.4)
et

1™ & (iez|nsizn et g(gin))zig} . (A.5)

()

est atteint dans (A.4).

est l'ensemble des indices i pour lesquels 1'infimum

On a alors:

(P(ngin)|r)=1im+(1-F(g§n)-e[r) si ie1‘™
e~»0

P(g(t) = %51r) = (A.6)

P(T>£§n)|r)=1—F(gin)|r) si 1¢1(™

et on peut maintenant écrire:
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n
5 ig-P(TéSin)lr)

P n
1=-n

]

I8, (MAF(T| 1)

n n (n)

T 2 p(res.|r)
. — 1
i=-n £=1i

=S

n
= _I_<_ > E_I(_
S I P(g(m) 2 =)

i=-n
n n
- K 3 1im+ (1_F(g$n)—s|r)) + 2 (l—F(Egn)Tr))
B lij=-n &-0 * i=-n *
ser(™ 1@
(A.7)
(n)

Par hypothése, F(& —slr) et F(Ein)lr) sont décroissantes en

i
r. Le terme de droite de 1'Eq. (A.7) est donc croissant en r, ce qui

implique que fXgn(T)dF(T|r) est une fonction croissante en r.

Mais, par 1'équation (A.3),

0 = [pg(DAF(T|r) - [ig (MAF(|x) = [y - arCr|) = ¢ (4.8)
ce qui implique que
linf g (T)dF(t|r) = [ g(T)dF(T]|1) (A.9)

n>

et donc fxg(T)dF(TIr) est une fonction croissante selon r. C.Q.F.D.
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APPENDICE B

MESURE EXTERIEURE

Les preuves des propriétés énoncées dans cet appendice, ainsi

qu'un traitement plus détaillé, se trouvent dans 1'Appendice A de [8].
Soit (X, T, F) un espace de probabilité. Dans ce qui suit,
f, g et h désignent des fonctions définies sur X et & valeur dans [~=, «].

DEFINITION

Soit £ 2 0. On définit la mesure extérieure de f par rapport

a F par
JE(x)dF(x) si f est T-mesurable
*
I E(x)dF(x) &

Inf{fg(x)dF(x)|g=f et g est T-mesurable} sinon

Pour f quelconque, on définit

f*f(x)dF(x) 4 S*max{0,f(x) }dF(x) - [*max{0,-f(x)}dF(x)

en prenant pour convention que ® - o = e,

LEMME B.1l

Si £ = 0, alors il existe une fonction g = f telle que g est

T-mesurable et

S*E(x)dF(x) = [fg(x)dF(x) = 0.



LEMME B.2
Si £f>20 et g= 0, alors
[#(f+g) (x)dF(x) = [*£(x)dF(x)+[*g(x)dF(x).

De plus, si f ou g est T-mesurable, alors 1'égalité tient.

LEMME B.3
Sie >0 et si f =g= f+e, alors

J*E(x)dF(x) = [*g(x)dF(x) = [*f(x)dF(x)+2e.

85,
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APPENDICE C.

Z - ]
Soit {Jk}k€ N et { k}kEIN deux suites de fonctiens définies

(WU{dH™ et MW" par:

respectivement sur X

Zo = JO =0 ‘ (C.1l)

et pour k = 1,2,3,...; Vx€X:

J. (x) = Min {C ﬂ_ + cIRI + 2 (o)} (c.2)
k REU (x) (R#£¢) k
ol
Z (r) =B Z P(G|r) J . ((r,6)) (C.3)
k cSM k-1
r = p(x,R) (c.4)
d si i¢G
"C(I‘,G). = st 1€
1 r, + 1 sinon (c.5)
P(G|lr) = 1 p(r,)) T (1-B(r,)) (C.6)
i€G i€M-G
U(x) = {REM| i€R Vi tel que x, = d}. (c.7)
Notons par u*(x,Jk_l) 1'ensemble pour lequel le minimum est atteint

dans (c.2).

On suppose aussi que p: [N = [0,1] est une fonction croissante.
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LEMME C.1

Pour k = 0,1,2,..., on a:

(i) Six, r € le sont tels que x = r et Q é={i€M|xi > ri} c M,
alors:
0=z (x) -2Z(0) < B(C+c|Q)]) (C.8)
et VGCM,  VCQiG:
0 =3, (T(x,6)) - Jk(T(x,(cna)UV)) < c+clqf. (c.9)
(11) pe(x,3,_) = ¢  vxem'. (C.10)
PREUVE

La preuve se fait par induction sur k.

Pour k=0, les relations (C.8) et (C.9) sont évidentes. De plus,

comme ¢ € U(x) ¥x€ ", il est clair, par (C.2), que He(x,0) = ¢.

Supposons maintenant que les énoncés (i) et (ii) sont vrais

pour k-1, Pour montrer que cela implique qu'ils sont vrais pour Kk,

nous aurons besoin de 1'égalité suivante:

Zk (X)—Zk (r) =

B 2

2 A[E_ (TG,6)-T (e, @MUY T p(ry) T (1-p(x,))

GEM VEGNQ 1€(GNQIUV T 1i€G

I _ (p&E)-pE N} (C.11)
ieqQnenv
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Vérifions d'abord cette équation. Au cours de la démarche, le lecteur

pourra se référer au diagramme de la figure C.1:

] |
| — |
vV | Quenv | 6N +~ Q
e [
GNQ ! 6Nq « Q
I
1
4 4
G G

Figure C.l: Partition de M.

A partir des équations (C.3) et (C.6), on peut écrire:

zZ,x) = BZ J (t(x,6)) I px,) II_ (1-p(x,)). (€.12)
k cem K1 iecc 1 ieG 1

— . Y > 3
Mais puisque r, =X, Yi€Q et p(xi)_ p(ri) Yi€qQ,

on a:

T opGx) = T (pCr)+@G-p(r,)) T _plx)

i€G 1€6GNQ i€GNQ
= 2 I op(r)) T _(plx)-p(x; )] T _ p(r)
VEGNQ i€V i€eQnenv i€GNQ
= 3 [0 opr)) T (plx)-p(r,))] (c.13)
VeGNQ  1i€(GNQ)UV i€eqQnenv
de sorte que:
z® =82 2z [J_,0G&06). T p(r,)
GEM  VCGNQ 1€(GNQUV
M Q-pGx)) T (pGxy)-plr,))] (c.14)

1€G 1€QNGNY
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D'autre part, on a aussi:

Zk(r) = B 2 J

L (t(x,6")) O op(r)) T (1-p(x))) (C.15)
grem K71 *

k i€6' 1 ieg'
et:

0_(1-p(r, M= I_ (-p&x) + () - plry)))

1€G" 1€g’

= I _ (1-px)) O ((@-px))+(p(x;)-p(r,)))
1€G'NQ 1€G'NQ . . *

= Z_ n (1-p(x)) I_ _ p&)-p(r)) T _(-p(x,))
WSG'NQ 1i€wW 1€G'NQNW i€G'NQ
= 2 n_ _  @Q-px)) I_ _ (p(xi)—p(ri)) (C.16)
WEG'NQ i€(G'NQIUW 1 €G'NQNW
de sorte que:
z. (r) =B 2 z_ [0, (e(x,6")) T  p(r)
k c'eM wea'ng | &t i€G" +
T_ _ e I (p(x)-P(r,))] (c.17)
1€(G'NQ)UW 1€G'NQNW

On peut définir une bijection entre les ensembles {(G,V) | GEM,

veGNQ} et {(G',W) | G'SM, WeG'NQ} par:

GV

=
]

(cng) Uv
_ (C.18)
GNQ
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On peut vérifier, par quelques manipulations algébriques

longues mais sans intérét, que les &quations (C.18) définissent bien

une bijection et impliquent:

G = (G'UQ)-W
V = G'NQ
- (C.19)
G = (G'NQ) Lw
QNGNV = G'NQNW.
On peut alors réécrire l'équation (C.17):
z,(r) =B z = J, . (t(r,(GNQHUW))
k GEM VeGNQ [:k'l
M e I ApGx) T _ ()=, (c.20)
i€(enNQIuv 1€G 1€QNGNV

En soustrayant (C.20) de (C.14), on obtient 1'équation (C.11).

De plus, par (C.6):

Z z I _ p(r;) T (I-p(x))) T - (p(x)-p(xy))
GeM VeGNQ i€ (GNQIUV i€G ieQnauv
= 3 P(Glx) = 1. (C.21)
GeM

En supposant que (C.9) est vraie pour k-1, les é&quations (C.11)

et (C.21) impliquent que (C.8) est vérifiée pour k.

Montrons maintenant (C.10). Soit x € N© . De (C.8), on ob-
tient:

Z (x) =C + c|R|] + Zk(p(X,R)) VRcM
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et ainsi:

Zk(x) < Min {C + c|R| + Zk(p(x,R))} .
ReM

Mais comme ¢ € U(x), cela implique par (C.2) que:
J (0 = 2, (x)

et donc que p,(x, Jk—l) = ¢ , ce qui vérifie (C.10).

I1 reste 4 démontrer (C.9). Notons:

A -
R, = wy(r(r, (@QUV), 3 ;) .

On a alors:

J (t(x, (@QUN) = c|R | + Z (p(x+1, R))) . (C.22)

De plus, comme (GﬂQ)UVgRr, il est clair que GERTUQ, de sorte

que RTUQ est candidat pour le minimum dans la définition de Jk(r(x,G)).

On a alors:

3 (t(x,6)) = € + c|RUQ| + Z (p(T(x,6), RUQ))

s ¢+ c|r | +clo| + 7 (p(x+l, R)) (C.23)

par (C.8), puisque r. =X, Vi€Q , et que p(r+l, RrUQ) < p(r+l, Rr) .

Par (C.22) et (C.23), on obtient facilement 1'inégalité de droi-
te de (C.9). Celle de gauche découle directement du Théoréme 2.1 W
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APPENDICE D

PROGRAMMATION DE L'ALGORITHME DE LA SECTION 3.2

Nous donnons ici quelques détails concernant la programmation

de l'algorithme de la section 3.2, en langage FORTRAN,

Les JK sont des fonctions & m variables. D'une itération 3
1'autre, il faut mémoriser les valeurs d'une telle fonction pour chaque

X € X .
o

Au lieu de mémoriser ces valeurs dans un tableau &4 m dimensions,

on les mémorise plutdt dans un tableau unidimensionnel de taille:

TAILLE = |xo| = C (0.1)

Afin de retrouver facilement 1l'adresse de chaque vecteur x € Xb’
il s'agit de définir une bijection entre Xb et 1'ensemble des nombres

naturels de 1 3 TAILLE.

On établira la correspondance de fagon & ce que les vecteurs
X se retrouvent dans le tableau exactement dans le méme ordre qu'ils sont

traités, pour le calcul de J_ , 3 1'étape 2 de la procé&dure ITERER:

K’
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%rang(x) L X %y Xg .ee X
1 % 0 0 0 e. O ) 3 )
2 1 0 o0 . 0
3 L2 0 ... 0 j} ad $
» % . » L] . t f?
a+l a2 0 0 ... O | |
a+2 1 1 0 ... o ]
a+3 2 1 0 0o | (atl) (at2
» L4 Z a 2 .oy & E
© 2a+1 a 1 0 .. 0 €
. Do ‘
b 2a+2 2 2 0 .. o
? . . i
; : » . - LN B ] : 1 - ‘
< q T
@E) ., o ... o ! i {mta).
2 ) Mo
- 1 1 1 - 0
A : : ;
' a 1 1 ... O f
§ : : : - n ® . ;
% a a a 0
T T |
! ;
H ' :
! a‘Fm 3 H
% £T2?1~ a a a . a %

Tableau D.1 : Ordonnancement des vecteurs de Xo .

On note par rang(xl,...,xm) le rang du vecteur (xl,...,xm) dans

le tableau.



Pour 1l< i =m et

l=x

= a, on a:

i

rang(xls"-:xi_l’ xis09"!,0) = rang (’Xi’.""xi’xi’o"'“"o)
i fois
= rang(xl,...,xi_l,0,0,...,O) - rang(xi,...,xi,0,0,...,O)

[

' > > >
aZr Zr,...=2
Fio1 = %41
( ou ri—l =
y
ou r.g =
\ L.

Par ailleurs, si 1 = &

= X,
1

i~1 fois

nombre de vecteurs de type (rl,...,ri_l) € ml_l tels que:

Z x, et

i-1 i

et r < X

i-1 i-2 i-2

_1rere Ty =Xy et r

a, alors:

rang(&,...,%,O,...,O) - rang(é:l,ff.,E—l,O,...,O)

[ ———
i fois

SR

i fois

représente le nombre de vecteurs de type (rl,...,ri_l,g—l,O,...,O)

dans X .
o

{&-1,&,...,a} avec répétitions et sans tenir compte de 1l'ordre.

nombre est &gal a:

i-1
Ka—£+2

Ainsi,

C'est le nombre de fagons de choisir i~1 &léments parmi

i-1
ati-&

Ce
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(D.2)

(D.3)



rang(Vv,...,v,0,...,0)

i fois

LEMME D.1

Pour i = 1,...,m, V(xl

L]

il

]

9o

; [ rang(%,...,£,0,...,0)
E=1

-rang(§-1,...,£-1,0,...,0)

+ rang(0,...,0)

v
1+ 2 C
=1
ati-1
1+ Z C
E=gt+i-v

i-1
ati-§

i-1
g

ati-1 . ati-v=1 i
1+ 2z C - z C
E=i-1

.,xi_l,xi,O,...,O) € Xo’ on a:

rang(xl,...,xi_l,xi,O,...,O) - rang(xl,...,xi_l,0,0,...

i Ci
at+i-1 a+i—xi—l'

Preuve

La preuve se fait par induction sur i.

on a bien:

rang(xl,O,...,O) - rang(0,0,...,0) = x

1

Soit i>1 et supposons que 1'@noncé est vrai pour i-1.

alors, par (D.2) et (D.4):

Pour i=1, a 2 x1

»0)

On a

>0,

(D.4)
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rang(xl,...,xi_l,xi,O,...,O) - rang(xl,...,xi_l,0,0,...,O)
= rang(xi,...,xi,xi,o,...,0) - rang(xi,...,xi,0,0,...,0)

— (NI |
i fois i-1 fois

i i i-1 i-1
- + -—
ati Ca+i—xi [} Ca+i—1 Ca+i—xi-£]

it
[
+
o
1

f]
o
+

H

i

Y
+ |
RS
‘-I

¥

(@}
-
+

T-

x

[
+ 1
i
x

e
Ll

Ca+i—l - Ca+i—xi—l [ |

Par suite du Lemme précédent, il devient clair que 1'on peut &crire:

m
rang(xl,...,xm) =1+ 2 ind (4, Xi) (D.5)
i=1
oli, pour i=1,...,m et 0 = X, < a:
i i-1
0 (a+6-1) - 1 (a+f-x,)
) A4 i £=1 £=0
ind(f, %) = C oy - Gugex -1~ il (D.6)
i L]

Dans le programme, on utilise tour a tour deux tableaux de taille

m P .
Cm+a pour mémoriser les valeurs {JK—l(x)}xGX et {JK(X)}xGX respectivement.

On les appelle TA et TB.

-

Deux autres tableaux servent a mémoriser respectivement les valeurs
L
{3, ()} et {¢, (x)}

XEXD—Xo

. Ils sont de taille:

xEXD—Xo

_ . a a-1 _ .a
KTAIL = Cm+a Cm+a—1 mta-1

et leurs noms dans le programme sont TOGO et KPRE.
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Soit (d,...,d,xj+1,...,xm)GXD—Xo, i.e. tel que j 2 1 et

az xj+l Z e = X Z 1. La position d'un tel vecteur dans les tableaux

TOGO et KPRE est donnée par:
m

rang(d,...,d,xj+1,...,xm) =1+ ' ; ind(1-j3, xi)
i=j+1

oli 1a fonction ind est définie en (D.6).

Les vecteurs sont ainsi disposés dans le méme ordre qu'ils sont

traités a 1'étape 1 de la procédure ITERER.

Par ailleurs, comme les exigences de FORTRAN nous empé&chent d'uti-
liser des indices de valeur 0, (xl,...,xm) sera représenté dans le programme

par

(il,...,im) = (x1+l, ey xm+l).

D'autres correspondances entre les variables du programme et celles

de la section 3.2 sont données au tableau D.2.

Dans le cas d'une politique de type II (seuil fixe), 1'équation (3.21)
est remplacée par (3.29). Dans le programme on lit LIM = a* au début et
1'étape 1 de la sous-routine ITERER est modifiée. Le programme peut calculer
soit la politique optimale, soit une politique de type II (seuil fixe), selon
1'option choisie.



Variable du Programme

section 3.2, a:

Correspond, dans 1la

-

BASE

BETA
NREP
EPSIL
GAM1

GAM2
EPS

IAGE
ISUR
{i|Ki=1}

NBON
P

DQ(1)

atl
C

5 ™ 0

Y1

Yo

Be /(1-B) + B(Y,-7;)/2
x+1

T+]1

{ilxi=d}

m-j

P(T|x)

P(i)

Tableau D.2:
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Correspondance entre les variables du programme

et celles du texte.
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Tableau D.3: Programmation de 1l'algorithme.

PROGRAM REMPLACINPUT,QUTPUT, TAPES=INPUT, TAPE6=0UTPUT)

e o o v ok v e vl e v e ok ok e ke o o ok k¥ ok o o 3 O o o 3k e o vk vl i 9 3k ke e ok 9 v ok W o ok o Ok Y 9 9 ok ok o o S e v Sk ok

*
* POLITIQUE OPTIMALE DE REMPLACEMENT DES COMPOSANTES D'UN
* SYSTEME A COMPOSANTES IDENTIQUES.

* MODELE EN TEMPS DISCRET.

*

»*

Yo v e ok s i d ok 3 e ok e ok e S 9k T vk o R O Y Ik o S ok o S 3 ok o ok 3k ok 9k ok Y ok K 0k T R 9K Ok ok WK ok ok ok ok Ok ok 3k ok ok o ok

* ¥ % X %

REGLES D'UTILISATION:

1 .DANS LA SOUS-ROUTINE ITERER ET DANS LE PROGRAMME,DIMENSIONNER
TA ET TB A UNE DIMENSION SUPERIEURE OU EGALE A (M+NA)I/(MINA!)
ET TOGO ET KPRE A UNE DIMENSION SUPERIEURE OU EGALE A
(M+NA-1)1/(NAL(M-1)1),

DIMENSIONNER AUSSI DQ(NA+1),DDQ(NA+1),KPLUS(NA+1),IND(M,NA+1)
2.DISPOSER LES DONNEES COMME SUIT:

PREMIERE CARTE DE DONNEES:
coL. 1 KOPT (ENTIER) =1 SI ON VEUT LA SOLUTION OPTIMALE

=2 SI ON A UNE POLITIQUE DE TYPE

SEUIL FIXE.

0 SI L'ON VEUT IMPRIMER LA POLITIQUE
SEULEMENT POUR LES ETATS OU IL VY A
AU MOINS UNE PANNE.

=1 SINON,
CoL. 3-5 LIM (ENTIER) SEUIL A ETOILE. (SI KOPT=2)

DEUXIEME CARTE DE DONNEES:

CoL. 1 M (ENTIER)NOMBRE DE COMPOSANTES (1<M<9}.

COL. 2-4 NA (ENTIER) AGE MAXIMUM D'UNE COMPOSANTE.
TOUTE COMPOSANTE D'AGE SUPERIEUR A NA
EST CONSIDEREE EQUIVALENTE A UNE COM-
POSANTE D'AGE NA.

COL. 5-7 NREP (ENTIER) ON FERA LE TEST D'ARRET A TOUTES

LES NREP ITERATIONS.

COL. 8-10 MAXITER (ENTIER) NOMBRE MAX. D'ITERATIONS.

COL. 11~20 BETA (REEL) COEFFICIENT D'ACTUALISATION <1.

COL. 21-30 BASE (REEL) COUT FIXE DE BASE PAR INTERVENTION.

COL. 31-40 B (REEL) COUT DE REMPLACEMENT PAR COMPOSANTE.

COL. 41-50 EPSIL (REEL) ON S'ARRETE LORSQU'ON A OBTENU UNE
POLITIQUE EPSIL-OPTIMALE.

coL. 2 ITOUS (ENTIER}

NA+1 AUTRES CARTES DE DONNEES:
CONTIENNENT DQ(I), I=0,1,...,NA , 1 VALEUR PAR CARTE,
coL. 1-10 , EN Fl0.8.

INTEGER A, TAILLE,BLANC,CARAC(31),ETAT(8)

DIMENSION TA(1716),TB(1716)

COMMON /COM/KEL(9),IAGE(Y9),ISUR(B}

COMMON /PROB/DQ(30),DDQ(30),KPLUS(30)

COMMON //M,MMOINI,A,BETA,B,BASE,IND(8,30),LIM,KOPT

COMMON //KPRE(782),TOGO(792)

EQUIVALENCE (KEL(1),K1),(KEL(2),K2),(KEL{(3},K3},(KEL(4),K4),{KEL(5

+),K5),(KEL(6),KB),(KEL(7),K7),(KEL{(8),K8),(KEL{9),K9)

EQUIVALENCE (IAGE(1),I1),(IAGE(2),12),(IAGE(3),I3),(IAGE(4),14),(1
+AGE(5),15),(IAGE(G),IG),(IAGE(7),I7).(IAGE(8),IB),(IAGE(9),19)
EQUIVALENCE CISUR(C1),J1),(ISUR(2),J2),(ISUR(3),33),(ISUR(4),J4),(1
+SUR(5),J5), (ISUR(6),J6),(ISUR(7),d7),{ISUR(8),J8)

DATA CARAC/2H O0,3H 1,3 2,3H 3,3H 4,3 5,3H 6,3H 7,3H 8,
+3H 9,3H 10,3H 11,3H 12,2H 13,3H 14,3H 15,3H 16,

+3H 17,3H 18,3H 19,34 20,3H 21,3H 22,3H 23,3H 24,

+3H 25,3H 26,3H 27,3H 28,2H 29,3H 30/,
+BLANC/1H /
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Tableau D.3:

LECTURE DES DONNEES.

DEFINITION DE VARIABLES ET DE TABLEAUX QUI
PERMETTRONT DE SIMPLIFIER LES CALCULS.

READ{5,1006) KOPT,ITOUS,LIM

READ(5,100%) M,NA,MAXITER,NREP,BETA,BASE,B,EPSIL

A=NA +1

DO 10 K=1,A
READ{5,1002) DQ(K)}
DDQ{K) =1.0 -DO(K)
KPLUS(K) =K+1

(suite)

100.

ON DEZFINIT ICI GES TRANSFORMATIONS D'INDICES PERMETTANT D'ASSOCIER

UN ENTIER NATUREL A CHAQUE VECTEUR. D'AGES POSSIBLE.

TAILLE=1

DO 11 L=1,1I

NUM2 = NUMZ2*{A-K+L-1)
INDCTI,K) = (NUMI-NUM2)/NDIV
TAILLE = TAILLE*(NA+I)/I

KPLUS(A} =A

KREP = NREP/2

BET = BETA/(1.0-BETA)
MMOIN1=M-1

DO 30 I=1,TAILLE
TA(I) =0.0

IMPRESSION DES TITRES.
IF(KOPT.EQ.1) WRITE(6,2005)

IF(KOPT.EQ.2) WRITE(6,2006)
WRITE(6,2007) M,A

IF(KOPT.EQ.2) WRITE(6,2008) LIM
WRITE(6,2010) BETA,BASE,B,EPSIL

WRITE(6,2009) NREP
WRITE(6,2011)
DO 18 I=1,A

K=1-1
WRITE(6,2012) K,DQ(I)
WRITE(6,2013) K,DQ(A)
WRITE(6,2015) K,K
WRITE(6,2018)

ETAPE 2.

DEBUT DES ITERATIONS.

ITER=0

DO 41 NNN=1,KREP
CALL ITERER{TA,TB)
CALL ITERER{(TB,TA)

ITER =ITER +2
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Tableau D.3: (suite)

ETAPES 3 A 6.
DEBUT DU TEST D'ARRET.

GAM1 =TA(1) -TB(1)
GAM2 =GAMI1

DO 43 I=2,TAILLE

D =TA(I) -TB(I)
IF(D.LT.GAM1) GAMI =D
IF(D.GT.GAM2) GAM2 =D
CONTINUE
GAM1=BET*GAMI1
GAM2=BET*GAM2

GAMMOY = (GAMZ + GAM11)/2.0
GAMDIF = BETA*(GAM2 - GAM1)/2.0
DO 47 I=1,TAILLE

TA(I) = TA(I) + GAMMOY

CALL ITERER{(TA,TB)

EPSO = 0.0

DO 48 I=1,TAILLE

D = ABS(TA(I)-TB(I))

IF(D.GT.EPSO) EPSO0=D

CONTINUE

EPS = BET¥*EPSO + GAMDIF
IFCCEPS.GT.EPSIL).AND.(ITER.LT.MAXITER}) GO TO 40

IMPRESSTUN DES RESULTATS.

I =1

ISUR(M) = 3H ©
ETAT(M) = 3H *
IF(M.EQ.B) GO TO 78
KK=M+1

DO 70 K=KK,8
ETAT(K)=BLANC
ISUR(K)=BLANC
NBON=0

-
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M).EQ.2).AND.{ITOUS.EQ.0).OR.{IAGE(M+1).EQ.2)) GO TO 62
IFCIAGE(NBON+1).EQ.2) NBON=NBON+1

DO 50 K=1,MMDOIN1

ETAT(K) = CARAC(IAGE(K))

IFCETAT(K).EQ.3H 0) ETAT(K)=3H *

ISUR(K}) = 3H ¢

N=KPRE(1)

NRESTE=NBOMN-N

CINTER = B*{M-NRESTE) + BASE

2

KK=1

DO 52 K=1,NRESTE

ISUR(K) = CARAC{TAGE(K+N))

KK = KK+IND(K,IAGE(K+N))

LL=CARAC(N+1)

IF(N.EGQ.0} LL=BLANC

WRITE(6,2050) (ETAT(K),K=1,8),LL,CINTER,(ISUR{K),K=1,8),TB{KK}
I=I+1

WRITE(6,2002) ITER,GAMDIF,EPS
WRITE(6,2003) GAM1,GAM2,GAMMOY,EPSO
STOP

101.
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1000 FORMAT(21i,13}

1001 FORMAT(I11,313,4F10.3)

1002 FORMAT(F10.8)

2005 FORMAT(30H1 POLITIQUE OPTIMALE )

2006 FORMAT(40H1 POLITIQUE DE TYPE SEUIL FIXE )

2008 FORMAT(/10X,47HLORSQU'UNE COMPOSANTE EST EN PANNE, ON REMPLACE
+/10X,49HTOUTES CELLES DONT L'AGE EST SUPERIEUR OU EGAL A ,I5)

2002 FORMAT(/////,31H NOMBRE D'ITERATIONS: ,I5//
+58H ERREUR MAX. SUR LE COUT A VENIR: // V - J* // K
+,F9.5,//75H PERTE MAX. EN UTILISANT LA POLITIQUE DECRITE:
+ // J PI* - J* // K ,F9.5/77)

2003 FORMAT(19H GAMMALl = ,F10.5//19H GAMMAZ = ,
+F10.5,/7/344 (GAMMA1 + GAMMA2)/2 = ,
+F12.5//21H EPSILON 0 = L,F8.5)

2007 FORMAT(//10X,34HNOMBRE D*ELEMENTS DANS LE SYSTEME:,17X,I3//10X,4
+4HNOMBRE D'AGES POSSIBLES POUR CHAQUE ELEMENT:,I10}

2010 FORMAT(/10X,
+40HCOEFFICIENT D'ACTUALISATION PAR PERIODE:,F14.3//10X,
+35HCOUT FIXE DE BASE PAR INTERVENTION:,5X,F14.2//10X,
+33HCOUT DE REMPLACEMENT PAR ELEMENT:,12X,F9.2//10X,
+44HON S'ARRETE D'ITERER LORSQUE L'ERREUR SUR LE,/,
+10X,39HCOUT ESPERE ACTUALISE EST INFERIEURE A:,F15.2)

2009 FORMAT(10X,40HMAIS LE TEST D'ARRET N'EST EFFECTUE QU'A,/10X,10HTOU
+TES LES ,14,12H ITERATIOKS.///)

2011 FORMAT(10X,45HP(X) EST LA PROBABILITE Q'UN ELEMENT D'AGE X
+/10X,48HTOMBE EN PANNE AU COURS DE LA PROCHAINE PERICDE.,/10X,
+14HON A PRIS ICI:,//14X,1HX,10X,5HP(X) /)

2012 FORMAT(12X,13,10%,F6.4)

2013 FORMAT{10X,2H> ,I3,10%,F6.4)

2015 FORMAT(10X,A3HAINSI,UN ELEMENT NEUF EST CONSIDERE D'AGE 0,/10X,
+31HET UN ELEMENT D'AGE SUPERIEUR A,I4,14H EST CONSIDERE, /10X,
+29HEQUIVALENT A UN ELEMENT D'AGE ,I4///)

2018 FORMAT{10X,43HRESULTATS : QUOI FAIRE EN CAS DE PANNE ?7///10X,
+106HVECTEUR DES AGES DES NOMBRE D'ELEMENTS COUTS TOTAUX
+VECTEUR DES AGES COUT ESPERE ACTUALISE /10X,
+100HELEMENTS QUI FONC- SUPPLEMENTAIRES DE
+DES ELEMENTS APRES A VENIR POUR UN /10X,
+99HTIONNENT EWCORE A REMPLACER L'INTERVENTION I
+NTERVENTION HORIZON INFINI /95X,13HAPRES INTERVENTION /)

2050 FORMAT(10X,BA3,9X,A2,10X,F10.2,4X,8A3,7%,F10.2}

END

SUBROUTINE ITERER(TA,TB)

INTEGER A

DIMEMNSION TA(1716),TB(1716}

COMMON /CCM/KEL(9),TAGE(2),ISUR(8)

COMMON /PROB/DQ(30),DDQ(30),KPLUS{30)

COMMON //M,MMOINI,A,BETA,B,BASE,IND(B,30),LIM,KOPT
COMMON //KFPRE(792),T0OG0O(792)

EQUIVALENCE (KEL(13},K1),{(KEL(2},K2),(KEL{(3),K3},(KEL(4),K4),(KEL(S
+),K5),(KEL(B6),K6),(KEL(7),K7},(KEL{(B),KB),{KEL(9),K92)

EQUIVALENCE (IAGE(1),I1),(IAGE(2),12}),(TAGE(3),13),(1AGE(4),I4),(I
+AGE(5),15),(IAGE(6),16),(TAGE(7),17},(IAGE(8),18),(IAGE(S),19)
EQUIVALENCE (ISUR(1),J1),(ISUR(2),J2),(ISUR(3),J3),(ISUR(4),J4),(1
+SUR(5),Jd5),(ISUR(6),J6),{ISUR(7}),I7},(ISUR(8),J8)

ETAPE 1.
DEBUT DE LA MINIMISATION AVANT INTERVENTION.

102.

CHOIX DU NOMBRE DE REMPLACEMENTS PREVENTIFS POUR CHAQUE VECTEUR

D'AGES POUR LEQUEL AU MOINS UNE COMPOSANTE EST DEFAILLANTE.

Tl = TA(1) +BASE + M*B
TOGO(1)=T1

KPRE(1)=0

I=1
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Tableau D.3: (suite)

DO 144 NBON=1,MMOIN1

DO 142 I8=2,3
DO 142 17=2,A
DO 142 I6=17
DO 142 I5=]16
DO 142 I4=15
DO 142 I3=14
DO 142 I2=1I3
IF(KOPT.EQ.2) GO TO 170

>rrr>

DETERMINATION DE L'ACTION OPTIMALE (KOPT=1)

DO 141 I1=12,A
IF(IAGE(NBON+1).EQ.3) GO TO 144
I=I+1

MEIL=NBON

CMIN=TA(1})+NBON*B

DO 150 K=1,NBON

L=K-1

11=1

NRESTE=NBON-L

DO 152 J=1,NRESTE

I1 = IT+IND(J,IAGE(J+L))
CANDID = TA(II)+FLOAT(L)*B
IF{CANDID.GE.CMIN) GO TO 150
CMIN=CANDID

MEIL=L

CONTINUE

IF(MEIL.NE.NBON) GO TO 140
KK=T+A~-11

DO 160 K=1,KK

TOGO(K) Tl

KPRE(K) NBON

I=KK

GO TO 142

TOGO(I) = CMIN+(M-NBON)»*B+BASE
KPRE(I) = MEIL

GO TO 142

DETERMINATION DE L'ACTION, DANS LE CAS D'UNE
POLITIQUE A SEUIL FIXE (KOPT=2).

DO 180 Il=12,A

IF(IAGE{NBON+1).EQ.3) GO TO 144
I=1+1

L=0

DO 172 K=1,NBON
IF(IAGE(K).GT.LIM) L=L+1
CONTINUE

IFCL.LT.NBON) GO TO 176

KK=I+A-11

DO 174 K=1,KK
TOGO(K)=T1
KPRE(K)=NBON
I=KK

GO TO 142

11=1

NRESTE=NBON-L

DO 178 K=1,NRESTE

11 = IT+IND(K,IAGE(K+L))

TOGO(I) = BASE+(M-NRESTE)*B+TA{Il)
KPRE(I) L

CONTINUE
CONTINUE

103.
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ETAPE 2.

104.

POUR CHAQUE ETAT I POUR LEQUEL AUCUNE COMPOSANTE N'EST DEFAILLANTE,
CALCUL DES PROBABILITES DE TRANSITION ET DE TB{(I) L[CORRESPOND AV

CALCUL DE JK(X) POUR CHAQUE X DE Xo01.
I=0

DO 300 1
DO 300 1
DO 300 1
DO 300 I
DO 300 I
I
I
I
I
(

et gt fand bt pmed | fand Bed b bk

DO 300
DO 300
DO 300
DO 300
IF{IAGE
TOT=0.0
I=1+1

ZXZ=NWsL O~ 00

+ B unonnounu

Q.2) RETURN

DO 200 K9=1,
DO 200 K8=1,
DO 200 K7=1,
DO 200 KsB=1,2

DO 200 K5=1,2

DO 200 K4=1,2

DO 200 K3=1,2

DO 200 K2=1,2

DO 200 Kl=1,2
IF(KEL{M+1).EQ.2) GO TO 300
P=1.0

NBON=0

IF(KEL(KY.EQ.2) GO TO 216

NBON = NBON+1

ISUR(NBON) = KPLUS(N)

P = P*DDQ(N)

GO TO 218

P = P*DQ(N)}

CONTINUE

IF(NBON) 225,225,226

TOT = TOT+P*T1

GO TO 200

ITRANS=1

DO 228 J=1,NBON

ITRANS = ITRANS+IND{(J,ISUR{J))
IF(NBON.EQ.M}) GO TO 229
TOT = TOT+P*TOGO(ITRANS)
GO TO 200

TOT = TOT+P*TA{ITRANS)
CONTINUE

TB(I} = TOT*BETA

RETURN
END
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