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Sommaire

Les g�en�erateurs �a congruence lin�eaire simples ou combin�es sont le type de g�en�erateurs de

nombres al�eatoires le plus couramment utilis�e. Leur fonctionnement �etant simple mais non

simpliste, ils sont faciles �a analyser. Les propri�et�es recherch�ees sont une longue p�eriode, une

bonne uniformit�e et une vitesse rapide de production des nombres.

Dans ce m�emoire, nous nous penchons sur la vitesse de production des nombres par des

g�en�erateurs r�ecursifs multiples (GRM). Notre but est de d�epasser la vitesse des g�en�erateurs

existants tout en ne n�egligeant pas les autres qualit�es du g�en�erateur.

�

A la base des g�en�erateurs �a congruence lin�eaire se situe l'op�eration y := ax mod m.

Dans un premier temps, nous faisons un tour d'horizon des m�ethodes existantes qui cal-

culent rapidement cette op�eration. Une des m�ethodes est celle de Wu [44], que nous appelons

d�ecomposition en puissances de 2. Elle utilise des coe�cients de la forme a = �2

p

1

� 2

p

2

et

des modules de la forme m = 2

e

�h. Jusqu'�a pr�esent, aucun GRM utilisant la d�ecomposition

en puissances de 2 et ayant de bonnes propri�et�es th�eoriques, du point de vue de l'uniformit�e

des points produits, n'avait �et�e propos�e. Nous avons �egalement montr�e th�eoriquement que la

m�ethode propos�ee r�ecemment par Deng et Lin [7] est mauvaise.

Puis, nous avons programm�e quelques fonctions permettant de faire des recherches de

g�en�erateurs avec des coe�cients de la forme a = �2

p

1

� 2

p

2

et nous les avons int�egr�ees

au logiciel Latmrg [27]. Le test spectral, test couramment utilis�e pour v�eri�er les qualit�es

th�eoriques d'un g�en�erateur lin�eaire, a permis de d�epartager, au d�epart, les bons et les mauvais

g�en�erateurs. Nous avons cherch�e et trouv�e une liste de g�en�erateurs simples et combin�es.

Des tests statistiques furent appliqu�es �a nos g�en�erateurs pour tester empiriquement l'hy-

poth�ese H

0

:

�

les valeurs produites par le g�en�erateur peuvent être vues comme des va-

riables al�eatoires ind�ependantes suivant la loi uniforme sur l'intervalle (0; 1).

�

Les g�en�erateurs



iv

pass�erent facilement les tests.

Nous avons aussi test�e la vitesse de nos g�en�erateurs et nous l'avons compar�ee avec celle

de g�en�erateurs existants [19, 23]. Nos g�en�erateurs, programm�es dans le langage C, poss�edent

une plus grande vitesse d'ex�ecution que tout autre g�en�erateur �a congruence lin�eaire ayant de

bonnes propri�et�es th�eoriques et une p�eriode �equivalente.
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Chapitre 1

Introduction

Plusieurs branches de l'informatique, et plus particuli�erement la simulation, exigent une

grande quantit�e de nombres al�eatoires. En e�et, lors de simulations, nous avons besoin de

variables al�eatoires qui suivent di��erentes distributions statistiques comme la gaussienne, la

poisson, la gamma, l'uniforme,... L'emploi de diverses techniques comme la m�ethode d'inver-

sion ou de composition permet de transformer la distribution uniforme sur l'intervalle (0; 1)

vers les autres distributions mentionn�ees [16]. Ces techniques de transformation ne sont pas

abord�ees dans le pr�esent m�emoire. Cependant, il faut remarquer qu'�a partir du moment o�u

nous sommes capables de g�en�erer ad�equatement des variables ind�ependantes et identique-

ment distribu�ees (i.i.d.) uniformes sur l'intervalle (0; 1) (U(0; 1)), nous pouvons reproduire

les autres distributions statistiques. La g�en�eration de valeurs al�eatoires i.i.d. U(0; 1) est donc

primordiale.

Pour approximer sur un ordinateur une distribution uniforme (0; 1), nous avons recours �a

une structure math�ematique appel�ee g�en�erateur de nombres pseudo-al�eatoires. La struc-

ture math�ematique est une r�ecurrence d�eterministe qui, vue de l'ext�erieur, donne l'illusion

de se comporter de mani�ere stochastique. Le mot

�

pseudo

�

rappelle que le g�en�erateur est

d�eterministe. Dans ce m�emoire, nous nous int�eressons �a un type de g�en�erateur particulier,

nomm�e g�en�erateur r�ecursif multiple ou GRM.

Un GRM [14, 16, 21] est d�e�ni par une r�ecurrence de la forme :

x

n

= (a

1

x

n�1

+ a

2

x

n�2

+ : : :+ a

k

x

n�k

) mod m; (1.1)

u

n

= x

n

=m: (1.2)

Le vecteur (x

n�k

; :::; x

n�1

) repr�esente l'�etat du g�en�erateur et les constantes a

1

; :::; a

k

sont les

coe�cients ou multiplicateurs. La variablem est appel�ee le module et k l'ordre du g�en�erateur.
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Une d�e�nition compl�ete des caract�eristiques du GRM est donn�ee au chapitre 2.

Avant de proposer un g�en�erateur particulier, nous lui faisons passer certains tests. Il est

d'usage courant de d�ebuter par appliquer le test spectral [8, 10, 14, 19, 23, 44] aux g�en�erateurs

de type lin�eaire dont fait partie le GRM. Ce test, dit th�eorique, sert de premier crit�ere de

s�election a�n de d�eterminer de

�

bons

�

g�en�erateurs. L'origine du test, son fonctionnement

ainsi que les motivations qui nous incitent �a l'utiliser comme crit�ere de base sont expliqu�es

au chapitre 2.

Par la suite, nous appliquons des tests statistiques [28, 32, 31]. Ceux-ci mesurent le compor-

tement de nos g�en�erateurs sous des aspects di��erents du test spectral. Ces tests font l'objet

du chapitre 7. Toutefois, nous abordons la m�ethodologie g�en�erale des tests statistiques d�es le

chapitre 2.

Les simulations contemporaines sont de plus en plus voraces en ce qui a trait �a la quantit�e

de nombres exig�es ; une grande vitesse d'ex�ecution de la part d'un g�en�erateur constitue donc

une qualit�e non n�egligeable. La di�cult�e lors de la construction de g�en�erateurs se situe dans

le regroupement de tous les attributs requis pour produire un bon g�en�erateur, c'est-�a-dire

obtenir un r�esultat acceptable au test spectral, passer les tests statistiques et une production

des nombres su�samment rapide.

Actuellement, il existe des g�en�erateurs [19, 23] qui satisfont assez bien toutes les propri�et�es

�enum�er�ees pr�ec�edemment. Cependant l'expression

�

toujours plus vite

�

est devenue une

maxime en informatique. Ainsi, le but ultime de cette recherche est la confection de g�en�erateurs

plus rapides sans n�egliger la qualit�e de l'uniformit�e des points produits.

Au chapitre 2, nous pr�esentons quelques r�esultats connus sur les GRM. Nous y introdui-

sons les concepts de base de la g�en�eration de nombres al�eatoires. Nous abordons quelques

types de g�en�erateurs existants, ainsi que leurs propri�et�es. Nous expliquons l'origine du test

spectral et nous d�ecrivons son fonctionnement et la mani�ere dont nous l'exploitons. Dans ce

même chapitre, nous pr�esentons une introduction aux tests statistiques. Nous expliquons la

m�ethodologie g�en�erale des tests statistiques, de même que la fa�con exacte dont nous nous en

servons dans le cas de tests sur des g�en�erateurs.
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Nous abordons, au chapitre 3, quelques techniques existantes qui am�eliorent la vitesse d'ex�ecu-

tion des g�en�erateurs. Nous expliquons en particulier l'id�ee de Wu [44]. Cette id�ee permet

d'�eliminer certaines multiplications et divisions a�n d'am�eliorer la vitesse. Nous exposons un

r�esum�e d'un article de L'Ecuyer et Simard [30] dans lequel les auteurs d�emontrent, �a l'aide

de tests statistiques, que les sorties produites par les g�en�erateurs de Wu [44] sont fortement

corr�el�ees.

Au chapitre 4, nous expliquons un type particulier de GRM propos�e r�ecemment par Deng et

Lin [7]. Nous d�emontrons, par l'utilisation judicieuse d'in�egalit�es provenant du test spectral,

que leur m�ethode poss�ede des d�efauts importants.

Nous d�ebutons le chapitre 5 par la pr�esentation de conditions pratiques que doivent rencontrer

nos g�en�erateurs. La m�ethodologie employ�ee pour l'ensemble de notre recherche ainsi qu'un

sch�ema du processus de construction des g�en�erateurs y sont aussi pr�esent�es.

Le chapitre 6 pr�esente la di��erence entre des recherches de g�en�erateurs al�eatoires et exhaus-

tives. La plupart du temps, nous devons nous limiter �a des recherches al�eatoires mais lorsque

cela est possible, nous e�ectuons plutôt des recherches exhaustives. Nous pr�esentons les pa-

ram�etres trouv�es lors des recherches. Nous terminons le chapitre 6 par l'analyse des r�esultats

obtenus jusqu'�a pr�esent. La premi�ere �etape pour la construction de g�en�erateurs rapides est

franchie.

Au chapitre 7, nous d�ecrivons et justi�ons les tests statistiques employ�es. Il s'agit d'une

deuxi�eme �etape pour les g�en�erateurs, qui apr�es avoir obtenu de bons r�esultats au test spectral,

doivent se soumettre �a des tests statistiques. Les r�esultats aux tests statistiques sont pr�esent�es

et analys�es.

Il ne reste qu'�a d�eterminer si les g�en�erateurs que nous avons sont plus rapides que des

g�en�erateurs existants [19, 23]. Nous pr�esentons, au chapitre 8, les temps de production

des nombres avec divers compilateurs, puis nous comparons ces temps avec ceux d'autres

g�en�erateurs r�eput�es rapides. Les programmes, en langage C, se retrouvent �a l'annexe I.

Le chapitre 9 pr�esente les modi�cations apport�ees aux programmes existants [27] de recherche

de g�en�erateurs. Nous d�ecrivons plus sp�eci�quement la programmation faite. Nous concluons,
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au chapitre 10, par un r�esum�e de la recherche e�ectu�ee ainsi qu'avec quelques id�ees sur ce

qui pourrait se faire dans le futur.

La contribution

La principale contribution de ce m�emoire est la construction de g�en�erateurs r�ecursifs multiples

combin�es qui poss�edent une plus grande vitesse de calcul que tout autre g�en�erateur r�ecursif

multiples combin�e existant et ayant de bonnes propri�et�es d'uniformit�e. Nos g�en�erateurs vont

jusqu'�a deux fois plus vite sur des architectures de type Pentium, tout en poss�edant de

bonnes propri�et�es th�eoriques et en passant avec succ�es les tests statistiques les plus courants

[28, 32, 31].

Avant de passer �a l'aspect recherche des g�en�erateurs, nous avons regard�e d'autres types de

GRM existants qui, grâce �a l'utilisation de techniques particuli�eres, poss�edent une bonne

vitesse de calcul. Les techniques analys�ees sont la factorisation approximative [1, 4, 41], la

m�ethode en point 
ottant [22] et la m�ethode de Wu [44]. Nous nous sommes aussi pench�es

sur un type particulier de GRM propos�e par Deng et Lin [7]. Nous avons d�emontr�e que la

m�ethode de Deng et Lin n'est pas bonne si elle est appliqu�ee telle quelle. La d�emonstration

a �et�e faite �a l'aide de bornes provenant du test spectral.

Nous avons g�en�eralis�e la m�ethode de Wu, que nous avons baptis�ee d�ecomposition en puis-

sances de 2. Les coe�cients permis peuvent se composer de � puissances de 2 et les modules

sont de la forme m = 2

e

� h, e; h 2 N, comme propos�e dans [30].

Nous nous sommes attaqu�es par la suite �a la construction de g�en�erateurs qui utilisent la

m�ethode de d�ecomposition en puissances de 2. Une fois en possession de bons g�en�erateurs vis-

�a-vis du test spectral, nous les avons soumis �a des tests statistiques. Nous avons programm�e

les g�en�erateurs en langage C et nous les avons test�es sous divers compilateurs et architectures

d'ordinateurs pour d�eterminer les meilleures implantations.

Pour e�ectuer la recherche des nouveaux g�en�erateurs, il nous a fallu programmer quelques

fonctions que nous avons int�egr�ees au logiciel LatMRG [27]. Comme nous l'expliquons dans le

guide d'utilisation modi��e, au chapitre 9, le programme seeks [27], qui fait partie du logiciel

LatMRG, pouvait d�ej�a e�ectuer des recherches de g�en�erateurs avec des coe�cients de la forme
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�2

p

1

�2

p

2

. Toutefois, �a peu pr�es aucune latitude n'�etait pr�esente pour e�ectuer les recherches

de g�en�erateurs. Notons seulement qu'il n'�etait permis que de faire des recherches exhaustives.

Comme nous le verrons, ceci est pratiquement impossible si nous d�esirons regarder du côt�e

des GRM d'ordre 6, par exemple. Le nombre de combinaisons de coe�cients �a tester devient

rapidement trop grand.

Pour le cas o�u le coe�cient est de la forme �2

p

1

� 2

p

2

, nous avons d�eriv�e une fonction

qui calcule exactement le nombre de coe�cients admissibles lorsque nous avons une borne

inf�erieure et sup�erieure sur la valeur des exposants p

1

et p

2

. Cette formule nous a permis

de comprendre comment �etaient form�es les coe�cients et avec quelle fr�equence nous les re-

trouvons dans un certain intervalle. Cette même formule nous a servi lors de l'analyse de la

r�ep�etition de quelques coe�cients. En e�et, certains nombres peuvent s'�ecrire de quelques

mani�eres di��erentes avec des puissances de 2, par exemple 2

4

� 2

2

= 2

3

+ 2

2

. Lorsque nous

e�ectuons les recherches al�eatoires, l'algorithme que nous utilisons ne se soucie pas de cet

aspect de r�ep�etitions. Nous avons voulu d�eterminer s'il y avait une grande fraction du temps

perdu �a tester, possiblement, le même g�en�erateur.



Chapitre 2

La th�eorie

Le chapitre 2 nous introduit �a quelques types de g�en�erateurs de nombres pseudo-al�eatoires.

Nous donnons les caract�eristiques des g�en�erateurs pr�esent�es ainsi qu'une partie de la th�eorie

s'y rattachant. Nous poursuivons par une description et une explication du test spectral. Il

s'agit d'un test th�eorique qui sert �a classer tous les g�en�erateurs par rapport �a un crit�ere

particulier qui sera d�ecrit en d�etails.

Nous retrouvons par la suite un r�esum�e des principaux avantages et d�efauts des g�en�erateurs �a

congruence lin�eaire, le type de g�en�erateurs auquel nous nous int�eressons. Cette section nous

permet de relever clairement les d�efauts de nos g�en�erateurs mais aussi de mettre en lumi�ere,

d�es le d�epart, leurs avantages.

Nous pr�esentons une revue de la m�ethodologie statistique utilis�ee au cours de ce m�emoire.

Nous �eclairons le lecteur sur les raisons qui nous poussent �a faire usage de tests statistiques

dans le cadre de l'analyse de g�en�erateurs de nombres al�eatoires.

2.1 Les g�en�eralit�es

Nous pr�esentons tout d'abord une d�e�nition d'un g�en�erateur de nombres pseudo-al�eatoires

[21].

D�e�nition 2.1.1 Un g�en�erateur pseudo-al�eatoire est une structure math�ematique de la forme

G = (S; s

0

; T; U;G) o�u,

S est un ensemble �ni d'�etats,

s

0

est l'�etat initial dans S;
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T : S ! S est la fonction de transition,

U est un ensemble �ni de symboles de sortie,

G : S ! U est la fonction de sortie.

�

A partir d'un �etat initial, s

0

, le g�en�erateur �evolue de mani�ere d�eterministe vers d'autres �etats

selon la r�ecurrence s

n

= T (s

n�1

) o�u s

n

2 S, n � 1. La fonction de sortie G associe �a l'�etat

s

n

, le symbole de sortie u

n

= G(s

n

) 2 U .

Puisque S est un ensemble �ni d'�etats, le g�en�erateur doit immanquablement cycler, c'est-

�a-dire revenir �a un �etat d�ej�a visit�e. Le nombre d'�etats qu'il doit visiter entre deux �etats

identiques est appel�e la p�eriode du g�en�erateur.

D�e�nition 2.1.2 [21] La p�eriode d'un g�en�erateur est le plus petit � 2 N tel que 9 � 2 N;

8n > � , s

�+n

= s

n

.

Une premi�ere qualit�e requise pour un g�en�erateur est une longue p�eriode. En e�et, plus la

p�eriode est courte, plus il est facile de se rendre compte que le g�en�erateur cycle et qu'il n'est

en v�erit�e pas du tout al�eatoire.

2.2 Les g�en�erateurs �a congruence lin�eaire

Le type de g�en�erateur le plus c�el�ebre, ceci �etant dû certainement �a sa tr�es grande simplicit�e,

se nomme le g�en�erateur �a congruence lin�eaire (GCL), [14, 16, 18]. Avant d'introduire la

formulation exacte du g�en�erateur �a congruence lin�eaire, rappelons quelques d�e�nitions.

D�e�nition 2.2.1 [12, 42] Soit a 2 Z et m 2 Z

+

. L'op�erateur mod retourne le reste de la

division de a par m,

a mod m = a�m

j

a

m

k

:

D�e�nition 2.2.2 [12, 42] Soit m 2 Z

+

: Pour a; b 2 Z, on dit que a est congruent �a b modulo

m, not�e a � b mod m, si m divise (a � b) ou, de fa�con �equivalente, si a = b + km pour un

certain k 2 Z.
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Le g�en�erateur �a congruence lin�eaire (GCL) poss�ede la structure suivante :

x

n

= (ax

n�1

+ c) mod m; (2.1)

u

n

= x

n

=m: (2.2)

o�u x

n

2 N est l'�etat �a l'�etape n,

u

n

2 [0; 1) est la sortie du g�en�erateur,

m 2 N, le module,

a 2 Z, le multiplicateur,

c 2 Z, la constante additive.

Parfois, nous ne voulons jamais avoir exactement u

n

= 0 (2.2) pour des raisons techniques.

On �evite ce probl�eme en rempla�cant (2.2) par u

n

= (x

n

+ 1)=(m + 1).

La p�eriode maximale d'un GCL estm, le module, et elle est atteinte si les conditions suivantes

sont remplies.

Th�eor�eme 2.2.1 [14] Le GCL poss�ede une p�eriode maximale de longueur m si et seulement

si

1. Le plus grand commum diviseur de c et m est 1,

2. b = a� 1 est un multiple de p, 8p divisant m,

3. b est un multiple de 4 si m est un multiple de 4.

Lorsque c = 0, nous obtenons un type particulier du GCL : il s'agit du g�en�erateur �a congruence

lin�eaire multiples (GCLM). Il poss�ede une p�eriode maximale de m� 1. En e�et, l'�etat 0 est

absorbant, c'est-�a-dire que, si l'�etat 0 est visit�e, le g�en�erateur ne peut plus aller vers d'autres

�etats.

Les conditions de p�eriode maximale pour un GCLM sont donn�ees par le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 2.2.2 [14, 16] Le GCLM poss�ede une p�eriode maximale de longueur m� 1 si et

seulement si,

1. m est premier,

2. a 6� 0 mod m,

3. a

(m�1)=q

6� 1 mod m pour tout q facteur premier de m� 1.
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2.3 Les g�en�erateurs r�ecursifs multiples

Les g�en�erateurs r�ecursifs multiples (GRM) constituent une g�en�eralisation des GCLM. Au

lieu de consid�erer uniquement le dernier �etat visit�e, on utilise dans la r�ecurrence lin�eaire les

k �etats pr�ec�edents.

La r�ecurrence devient :

x

n

= (a

1

x

n�1

+ a

2

x

n�2

+ : : :+ a

k

x

n�k

) mod m; (2.3)

u

n

= x

n

=m: (2.4)

o�u (x

n�k

; :::; x

n�1

) 2 Z

k

m

est l'�etat �a l'�etape n,

u

n

2 [0; 1) est la sortie du g�en�erateur,

a

i

, i = 1; :::; k, sont des entiers dans f�(m� 1); :::;m � 1g appel�es multiplicateurs,

m 2 N est le module,

k est l'ordre du g�en�erateur.

Il existe m

k

vecteurs (x

n�k

; :::; x

n�1

) di��erents dans S car les x

i

, i = n� k; :::; n� 1, peuvent

prendre chacun m valeurs di��erentes pour un total de m

k

combinaisons. Comme pour les

GCLM, l'�etat (0; : : : ; 0) est un �etat absorbant que l'on doit �eviter.

Pour trouver les conditions de p�eriode maximale du g�en�erateur, nous avons recours au po-

lynôme caract�eristique de la r�ecurrence. Pour un GRM de la forme (2.3) et (2.4), le polynôme

caract�eristique est :

P (z) = z

k

� a

1

z

k�1

� : : :� a

k

: (2.5)

Th�eor�eme 2.3.1 Soit m un nombre premier et r = (m

k

� 1)=(m � 1).

1. [38] Le g�en�erateur (2.3) et (2.4) poss�ede une p�eriode de m

k

� 1 si et seulement si le

polynôme P (z) (2.5) est primitif sur F

m

.

2. [14] Le polynôme P (z) est primitif sur F

m

si et seulement si les conditions suivantes

sont remplies.

(a) ((�1)

k+1

a

k

)

(m�1)=q

6� 1 mod m pour tout facteur premier q de m� 1,
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(b) (z

r

mod P (z)) � (�1)

k+1

a

k

mod m,

(c) z

r=q

mod P (z) est de d�egr�e > 0 pour tout facteur premier q de r, 1 < q < r.

2.4 Les g�en�erateurs combin�es

De la même mani�ere que les GRM sont une g�en�eralisation des GCLM, les g�en�erateurs com-

bin�es constituent une g�en�eralisation des GRM. L'id�ee est de faire �evoluer quelques g�en�erateurs

en parall�ele, en g�en�eral deux ou trois, et de combiner leurs sorties pour produire une sortie

unique.

On peut combiner plusieurs types de g�en�erateurs, par exemple, des lin�eaires avec des non

lin�eaires [21]. Nous nous limitons cependant �a la combinaison de g�en�erateurs qui sont tous de

type lin�eaire car cela rend l'analyse plus simple. Le type de combinaison que nous utilisons

provient de [19].

Soit J GRM �evoluant en parall�ele :

x

1;n

= (a

1;1

x

1;n�1

+ � � �+ a

1;k

1

x

1;n�k

1

) mod m

1

; (2.6)

x

2;n

= (a

2;1

x

2;n�1

+ � � �+ a

2;k

2

x

2;n�k

2

) mod m

2

;

.

.

.

x

J;n

= (a

J;1

x

J;n�1

+ � � � + a

J;k

J

x

J;n�k

J

) mod m

J

:

Nous supposons que les m

j

, j = 1; :::; J , sont tous relativement premiers. D�e�nissons :

z

n

=

�

J

X

j=1

�

j

x

j;n

�

mod m

1

; u

n

= z

n

=m

1

; (2.7)

o�u les �

1

; : : : ; �

J

sont des entiers quelconques tels que �

j

est relativement premier �a m

j

,

j = 1; :::; J .

Nous consid�erons aussi la combinaison suivante :

v

n

=

�

J

X

j=1

�

j

x

j;n

m

j

�

mod 1: (2.8)
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D�e�nissons le GRM suivant [19] :

x

n

= (a

1

x

n�1

+ � � �+ a

k

x

n�k

) mod m; (2.9)

w

n

= x

n

=m; (2.10)

o�u k = max(k

1

; :::; k

J

), m = m

1

�m

2

� :::�m

J

et

a

i

=

�

P

J

j=1

a

j;i

�

(m=m

j

)

�1

mod m

j

�

(m=m

j

)

�

mod m, i = 1; :::; k:

Le prochain th�eor�eme nous dit que la combinaison (2.8) est �equivalente au GRM (2.9) et

(2.10).

Th�eor�eme 2.4.1 [19] Si (w

0

; :::; w

k�1

) = (v

0

; :::; v

k�1

), alors w

n

= v

n

, 8n � 0.

Th�eor�eme 2.4.2 [19] Soit �

j

; j = 1; : : : ; J , la p�eriode de chacun des g�en�erateurs individuels

de (2.6), alors les p�eriodes des g�en�erateurs combin�es (2.7) et (2.8) sont �egales au plus petit

commun multiple de (�

1

; �

2

; : : : ; �

J

), que nous d�enotons par PPCM(�

1

; �

2

; : : : ; �

J

).

Th�eor�eme 2.4.3 [19] Soit,

	

+

= fjj2 � j � J et (m

j

�m

1

)�

j

> 0)g;

	

�

= fjj2 � j � J et (m

j

�m

1

)�

j

< 0)g;

�

+

=

X

j2	

+

(m

j

�m

1

)(m

j

� 1)�

j

m

1

m

j

+

X

j2	

�

(m

j

�m

1

)�

j

m

1

m

j

;

�

�

=

X

j2	

+

(m

j

�m

1

)�

j

m

1

m

j

+

X

j2	

�

(m

j

�m

1

)(m

j

� 1)�

j

m

1

m

j

:

Si (w

0

; :::; w

k�1

) = (u

0

; :::; u

k�1

), alors u

n

= (w

n

+ �

n

) mod 1, o�u pour tout n � 0, nous avons

�

�

� �

n

� �

+

.

Le th�eor�eme pr�ec�edent donne une borne sur la di��erence entre u

n

et w

n

. Si lesm

j

, j = 1; :::; J ,

sont de tailles relativement semblables alors les valeurs de �

+

et �

�

sont tr�es faibles et nous

pouvons remplacer l'analyse de la r�ecurrence (2.7) par l'analyse de (2.10). Ceci est utile lors

de l'analyse th�eorique par le test spectral, car le type de combinaison que nous allons utiliser

est (2.7) mais nous allons e�ectuer le test spectral sur le GRM (2.9) et (2.10), qui �equivaut

�a la combinaison (2.8).
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2.5 Les mesures de la qualit�e d'un g�en�erateur : le test spectral

Nous avons �a ce point d�e�ni ce qu'est un g�en�erateur et quelques unes des propri�et�es qu'il

doit poss�eder. Une longue p�eriode est un des crit�eres importants. Depuis l'�emergence des

g�en�erateurs, des outils ont dû être d�evelopp�es a�n d'�evaluer les g�en�erateurs sous di��erents

crit�eres.

Le test th�eorique le plus utilis�e en simulation pour tester des GCL et GRM est le test spectral

[8, 10, 14, 19, 23, 44]. Il a �et�e introduit en 1965 par Coveyou et MacPherson [6] et il sert de

premier crit�ere pour �evaluer nos g�en�erateur.

Soit la d�e�nition suivante d'un r�eseau :

D�e�nition 2.5.1 [5, 21] Un r�eseau de dimension t dans l'espace R

t

est un espace vectoriel

de la forme

L

t

=

�

V =

t

X

j=1

z

j

V

j

jz

1

; z

2

; :::; z

t

2 Z

	

; (2.11)

o�u les V

1

; :::; V

t

sont des vecteurs lin�eairement ind�ependants dans R

t

et constituent une base

du r�eseau L

t

.

Notation 2.5.1 [21, 25] Soit

T

t

= f(u

0

; :::; u

t�1

)js

0

= (x

0

; :::; x

k�1

) 2 Z

k

m

g; (2.12)

l'ensemble de tous les t-tuplets de valeurs successives produites par (2.3) et (2.4) �a partir de

tous les germes, s

0

, possibles.

Th�eor�eme 2.5.1 [21, 25] L'ensemble T

t

est l'intersection d'un r�eseau L

t

avec l'hypercube

[0; 1)

t

en dimension t.

Une technique pour construire une base du r�eseau est d�ecrite dans [26].

Avant de poursuivre la d�e�nition th�eorique du test spectral, regardons un exemple simple.

Exemple : Consid�erons le g�en�erateur d�e�ni par :

x

n

= (2

15

� 2

10

)x

n�1

mod (2

31

� 1); u

n

= x

n

=(2

31

� 1): (2.13)
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Examinons l'ensemble

T

2

= f(u

0

; u

1

)jx

0

2 Z

m

g (2.14)

des couples produits par le g�en�erateur. Nous repr�esentons une partie des points de l'ensemble

T

2

sur le graphique suivant :
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Figure 2.1: Structure de r�eseau pour x

n

= (2

15

� 2

10

)x

n�1

mod (2

31

� 1) avec t = 2

Les points dans le graphique ne sont pas dispers�es de mani�ere al�eatoire, ils forment une

structure r�eguli�ere. Les points produisent des ensembles de droites parall�eles et �equidistantes.

Les plus �evidentes sur le graphique pr�ec�edent sont au nombre de huit et poss�edent une pente

n�egative. Il existe d'autres ensembles de droites parall�eles et �equidistantes, par exemple, celles

allant dans le sens des � sur le graphique.

Tout d�ependant de la r�ecurrence d�e�nissant le g�en�erateur, les droites ne sont pas situ�ees au

même endroit, sont espac�ees di��eremment et comportent plus ou moins de points. Puisque les

nombres produits par le g�en�erateur doivent se comporter comme des variables al�eatoires i.i.d.

U(0; 1), nous voulons couvrir le plan le plus uniform�ement avec les points. En dimension t,

les points (ou t-tuplets) ne forment plus des droites mais plutôt des hyperplans dans l'espace

[0; 1)

t

.
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Le test spectral d�etermine la distance la plus grande entre deux hyperplans parall�eles cons�ecu-

tifs parmi toutes les familles d'hyperplans qui couvrent compl�etement et uniquement l'en-

semble des points de T

t

. Nous d�esirons que cette distance, not�ee d

t

, soit la plus petite possible

pour que les points de T

t

soient distribu�es le plus uniform�ement dans la bô�te [0; 1)

t

. Le test

spectral n'est utile que dans les dimensions plus grandes que l'ordre k d'un g�en�erateur lin�eaire

car pour t � k, on a

T

t

= f(x

0

=m; x

1

=m; :::; x

t�1

=m)js

0

= (x

0

; :::; x

t�1

) 2 Z

k

m

g (2.15)

peu importe la r�ecurrence d�e�nissant le GRM d'ordre k, de sorte que d

t

= 1=m.

Le calcul de d

t

ne se fait pas en g�en�erant explicitement tous les points de T

t

pour calculer d

t

.

Voyons comment cela est fait en pratique.

D�e�nition 2.5.2 [5] Le r�eseau dual L

?

t

du r�eseau L

t

est d�e�ni par :

L

?

t

=

n

W 2 R

t

:W � V 2 Z 8V 2 L

t

o

; (2.16)

o�u W et V sont des vecteurs et W � V repr�esente le produit scalaire entre W et V .

Th�eor�eme 2.5.2 [14, 21] La valeur de d

t

pour la r�ecurrence (2.3) et (2.4) est �egale �a 1=`

t

,

o�u `

t

est la longueur euclidienne du plus court vecteur non nul du r�eseau dual associ�e �a (2.3)

et (2.4).

D�e�nition 2.5.3 [27] La base duale correspondant aux vecteurs de base V

1

; :::; V

t

du r�eseau

L

t

est l'ensemble des W

1

; :::;W

t

2 R

t

tels que :

V

i

�W

j

= �

ij

; o�u �

ij

=

8

>

<

>

:

1 si i = j;

0 sinon:

Ces vecteurs forment une base du r�eseau dual L

?

t

.

�

Etant donn�e une base quelconque fW

1

; :::;

W

t

g, tout vecteur de L

?

t

peut s'�ecrire comme W =

P

t

i=1

z

i

W

i

, z

i

2 Z. Ainsi, d�eterminer un

plus court vecteur non nul dans le r�eseau dual revient �a r�esoudre le probl�eme d'optimisation

quadratique en nombres entiers suivant [20, 26], o�u les variables de d�ecision sont z

1

; :::; z

t

.
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min jjW jj

2

=

�

t

X

i=1

z

i

W

i

�

�

�

t

X

j=1

z

j

W

j

�

=

t

X

i=1

t

X

j=1

z

i

W

i

W

j

z

j

(2.17)

s.l.c (z

1

; :::; z

t

) 6= 0;

z

1

; :::; z

t

2 Z:

Le logiciel LatMRG [27], cr�e�e au laboratoire d'optimisation et de simulation du d�epartement

d'informatique et de recherche op�erationnelle de l'Universit�e de Montr�eal, permet de trouver

la longueur euclidienne d'un plus court vecteur par la r�esolution du probl�eme d'optimisation.

La valeur de d

t

[9] est normalis�ee par une borne inf�erieure d

�

t

sur toutes les valeurs possibles de

d

t

pour un r�eseau ayant m

k

points par unit�e de volume. Le rapport d

�

t

=d

t

se trouve toujours

dans l'intervalle (0,1). Il est ainsi plus facile de d�eterminer si un g�en�erateur particulier poss�ede

une bonne uniformit�e en dimension t. La meilleure borne inf�erieure est :

d

�

t

=

1




t

m

k=t

; (2.18)

o�u 


t

est la constante de Hermite, dont la valeur exacte est connue pour t � 8 [14]. La

borne d

�

t

donne la distance entre les hyperplans lorsque les points sont distribut�es le plus

uniform�ement dans l'hypercube [0; 1)

t

.

Pour t > 8, puisque 


t

n'est pas connue exactement, on se sert de bornes inf�erieures et

sup�erieures sur 


t

. L'une des bornes sup�erieures est la borne de Rogers [5, 23], d�e�nie par :

�

t

= 2e

R(t)=t

: (2.19)

Les valeurs de R(t) peuvent être trouv�ees dans [5] pour t � 24. Au-del�a de cette dimension,

la valeur de R(t) peut être approxim�ee avec une assez bonne pr�ecision. On connâ�t �egalement

une borne inf�erieure sur 


t

donn�ee par

2�

�1=(2t)

t

; (2.20)

o�u les valeurs de �

t

sont donn�ees dans [5]. On peut remplacer 


t

par l'une de ces bornes dans

(2.18). Pour les recherches de g�en�erateurs que nous faisons, nous utilisons la borne de Rogers

(2.19).
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Une fois que nous avons d

t

et d

�

t

, nous posons

S

t

=

d

�

t

d

t

: (2.21)

Plus la valeur de S

t

approche 1, plus le g�en�erateur test�e a�che de bonnes caract�eristiques

d'uniformit�e dans cette dimension, selon ce crit�ere.

Un bon g�en�erateur devra bien se comporter dans plus d'une dimension. Typiquement, nous

observons les performances jusqu'en dimension T , o�u T se situe habituellement quelque part

entre 5 et 50 [14, 22]. Nous prenons comme crit�ere de s�election la pire valeur de S

t

:

M

T

= min

k�t�T

S

t

: (2.22)

2.5.1 Les indices lacunaires

Le test spectral, de la mani�ere dont nous l'avons d�ecrit jusqu'�a maintenant, utilise seulement

des vecteurs form�es de sorties successives. Il peut aussi être int�eressant de regarder ce qui se

produit si nous prenons des sorties u

n

qui ne sont pas cons�ecutives. On peut regarder, par

exemple, les vecteurs form�es de deux coordonn�ees distanc�ees d'un pas. C'est-�a-dire l'ensemble

des points form�es de (u

0

; u

2

), lorsque s

0

= fx

0

; x

1

; :::; x

k�1

g 2 Z

k

m

. Il s'agit d'une fa�con plus

g�en�erale et de plus en plus courante [20, 29] d'appliquer le test spectral.

De fa�con g�en�erale, posons I = fi

1

; i

2

; :::; i

t

g, un ensemble de t valeurs enti�eres. L'ensemble

T

t

, d�enot�e maintenant T

t

(I), est form�e ainsi :

Notation 2.5.2 [20, 26] On note

T

t

(I) =

�

(u

i

1

; u

i

2

; :::; u

i

t

)js

0

= (x

0

; :::; x

k�1

) 2 Z

k

m

	

; (2.23)

l'ensemble de tous les t-tuplets espac�es selon I et produits par (2.3) et (2.4), �a partir de tous

les germes, s

0

, possibles.

Th�eor�eme 2.5.3 [26] L'ensemble T

t

(I) est l'intersection d'un r�eseau L

t

(I) avec l'hypercube

[0; 1)

t

en dimension t.

Il est possible de trouver une base pour le r�eseau L

t

(I) [20]. Par la suite, d�eterminer d

t

(I),

se fait de mani�ere similaire au calcul de d

t

.
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2.5.2 Une autre borne sur d

t

Le vecteur de dimension t, (a

1

; a

2

; :::; a

k

;�1; 0; 0; :::; 0), fait toujours partie de L

?

t

, puisque

le produit scalaire entre ce vecteur et n'importe quel vecteur de L

t

donne 0. Ainsi, le plus

court vecteur dans le r�eseau dual doit n�ecessairement être de longueur inf�erieure ou �egale �a

ce vecteur [21]. Donc,

`

t

�

�

1 +

k

X

i=1

a

2

i

�

1=2

(2.24)

et nous trouvons

d

t

�

�

1 +

k

X

i=1

a

2

i

�

�1=2

(2.25)

en rempla�cant `

t

par 1=d

t

.

Nous remarquons que plus les a

i

sont petits, plus la borne inf�erieure (2.25) sur d

t

est �elev�ee.

Puisque nous d�esirons que d

t

soit petit, il est n�ecessaire que les coe�cients a

i

de notre

g�en�erateur soient de grands nombres. Cette borne n'est pas tr�es serr�ee et d�epend fortement

des coe�cients.

2.6 Les avantages et d�efauts des g�en�erateurs �a congruence

lin�eaire

Les g�en�erateurs de type GRM poss�edent de nombreux avantages et �egalement quelques in-

conv�enients. Une �enum�eration et une courte analyse des qualit�es et d�efauts de ce type de

g�en�erateurs nous permettront de voir clairement ce qu'il faut �eviter ou favoriser.

D�ebutons par leurs avantages. Simplement en regardant les quelques r�ecurrences expos�ees

dans ce chapitre, nous pouvons voir qu'elles sont extrêmement faciles �a programmer. Elles

peuvent tenir en quelques lignes de code dans un langage de haut niveau, par exemple, dans

un langage qui contient l'op�eration mod et les op�erations arithm�etiques �el�ementaires. Il faut

cependant faire attention : ces quelques lignes de code �evidentes au premier abord ne sont

peut-être pas toujours des plus e�caces du point de vue de la vitesse.
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Leur tr�es grande simplicit�e permet de les �etudier plus facilement que d'autres g�en�erateurs.

Il est possible d'analyser la structure des t-tuplets (x

i

1

; x

i

2

; :::; x

i

t

). Ceux-ci forment comme

nous l'avons dit des hyperplans, et cette structure se retrouve dans l'ensemble des g�en�erateurs

�a congruence lin�eaire. Par opposition, les g�en�erateurs non lin�eaires ne poss�edent pas cette

caract�eristique et sont, en g�en�eral, plus di�ciles �a analyser [21].

La lin�earit�e des points peut cependant se retourner contre nous. Cette caract�eristique ne

permet pas d'utiliser sans danger l'ensemble de la p�eriode, �a des �ns de simulation par

exemple. Au moins un test statistique �echoue lorsque plus de la racine cubique de la p�eriode

est utilis�ee [31]. Il serait peut-être même possible de construire des tests qui �echoueraient

avant la racine cubique de la p�eriode. Il est donc recommand�e de se servir de beaucoup moins

que de la racine cubique de la p�eriode.

Ce type de g�en�erateur n'o�re pas une assez grande s�ecurit�e pour l'encryption de donn�ees en

cryptographie. Par la construction d'algorithmes capables de pr�edire, �a partir de quelques

nombres, la suite de la s�equence, il a �et�e prouv�e [2, 15] que les GRM ne sont pas

�

PT-

perfect

�

. La notion de

�

PT-perfect

�

est tr�es importante en cryptographie même si pour

aucun g�en�erateur, il n'a �et�e possible, jusqu'�a maintenant, de prouver qu'un g�en�erateur �etait

�

PT-perfect

�

. Pour une d�e�nition de

�

PT-perfect

�

, se ref�erer �a [18]. Nous devons être

conscients de ce probl�eme chez les GRM sans pour autant rejeter la m�ethode, car ce n'est

pas le but �a atteindre dans le cas pr�esent.

2.7 La m�ethodologie des tests statistiques

Le test spectral d�ecrit �a la section pr�ec�edente est un test th�eorique qui classe, selon un crit�ere

pr�ecis, les g�en�erateurs de nombres pseudo-al�eatoires. Une des qualit�es du test spectral est

qu'il regarde l'ensemble de toutes les sorties possibles du g�en�erateur. Ainsi, si le test r�eussit

ou �echoue, la totalit�e du g�en�erateur est fautive et non pas seulement le sous-ensemble de

sorties dont nous nous serions servi. Aucun �el�ement al�eatoire n'entre en jeu lorsque nous

appliquons le test spectral.
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Cependant, lorsque le test spectral calcule M

T

, il regarde les doublets, les triplets,... des

valeurs de sorties prises en un tout. Aucune indication n'est pr�esente sur l'ordre de l'apparition

d'un doublet, par exemple. Ainsi, il peut exister des corr�elations entre les doublets ou les

triplets successifs et le test spectral ne les d�etecte pas. Ceci ne fait pas du test spectral un

mauvais test mais nous incite �a pousser l'analyse des g�en�erateurs par des tests statistiques.

Cette section introduit le lecteur aux tests statistiques de mani�ere g�en�erale et aussi en rapport

avec les g�en�erateurs de nombres al�eatoires. Nous discutons bri�evement de l'origine des tests

statistiques dans l'univers des g�en�erateurs de nombres pseudo-al�eatoires. Nous expliquons

par la suite ce qu'est un test d'hypoth�ese et comment nous les appliquons aux s�equences de

nombres produites par les g�en�erateurs.

2.7.1 Les tests statistiques et les g�en�erateurs

L'�evaluation des g�en�erateurs de nombres pseudo-al�eatoires par des tests statistiques trouve

son origine au d�ebut de la construction de g�en�erateurs de nombres pseudo-al�eatoires. Un des

premiers ensemble de tests propos�e le fut par Knuth [14]. Cet ensemble de tests, �enorm�ement

utilis�e par le pass�e, l'est encore de nos jours. Toutefois, tout comme les g�en�erateurs �evoluent

avec les ann�ees, les tests statistiques le font �egalement. Les chercheurs, avec le temps, ont

construit des tests qu'ils consid�erent plus discriminants que les tests pr�ec�edents. Marsaglia,

avec son module DIEHARD [35], propose un ensemble de tests qu'il consid�ere tr�es robuste.

La librairie

�

testu01

�

[24] d�evelopp�ee par L'Ecuyer regroupe les tests statistiques les plus

connus et utilis�es.

2.7.2 Qu'est-ce qu'un test statistique ?

Le but d'un test d'hypoth�ese est de mettre �a l'�epreuve une hypoth�ese formul�ee. La premi�ere

�etape d'un test d'hypoth�ese consiste �a �xer l'hypoth�ese nulle : H

0

. En g�en�eral, dans un test

d'hypoth�ese nous retrouvons aussi une hypoth�ese alternative. Toutefois, l'hypoth�ese alterna-

tive n'est pas pr�ecis�ee explicitement lors de tests d'hypoth�ese appliqu�es aux g�en�erateurs de

nombres al�eatoires. Le test d'hypoth�ese �evalue la force de l'�evidence contre l'hypoth�ese nulle.
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Un test statistique est d�e�ni par une variable al�eatoire T . Pour calculer T , nous utilisons les

donn�ees pour lesquelles nous voulons d�eterminer si elles sont en accord avec l'hypoth�ese nulle.

Nous devons avoir une id�ee juste, bas�ee sur de la th�eorie, de la distribution F de la variable

al�eatoire T , sous l'hypoth�ese H

0

, a�n de construire le test d'hypoth�ese correctement.

2.7.3 La p-valeur

La p-valeur est la probabilit�e, calcul�ee en supposant que H

0

est vraie, que la variable al�eatoire

T prenne une valeur aussi extrême ou plus extrême que la valeur observ�ee t

1

. En termes

math�ematiques, la p-valeur, �a droite, se d�e�nit comme :

p

1

= P [T � t

1

jH

0

]: (2.26)

Si F est une distribution continue, alors p

1

= 1 � F (t

1

) et p

1

est une variable al�eatoire de

loi uniforme sur (0; 1) sous l'hypoth�ese H

0

. Il est habituel de nos jours de d�eterminer non

seulement si une hypoth�ese est rejet�ee ou non, mais avec quel niveau de signi�cation. En

e�et, comme le souligne [34],

�

signi�cance probabilities (or p-values), with the additionnal

information they provide, are typically more appropriate than �xed levels in scienti�c pro-

blems ...

�

. Lorsque nous utilisons la p-valeur, il n'est pas n�ecessaire de d�eterminer �a l'avance

un seuil de rejet �.

2.7.4 L'application des tests statistiques aux g�en�erateurs

Les tests statistiques tentent de d�etecter des irr�egularit�es ou des r�egularit�es dans la s�equence

des nombres g�en�er�es. Le but des tests statistiques est de mettre �a l'�epreuve les g�en�erateurs

d'un point de vue pratique. L'hypoth�ese nulleH

0

�a tester est toujours :

�

les valeurs produites

par le g�en�erateur peuvent être vues comme des variables al�eatoires ind�ependantes suivant la

loi U(0; 1)

�

. L'hypoth�eseH

0

d�ecoule directement de l'objectif d'imiter des variables al�eatoires

i.i.d U(0; 1). Au chapitre 7, nous e�ectuons cinq tests statistiques di��erents pour H

0

. Pour

chacun de ces tests, nous calculons la valeur d'une variable al�eatoire pour laquelle nous

connaissons la distribution sous H

0

.



Chapitre 3

Les m�ethodes existantes de calcul rapide pour un GCL

La vitesse de production des nombres a toujours �et�e un crit�ere important �a consid�erer lors

de la cr�eation d'un g�en�erateur. Il ne s'agit pas uniquement de la mani�ere dont est optimis�e le

programme lorsque les param�etres du g�en�erateur sont connus. Les techniques utilis�ees jusqu'�a

ce jour, et celles propos�ees dans ce chapitre, ajoutent des contraintes sur les coe�cients des

g�en�erateurs. Nous devons en tenir compte avant de d�ebuter toute recherche de g�en�erateurs.

Dans un GCLM, il y a une multiplication et une op�eration modulo. Dans un GRM d'ordre

k, nous aurons k multiplications et �a nouveau une op�eration modulo. La tâche consiste �a

acc�el�erer la vitesse de l'ensemble de ces op�erations.

Dans un ordinateur conventionnel, les op�erations se font en binaire. La multiplication peut

être vue de la mani�ere suivante, qui n'est pas n�ecessairement la mani�ere dont elle est faite

dans l'ordinateur. La multiplication par 2

p

, p 2 N, est �equivalente �a un d�ecalage de p bits vers

la gauche. Suite au d�ecalage, des z�eros sont automatiquement plac�es dans les p bits les moins

signi�catifs. Si le coe�cient est une somme de � puissances de 2, alors l'op�eration de d�ecalage

est faite un nombre correspondant de fois et les r�esultats sont additionn�es. De même, si le

module est de la forme 2

e

; e 2 N, l'op�eration modulo se r�eduit �a conserver les e derniers bits

du nombre subissant l'op�eration.

Ces techniques ont d�ej�a �et�e utilis�ees pour implanter des g�en�erateurs ayant des modules et des

coe�cients form�es de quelques puissances de 2.

Un exemple c�el�ebre est le g�en�erateur RANDU de IBM [13], d�e�ni par :

x

n

= 65539x

n�1

mod 2

31

; u

n

= x

n

=2

31

: (3.1)

Son multiplicateur, 65539, s'�ecrit aussi 2

16

+ 2

1

+ 2

0

. La multiplication peut être remplac�ee
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par deux d�ecalages et deux additions. L'op�eration mod 2

32

, sur un ordinateur �a 32 bits revient

�a mettre le bit le plus signi�catif �a 0. Chacune des op�erations de remplacement est tr�es peu

coûteuse lorsqu'elle est consid�er�ee individuellement, ceci par comparaison avec les op�erations

remplac�ees.

Cependant, comme plusieurs auteurs le soulign�erent par la suite [14, 41], ce g�en�erateur ne

r�eussit pas �a passer de simples tests statistiques, par exemple, le test s�eriel fait dans [14]. Sa

p�eriode maximale est seulement de m=4, �a la place du m� 1 auquel nous nous attendons de

la part d'un GCLM de module m. Knuth [14] le quali�e de

�

compl�etement horrible

�

. Law

et Kelton [16] pr�ecisent que RANDU ne devrait jamais être utilis�e.

L'id�ee de RANDU n'en est pas rest�ee l�a. Nous avons assist�e �a l'�emergence de g�en�erateurs

fr�eres de RANDU et non moins �epouvantables. Citons seulement le GCLM de Gottfried

[11] : il fonctionne sur un ordinateur 16 bits avec a = 2

8

+ 3 et m = 2

15

. Ce g�en�erateur est

malheureusement propos�e sans aucune mise en garde.

Les op�erations, lorsque les coe�cients ou le module sont des puissances de 2, deviennent

pratiquement trop simples.

�

Egalement, un g�en�erateur avec m = 2

e

; e 2 N n'aura jamais une

p�eriode maximale �a moins qu'il y ait une constante c ajout�ee au GCLM pour retrouver un

GCL, th�eor�eme 2.2.1. Au mieux, elle atteindra m=4, si et seulement si a mod 8 = 3 ou 5, et

o�u le germe initial est un entier impair. Il existe d'autres probl�emes reli�es �a ce type de module

[17]. Par exemple, pour un GCLM avec m = 2

e

; e 2 N et une p�eriode maximale de m=4, le

g�en�erateur produira une permutation p�eriodique de la moiti�e des entiers impairs entre 1 et

2

e

� 1.

Depuis plusieurs ann�ees, l'id�ee d'utiliser m = 2

e

; e 2 N comme module a �et�e pratiquement

abandonn�ee, �a tout le moins par la communaut�e scienti�que consciente des probl�emes reli�es

�a ce type de module. Pour respecter les conditions de p�eriode maximale, on prend un nombre

premier, la plupart du temps pr�es d'une puissance de 2, de la forme 2

e

� h, o�u h est petit,

a�n d'avoir une p�eriode la plus grande possible pour le nombre de bits utilis�es.

En ce qui concerne les coe�cients, l'id�ee de prendre une somme ou une di��erence de deux

puissances de 2 continue d'être int�eressante. Nous croyons que nous pouvons ainsi chercher
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de bons g�en�erateurs sans n�egliger l'aspect vitesse. Cette id�ee a �et�e r�eintroduite par Wu [44].

Il utilise des multiplicateurs qui sont des sommes ou des di��erences de puissances de 2 et le

module est un nombre premier de la forme 2

e

� 1, c'est-�a-dire un nombre de Mersenne. Les

g�en�erateurs �a congruence lin�eaire propos�es sont tr�es rapides.

Nous faisons un survol des m�ethodes existantes qui permettent d'am�eliorer la vitesse de

calcul des g�en�erateurs. Nous exposons trois m�ethodes connues et faciles d'implantation. Une

de ces m�ethodes, developp�ee par Wu [44], int�eressante �a plusieurs niveaux, pr�esente cependant

certaines lacunes qui ont �et�e d�ecel�ees par L'Ecuyer et Simard [30]. Nous terminons par une

br�eve explication de la d�emarche employ�ee par L'Ecuyer et Simard.

3.1 La factorisation approximative

Cette m�ethode provient de [1, 4, 21, 41]. Il s'agit d'une mani�ere rapide d'e�ectuer le calcul de

ax mod m avec 0 < a; x < m et m premier. Cette m�ethode travaille avec des nombres entiers.

Elle consiste �a factoriser approximativement m, le module, d'o�u son nom. Nous retra�cons ici

la m�ethode en ajoutant les �etapes interm�ediaires qui ne sont pas toujours pr�esentes dans la

documentation consult�ee.

Nous calculons x ax mod m. Ce calcul est �equivalent �a

x ax� km; o�u k =

j

ax

m

k

=

j

ax

aq + r

k

: (3.2)

Pour �eviter de calculer x via (3.2), nous introduisons la variable Z calcul�ee de la mani�ere

suivante :

Z = ax� ym o�u y =

j

x

q

k

; (3.3)

= ax� y(aq + r); (3.4)

= a(x� yq)� yr: (3.5)

En introduisant Z dans (3.2), nous trouvons

x = ax� km = ax� ym+ ym� km = Z + (y � k)m: (3.6)
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Nous allons prouver que la di��erence y � k est toujours �egale �a 0 ou 1. Le calcul de x en est

ainsi beaucoup facilit�e pour quelques raisons. Les valeurs de q et r sont pr�ecalcul�ees et les

r�esultats des produits interm�ediaires demeurent inf�erieurs �a m. Nous nous assurons de cette

derni�ere condition en posant des contraintes sur a et m.

� Montrons que 0 � a(x� yq) < m. Nous avons que

0 � a

�

x�

�

x

bm=ac

�

j

m

a

k�

= a

�

x mod

j

m

a

k�

< a

j

m

a

k

�

am

a

= m: (3.7)

La condition est toujours remplie.

� Preuve que 0 � yr < m. Ceci est �equivalent �a

0 �

�

x

bm=ac

�

r �

xr

bm=ac

<

xbm=ac

bm=ac

= x < m: (3.8)

Ce raisonnement est vrai si r < bm=ac. Ce qui revient �a

m mod a <

j

m

a

k

�

m

a

: (3.9)

Notre condition est donc

a(m mod a) < m: (3.10)

Nous venons de montrer via (3.5), (3.8) et (3.9), que �m < Z < m si (3.10) est satisfaite.

Puisque x se situe n�ecessairement entre 0 et m, il su�t d'ajouter m �a Z, si Z < 0.

Algorithme g

�

en

�

eral du calcul

avec la factorisation approximative

y := bx=qc

x := a(x� yq)� yp

if x < 0 then x := x+m

Figure 3.1: Pseudo-code pour le calcul avec la factorisation approximative
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3.2 Le calcul en point 
ottant

Une autre technique consiste �a repr�esenter les nombres en point 
ottant [22]. Ceci fonctionne

�a condition que chacun des produits a

i

x

n�i

et les sommes interm�ediaires

P

`

i=1

a

i

x

n�i

, 1 �

` � k, soient inf�erieurs au plus grand entier qui est repr�esent�e exactement en point 
ottant.

Une condition su�sante est que la mantisse des nombres repr�esent�es contienne au moins

dlog

2

((m� 1)

k

X

i=1

a

i

)e

bits de pr�ecision. Ainsi, les calculs peuvent se faire directement en point 
ottant sans perte

de pr�ecision. Avec une architecture e�cace pour le calcul en point 
ottant, telle celle des

machines Sun, les calculs sont rapides.

La technique de calcul en point 
ottant d�ebute par l'�evaluation explicite du produit

k

X

i=1

a

i

x

n�i

:

Ensuite, l'op�eration mod m est e�ectu�ee. L'op�eration k := x=m permet de trouver la valeur

enti�ere de la division de x par m. Un langage comme C, par exemple, peut ex�ecuter cette

instruction sans probl�eme. La ligne x := x � km donne le reste de la division enti�ere de x

par m, c'est-�a-dire x mod m. La derni�ere ligne de l'algorithme, qui contient un if, est l�a pour

nous assurer que le r�esultat est positif.

Algorithme g

�

en

�

eral du

calcul en point flottant

x : r�eel ; k : entier

x :=

P

k

i=1

a

i

x

n�i

k := x=m

x := x� km

if x < 0 then x := x+m

Figure 3.2: Pseudo-code pour le calcul en point 
ottant
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3.3 La m�ethode de Wu

Wu [44] propose une technique pour calculer 2

p

x mod (2

e

� 1) o�u p < e et e; p 2 N. Nous

d�ebutons en illustrant la m�ethode par un sch�ema, puis nous commentons chacune des �etapes

pour montrer que tout fonctionne correctement.

Un sch

�

ema explicatif en trois

�

etapes de la m

�

ethode de Wu

3. nombre de e bits

A : e� p bits B : p bits

2. nombre de (p+ e) bits

B : p bits A : e� p bits 0:::0

1. nombre de e bits

B : p bits A : e� p bits

Figure 3.3: Sch�ema illustrant la m�ethode de Wu

Avant toute transformation, le nombre x est compos�e de e bits dont les p premiers (B) sont

les plus signi�catifs et les e� p autres (A) les moins signi�catifs.

La deuxi�eme ligne correspond au nombre 2

p

x. Nous retrouvons ainsi p z�eros ajout�es �a la �n du

nombre et les p bits les plus signi�catifs du d�epart (B) sortent maintenant de la repr�esentation

sur e bits.

L'op�eration �a e�ectuer est :

2

p

x mod (2

e

� 1): (3.11)

Celle-ci est �equivalente �a :

�

2

p

x� (2

e

� 1)

j

2

p

x

2

e

k�

mod (2

e

� 1): (3.12)

Remarquons que le nombre

2

p

x� 2

e

j

2

p

x

2

e

k

+

j

2

p

x

2

e

k

(3.13)
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correspond �a la ligne 1 o�u les blocs A et B sont interchang�es. La repr�esentation binaire du

nombre de la ligne 1 ne contient pas seulement que des 1 car le nombre x est inf�erieur �a 2

e

�1.

Ainsi, le nombre de la ligne 3 est �egalement inf�erieur �a 2

e

� 1 et nous pouvons laisser tomber

la derni�ere op�eration mod dans (3.12). En d'autres mots, pour calculer 2

p

x mod (2

e

� 1),

nous inversons simplement les blocs A et B de la ligne 1 pour retrouver la ligne 3.

3.4 Les premiers g�en�erateurs propos�es utilisant la m�ethode

de Wu

Suivant la m�ethode qu'il a propos�ee, Wu [44] sugg�ere quelques GCLM rapides. Voici la liste

de ceux-ci :

m = 2

31

� 1 m = 2

61

� 1

a = 2

15

� 2

10

a = �2

16

� 2

11

a = 2

42

� 2

31

a = 2

30

� 2

19

M

8

= 0,63942 M

8

= 0,57386 M

8

= 0,37807 M

8

= 0,36527

Tableau 3.1: Test spectral pour les g�en�erateurs de Wu provenant de [44]

Il pr�esente deux g�en�erateurs avec un module sur 32 bits, m = 2

31

� 1, et deux autres avec

un module pour une architecture 64 bits, m = 2

61

� 1. Chacun des coe�cients respecte les

conditions impos�ees. La valeur M

8

, d�e�nie en (2.22), est le r�esultat du test spectral jusqu'en

dimension 8. Les deux g�en�erateurs ayant comme module 2

31

� 1 donnent un bon r�esultat au

test spectral. En e�et, une valeur autour de 0,6 constitue un bon r�esultat au test spectral.

Toutefois, sans avoir besoin de proc�eder �a d'autres tests, les g�en�erateurs avec m = 2

61

� 1

sont plus faibles par rapport au crit�ere M

8

. Il est pr�ef�erable de ne pas utiliser les g�en�erateurs

du tableau 3.1 car ils poss�edent tous une assez courte p�eriode.
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3.5 Quelques lacunes des g�en�erateurs deWu relev�ees par L'Ecu-

yer et Simard

Des tests statistiques e�ectu�es par L'Ecuyer et Simard dans [30] ont fait ressortir quelques

probl�emes reli�es aux g�en�erateurs de Wu. Nous r�esumons ici la d�emarche qu'ils ont suivie.

Ils testent l'ind�ependance entre les poids de Hamming des bits les plus signi�catifs dans la

repr�esentation de u

n

et u

n�1

. Ils d�e�nissent Y

n

comme �etant le nombre de

�

1

�

parmi les `

premiers bits de la repr�esentation de u

n

o�u ` est une constante.

Comme d'habitude, nous testons l'hypoth�ese nulle H

0

:

�

les u

n

sont des variables al�eatoires

ind�ependantes et identiquement distribu�ees (i.i.d.) U(0; 1).

�

SousH

0

, les Y

n

sont des variables

al�eatoires i.i.d. qui suivent une loi binomiale de param�etre (`; 1=2)[37], c'est-�a-dire

P (Y

n

= k) =

�

`

k

�

1

2

k

1

2

`�k

: (3.14)

Soit N un entier positif et C

i;j

le nombre de valeurs pour lesquelles (Y

2n�1

; Y

2n

) = (i; j); 1 �

n � N et 0 � i; j � `. Sous l'hypoth�ese H

0

, C

i;j

suit une loi binomiale de param�etres (N; p

i;j

)

o�u p

i;j

est la probabilit�e d'avoir (Y

2n�1

; Y

2n

) = (i; j). Sous l'hypoth�ese que les variables

al�eatoires Y

2n�1

et Y

2n

sont ind�ependantes, ceci est �equivalent �a

p

i;j

= P [Y

2n�1

= i]P [Y

2n

= j] =

��

`

i

�

1

2

i

1

2

`�i

���

`

j

�

1

2

j

1

2

`�j

�

;

=

1

2

2`

�

`

i

��

`

j

�

: (3.15)

Lorsque N est tr�es grand, nous pouvons approximer cette loi binomiale par une normale

ayant les mêmes moyenne et variance, soit Np

i;j

et Np

i;j

(1 � p

i;j

). Ceci est justi��e par le

th�eor�eme de la limite centrale [43] lorsque N !1.

La variable standardis�ee

Z

i;j

=

C

i;j

�Np

i;j

p

Np

i;j

(1� p

i;j

)

(3.16)

suit alors approximativement une loi normale de moyenne 0 et de variance 1. L'Ecuyer et

Simard rejettent H

0

si jZ

i;j

j � 5 pour plusieurs Z

i;j

.
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Sous la forme d'un graphique en deux dimensions, nous pr�esentons les valeurs de Z

i;j

pour

i = 0; :::; 30, j = 0; :::; 30. Un carr�e repr�esente une paire Z

i;j

.

L

�

egende

Z

i;j

� �5 Z

i;j

= �2 Z

i;j

= 0 Z

i;j

= 2 Z

i;j

� 5

0 5 10 15 20 25 30
0

5

10

15

20

25

30

Figure 3.4: Image des Z

i;j

pour a = 2

15

� 2

10

; ` = 30; N = 2

20
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0
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15

20
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Figure 3.5: Image des Z

i;j

pour a = �2

16

� 2

11

; ` = 30; N = 2

20
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Figure 3.6: Image des Z

i;j

pour a = 16807; ` = 30; N = 2

20
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Les deux premi�eres images, tir�ees de [30], montrent l'application du test pour les g�en�erateurs

de Wu provenant de [44]. Les r�egions noires et blanches indiquent que nous devons rejeter

l'hypoth�ese H

0

. Nous pouvons clairement voir que les valeurs u

n

et u

n�1

sont d�ependantes.

Par comparaison, les auteurs ont e�ectu�e le même test sur le GCLM d�e�ni par x

n

=

16807x

n�1

mod (2

31

� 1). Nous remarquons que la d�ependance n'est plus visible.

L'Ecuyer et Simard [30] ont ensuite e�ectu�e un test plus formel en utilisant la distribution

du chi-carr�e. Soit 	 = f(i; j) : Np

i;j

� 5g, la statistique chi-carr�e utilis�ee est

Q =

X

(i;j)2	

(C

i;j

�Np

i;j

)

2

Np

i;j

: (3.17)

Sous l'hypoth�ese H

0

, Q poss�ede approximativement une distribution chi-carr�e avec j	j degr�es

de libert�e. Ils calculent la p-valeur du test, d�e�nie comme p = P [Q > xjH

0

] o�u x est la valeur

prise par un Q particulier. L'hypoth�ese H

0

est rejet�ee lorsque p est vraiment trop pr�es de 0.

Les g�en�erateurs de Wu �echou�erent aussi ce test alors que le GCLM avec a = 16807 le r�eussit

bien pour les tests e�ectu�es.

3.6 Les r�ecents r�esultats de Wu

Dans un travail plus r�ecent, Wu [45] sugg�ere sept GRM d'ordre 8 avec m = 2

31

� 1. Voici les

r�esultats obtenus au test spectral (2.22) jusqu'en dimension 16 pour les g�en�erateurs propos�es

dans [45], tableau 3.2.

Les g�en�erateurs G1 �a G5 ne donnent pas de bons r�esultats par rapport au crit�ere M

16

. Le

g�en�erateur G6 donne un r�esultat acceptable, toutefois le nombre de puissances de 2 parmi

l'ensemble de ses coe�cients est tr�es �elev�e. En�n, le g�en�erateur G7 donne un bon r�esultat

mais ses coe�cients ne sont pas de la forme �2

p

1

� 2

p

2

.

Ainsi, pour l'instant, aucun GRM avec des coe�cients de la forme �2

p

1

� 2

p

2

et ayant de

bons r�esultats au test spectral n'a �et�e propos�e.
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G�en�erateur a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

6

; a

7

; a

8

M

16

G1 a

1

= 0; a

2

= 0; a

3

= 0; a

4

= 0 1,961 �10

�4

a

5

= �1; a

6

= 0; a

7

= 0; a

8

= 2

16

+ 2

8

G2 a

1

= 0; a

2

= 0; a

3

= 0; a

4

= 0 3,633 �10

�3

a

5

= �2

11

; a

6

= 0; a

7

= 0; a

8

= 2

23

+ 2

18

G3 a

1

= 0; a

2

= 0; a

3

= 0; a

4

= 0 4,637 �10

�3

a

5

= �2

21

+ 2

18

; a

6

= 0; a

7

= 0; a

8

= �2

24

� 2

10

G4 a

1

= 0; a

2

= 2

10

; a

3

= 0; a

4

= 0 8,123 �10

�3

a

5

= �2

21

; a

6

= 0; a

7

= 0; a

8

= �2

30

� 2

11

G5 a

1

= 2

24

; a

2

= �2

30

; a

3

= �2

16

; a

4

= �2

10

0,1300

a

5

= �2

19

; a

6

= �2

6

; a

7

= �2

22

; a

8

= 2

25

+ 2

12

G6 a

1

= 2

24

� 2

16

; a

2

= 2

28

+ 2

12

; a

3

= 2

22

+ 2

21

; a

4

= 2

29

+ 2

12

0,2751

a

5

= 2

28

� 2

21

; a

6

= 2

15

� 2

2

; a

7

= 2

9

+ 1; a

8

= �2

20

� 2

6

G7 a

1

= �280941024; a

2

= �809883983; a

3

= �1972918929 0,5736

a

4

= �485411907; a

5

= �73766740; a

6

= �194153496

a

7

= �540134392; a

8

= �663034048

Tableau 3.2: Test spectral pour les g�en�erateurs de Wu provenant de [45]



Chapitre 4

Les g�en�erateurs de Deng et Lin

Dans un article paru en mai 2000, Deng et Lin [7] proposent des g�en�erateurs qu'ils consid�erent

rapides et �ables. Cet article a suscit�e un vif int�erêt chez certains membres de la communaut�e

scienti�que qui voyaient une mani�ere plus e�cace de g�en�erer des nombres al�eatoires. Mais

qu'en est-il vraiment ?

L'argument principal des auteurs de l'article [7] est qu'il faut remplacer l'utilisation des

GCLM par des GRM sans trop augmenter la vitesse de calcul. Nous abondons dans leur sens

au niveau de la vitesse, qui est un facteur important. Les g�en�erateurs qu'ils sugg�erent sont

d'ordre 2 �a 4 et ils suivent tous une r�ecurrence de la forme

x

n

= (�x

n�1

+ ax

n�k

) mod m; (4.1)

o�u a <

p

m. La multiplication de a par x

n�k

, suivie de l'op�eration modm, est faite en utilisant

la factorisation approximative (section 3.1). Puis x

n�1

est soustrait et la valeur m est ajout�ee

une fois si la valeur de x

n

est inf�erieure �a 0. La p�eriode de leur g�en�erateur est plus grande

que celle d'un GCLM. Aucun test th�eorique, comme le test spectral, ou des tests statistiques

ne viennent appuyer leurs propos quant aux qualit�es des g�en�erateurs propos�es. Pour chacun

des g�en�erateurs d'ordre 2 propos�e dans l'article [7], nous e�ectuons le test spectral, expliqu�e

au chapitre 2. Les r�esultats sont pr�esent�es dans le tableau 4.1.
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4.1 Les r�esultats au test spectral pour les g�en�erateurs de Deng

et Lin

La valeur a repr�esente le coe�cient du g�en�erateur test�e et S

3

(2.21) donne le r�esultat du test

spectral en dimension t = 3.

a S

3

a S

3

a S

3

26403 0,01413 36181 0,01937 42174 0,02257

27149 0,01453 36673 0,01963 42457 0,02272

29812 0,01596 36848 0,01972 43199 0,02312

30229 0,01618 37097 0,01986 43693 0,02339

31332 0,01677 37877 0,02027 44314 0,02372

33236 0,01779 39613 0,02120 44530 0,02383

33986 0,01819 40851 0,02186 45670 0,02444

34601 0,01852 40961 0,02192 46338 0,02480

36098 0,01932

Tableau 4.1: Test spectral des g�en�erateurs d'ordre 2 de Deng et Lin [7]

Pour k = 2, la valeur de S

3

est tr�es faible. Nous montrons �a la prochaine section que sans même

e�ectuer le test spectral pour chacun des a, nous aurions pu pr�evoir que le comportement

d'un g�en�erateur de la forme (4.1), avec a <

p

m, est mauvais en dimension 3.

4.2 Le calcul des bornes sur S

t

D'apr�es la th�eorie sur le test spectral expliqu�ee au chapitre 2, nous pouvons calculer S

t

ainsi

pour t � 8 :

S

t

=

d

�

t

d

t

; o�u d

�

t

=

1




t

m

k=t

:

Dans le cas pr�esent, t = 3, m = 2

31

� 1, k = 2, la constante de Hermite 


t

est 2

1=6

[14] et

donc

d

�

3

� 5; 352 � 10

�7

: (4.2)
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Les auteurs stipulent que la valeur de a doit toujours être inf�erieure �a

p

m pour que la

factorisation approximative soit possible. Ce qui n'est pas exact car la condition pour la

factorisation approximative est plutôt donn�ee par (3.10).

�

A l'aide de l'�equation (2.25), avec

a <

p

m, nous d�eduisons une borne sur la valeur de d

3

,

d

3

�

�

1 + (1 + (2

31

� 1))

�

�1=2

)

1

d

3

� (1 + 2

31

)

1=2

� 46340; 95:

Ainsi,

S

3

=

d

�

3

d

3

� 5; 352 � 10

�7

� 46340; 95 � 0; 0248:

Au tableau 4.1, cette borne est atteinte approximativement pour a = 46338. Peu importe la

valeur choisie pour a, avec a <

p

m, tous les g�en�erateurs du type (4.1) se comportent tr�es

mal, en dimension 3, par rapport au test spectral.

Ce même raisonnement peut être fait mais en utilisant les indices lacunaires d�ecrits �a la

section 2.5.1. Nous regardons les projections des points en dimension 3. L'ensemble I est

f0; 1; kg. La borne sur d

t

demeure la même, mais la valeur de d

�

t

peut changer. En e�et,

la valeur de t est maintenant de 3 peu importe l'ordre du g�en�erateur. Pour les g�en�erateurs

d'ordre 2, la borne sur S

3

demeure la même que nous regardions les indices lacunaires ou

non.

Nous e�ectuons le même raisonnement avec k = 3 et k = 4 pour ne pas tester chacun des

g�en�erateurs individuellement. Voici, sous la forme d'un tableau, les calculs et les valeurs des

bornes trouv�ees.

k = 3 k = 4

t = 4 t = 5




4

= 2

1=4




5

= 2

3=10

m = 2

31

� 1 m = 2

31

� 1

d

�

4

� 8; 429 � 10

�8

d

�

5

� 2; 781 � 10

�8

1=d

4

� 46340; 95 1=d

5

� 46340; 95

S

4

� 3; 906 � 10

�3

S

5

� 1; 289 � 10

�3

S

3

(I) � 1; 9224 � 10

�5

S

3

(I) � 1; 4901 � 10

�8

Tableau 4.2: Calcul de la borne sur d

t

pour les g�en�erateur d'ordre 3 et 4 de Deng et Lin [7]
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Pour t = k+1, les bornes sur S

4

et S

5

ainsi que celles sur S

3

(I), pour I = f0; 1; kg, indiquent

que les g�en�erateurs ont tous de mauvais r�esultats au test spectral. Il n'est pas n�ecessaire de

regarder les autres dimensions, puisqu'une seule mauvaise dimension su�t �a discr�editer un

g�en�erateur.

De plus, nous remarquons que la m�ethode (4.1) produit des g�en�erateurs dont le comportement

est de moins en moins bon si k augmente. En e�et, la borne sur d

t

, avec t = k + 1, demeure

inchang�ee peu importe la valeur de k car il n'y a que deux coe�cients non nuls. Toutefois

la valeur de d

�

t

diminue avec t car la constante de Hermite augmente avec t, tout comme le

rapport k=t.

4.3 Les g�en�erateurs matriciels de Deng et Lin

Dans le même article [7], Deng et Lin proposent des g�en�erateurs matriciels. Il s'agit de

` g�en�erateurs du type (4.1) qui �evoluent en parall�ele pour produire un vecteur al�eatoire.

Les valeurs produites par les g�en�erateurs matriciels doivent être des vecteurs al�eatoires i.i.d

U(0; 1).

�

Etant donn�e que les ` composantes sont du type �etudi�e pr�ec�edemment et �eprouvent

de s�erieux probl�emes vis-�a-vis du test spectral, les g�en�erateurs matriciels pr�esent�es dans [7]

ne sont pas recommendables.

Nous discutons �a nouveau des g�en�erateurs de Deng et Lin au chapitre 7, sur les tests sta-

tistiques, et au chapitre 8, sur la vitesse des g�en�erateurs. Même si nous savons d�ej�a que les

g�en�erateurs du type (4.1) poss�edent des d�efauts importants, nous voulons savoir s'ils peuvent

tout de même être assez rapides a�n de d�eterminer si cette m�ethode peut mener �a des avenues

int�eressantes.



Chapitre 5

La m�ethodologie de la recherche

Dans ce chapitre, nous commen�cons par pr�esenter les caract�eristiques que doivent poss�eder

les g�en�erateurs �a construire. Nous posons les conditions �a rencontrer et nous donnons le

pseudo-code g�en�eral d'un g�en�erateur. Nous poursuivons avec la d�emarche suivie lors de la

construction des g�en�erateurs. Nous discutons des �etapes successives qui nous permettent

d'avoir une bonne con�ance dans les g�en�erateurs que nous proposons.

5.1 Des g�en�erateurs e�caces

5.1.1 Les conditions

Dans la m�ethode de Wu [44], les coe�cients permis sont de la forme �2

p

1

� 2

p

2

, �2

p

1

et

0. Pour les g�en�erateurs que nous voulons construire, nous ne voulons pas nous limiter �a ces

coe�cients. Nos coe�cients doivent toujours être une somme ou une di��erence de quelques

puissances de 2 mais le nombre de puissances n'est pas limit�e �a deux. Nous croyons, entre

autres, que les nombres de la forme �2

p

1

�2

p

2

�1 ne n�ecessitent pas beaucoup plus de temps

de calcul et peuvent s'av�erer int�eressants pour am�eliorer l'uniformit�e.

�

Egalement dans la m�ethode de Wu [44], le module doit être de la forme 2

e

� 1, e 2 N. Ce

type de module est plutôt limitatif car 2

e

� 1 doit être un nombre premier pour remplir les

conditions de p�eriode maximale (th�eor�eme 2.3.1). Pour 8 < e < 64, il y a seulement cinq

nombres premiers de la forme 2

e

� 1.

L'Ecuyer et Simard [30] proposent plutôt de prendre m = 2

e

� h et imposent les conditions :

h < 2

p

et h(2

p

� (h+ 1)2

�e+p

) < m (5.1)
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La variable p ici, et dans la suite de cette section, est un cas g�en�eral pour p

1

et p

2

.

En respectant (5.1), le calcul peut se faire de la mani�ere suivante [30]. Posons

x

n�1

= A+ 2

e�p

B o�u A = x

n�1

mod 2

e�p

et B =

j

x

n�1

2

e�p

k

:

La variable e est la longueur en bits des nombres avec lesquels nous travaillons, en g�en�eral

e = 32 ou 64. Ainsi, B contient les p bits les plus signi�catifs et A contient les e� p bits les

moins signi�catifs.

B : sur p bits A : sur e� p bits

Figure 5.1: Sch�ema explicatif de la s�eparation de x

n�1

Le calcul de x

n

se fait maintenant de la mani�ere suivante :

x

n

= 2

p

x

n�1

mod m; (5.2)

= 2

p

(A+ 2

e�p

B) mod (2

e

� h);

= ((2

p

A mod (2

e

� h)) + (2

e

B mod (2

e

� h))) mod (2

e

� h);

= (2

p

A+Bh) mod (2

e

� h):

Grâce �a la condition (5.1), nous savons que 2

p

A+ Bh n'exc�ede jamais 2m, ainsi la derni�ere

op�eration mod peut se faire, en pire cas, �a l'aide d'une soustraction. Tout ce calcul est ef-

fectu�e sans avoir recours �a la multiplication (sauf pour Bh) et �a la division. Seul l'emploi de

d�ecalages, d'additions et de soustractions est requis, des op�erations peu coûteuses individuel-

lement.

Les conditions (5.1) �xent une borne inf�erieure et une borne sup�erieure sur la valeur de p.

Ces bornes sont donn�ees par

log

2

h < p < log

2

�

2

e

m

h(m+ 1)

�

: (5.3)

Lorsque nous faisons les recherches, nous testons p dans l'ensemble :

n

�

log

2

h

�

; :::;

�

log

2

�

2

e

m=(h(m + 1))

��

o

: (5.4)
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Qu'advient-il si m = 2

e

+ h ? Les conditions restent-elles les mêmes ? La m�ethode demeure-

t-elle avantageuse ?

L'argument principal favorisant l'ajout des modules de la forme 2

e

+ h est qu'il ouvre la

porte �a un ensemble de nouveaux m. Toutefois, les modules de la forme 2

e

+ h poss�edent

un d�esavantage important. Pour illustrer ce d�esavantage, nous utilisons un exemple. Soit un

ordinateur fonctionnant sur 32 bits dont le premier bit est un bit de signe. Si m = 2

31

�1, un

nombre premier, alors tous les nombres entre 0 et 2

31

�2 sont repr�esent�es exactement et nous

nous servons du maximum des 32 bits. La p�eriode peut aller jusqu'�a 2

31

�2. Cependant nous

ne pouvons pas prendre m = 2

31

+ h, h � 1, car certains nombres entre 0 et 2

31

+ h � 1 ne

sont pas repr�esent�es exactement. Pour �eviter ce probl�eme, nous prenons un nombre premier

de la forme 2

30

+h; h � 0. La p�eriode n'est que de 2

30

+h�1. La p�eriode la plus longue pour

2

30

+h est pratiquement deux fois moins longue que celle de 2

31

�1, alors que nous disposons

du même nombre de bits. Ce facteur est non n�egligeable pour un GCLM. Toutefois, pour

des GRM combin�es, la p�eriode peut devenir tellement grande que le facteur deux devient

n�egligeable dans ce cas.

Nous d�erivons les nouvelles conditions sur h en reprenant le calcul fait �a l'�equation (5.2). Nous

d�ebutons les calculs �a la troisi�eme ligne, car c'est �a partir de ce moment que le d�eveloppement

peut changer.

x

n

= ((2

p

A mod (2

e

+ h)) + (2

e

B mod (2

e

+ h))) mod (2

e

+ h); (5.5)

= (2

p

A�Bh) mod (2

e

+ h):

Pour passer de la premi�ere ligne �a la suivante, il faut que 2

p

A < m. Puisque A � 2

e�p

� 1,

nous aurons 2

p

A � 2

p

(2

e�p

� 1) = 2

e

� 2

p

< 2

e

+ h = m. Nous avons toujours 2

p

A < m,

aucune condition suppl�ementaire n'est n�ecessaire.

Pour e�ectuer le passage entre les deux lignes de l'�equation (5.5), il faut regarder ce qui se

passe avec 2

e

B mod (2

e

+ h). On peut voir que ceci est �egal �a �Bh+ 2

e

+ h si �Bh > �m.

Ceci revient �a Bh < m, il s'agit de la même condition que dans le cas o�u m = 2

e

� h. Nous

laissons tomber la partie +2

e

+ h, car il reste une op�eration mod �a e�ectuer et, si jamais

2

p

A � Bh < 0, alors tout redevient positif suite �a l'op�eration mod. Il faut seulement nous
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assurer que chacun des termes est born�e, ce que a �et�e fait.

Par rapport aux crit�eres de L'Ecuyer et Simard (5.1), nous laissons tomber la premi�ere partie.

La nouvelle condition devient :

h(2

p

� (h+ 1)2

�e+p

) < m: (5.6)

L'exposant p peut se situer dans l'ensemble :

n

0; :::;

�

log

2

�

2

e

m=(h(m + 1))

��

o

:

Nous croyons aussi qu'il peut être int�eressant d'explorer le fait que h soit une somme ou

une di��erence de quelques puissances de 2. Ainsi, nous �evitons la multiplication de h par B.

Il faut d�eterminer le nombre maximal de puissances de 2 pouvant composer h pour que le

remplacement soit e�cace. De plus, nous sommes limit�es par le fait que nous voulons un petit

h et un m premier a�n de maximiser la p�eriode. Toutes ces contraintes ne laissent pas grand

choix parmi l'ensemble des m disponibles et peut-être devrons-nous laisser tomber l'id�ee de

choisir un h qui s'exprime simplement avec des puissances de 2.

5.1.2 Notre g�en�erateur

Nous travaillons sur deux points pour am�eliorer le comportement du g�en�erateur. Premi�ere-

ment, le type de module du g�en�erateur est g�en�eralis�e. Nous ne nous limitons plus aux modules

de la forme 2

e

� 1. Nous acceptons maintenant les modules de la forme 2

e

�h ou 2

e

+h, avec

h petit. Les calculs sont l�eg�erement plus complexes avec ce type de module, mais il existe

toujours une m�ethode pour �eviter la division.

Deuxi�emement, prendre des g�en�erateurs d'ordre sup�erieur �a 1 ainsi que la combinaison de

plusieurs g�en�erateurs nous laisse supposer que le côt�e

�

al�eatoire

�

n'en sera qu'am�elior�e.

Nous devons toujours garder en tête que nous misons sur l'am�elioration de la vitesse et que,

si l'ajout de plusieurs coe�cients et de g�en�erateurs a certainement un e�et b�en�e�que sur

l'uniformit�e de la s�equence, il ralentit la production des nombres.

Notre but est la construction de g�en�erateurs du type :

x

n

= a

1

x

n�1

+ a

2

x

n�2

+ : : : a

k

x

n�k

mod m



40

o�u a

i

, i = 1; : : : ; k, est de la forme �2

p

i

� 2

q

i

ou �2

q

i

ou 0, m est de la forme 2

e

� h, h � 1,

k � 1.

Nous voulons aussi faire une recherche du côt�e des g�en�erateurs combin�es ; dans ce cas-l�a,

les composantes de notre g�en�erateur sont aussi de la forme expos�ee ci-haut. Chacun des

modules est un nombre premier pour nous assurer une p�eriode maximale. Nous favorisons les

coe�cients de la forme 2

p

1

ou ceux de la forme 2

p

1

� 2 et 2

p

1

� 1 puisque le calcul se fait plus

rapidement avec la partie �2 et �1 que s'il s'agissait d'une puissance de 2 quelconque.

5.1.3 Le pseudo-code

Nous pr�esentons dans cette section un pseudo-code permettant de mieux visualiser nos pro-

grammes. Chaque langage poss�ede ses optimisations propres et, lorsque viendra le temps de

parler des implantations, nous ciblerons un langage et ses sp�eci�cit�es.

Les valeurs de p

1

, p

2

,M , m et h de la �gure 5.2 sont des constantes d�e�nies �a l'ext�erieur de la

proc�edure. La constante M repr�esente la valeur maximale que nous pouvons repr�esenter avec

le nombre de bits dont nous disposons et elle sert comme masque pour mettre �a z�ero le bit

de signe. Les constantes p

1

et p

2

donnent respectivement le premier exposant et le deuxi�eme

exposant composant notre coe�cient de la forme �2

p

1

� 2

p

2

. La constante m indique le

module de notre g�en�erateur et h est d�e�ni selon la mani�ere habituelle.

L'�etat du GCLM est gard�e en m�emoire entre les appels de proc�edures dans la variable X

n

.

Cette variable est globale. Nous pourrions la passer en param�etre, (c'est en g�en�eral ce qui est

recommand�e a�n de produire un programme plus

�

propre

�

) mais l'ajout de la variable X

n

dans l'appel de proc�edure augmente le temps de l'appel. Les variables z

1

et z

2

d�e�nies dans

le corps de la proc�edure servent �a conserver les r�esultats interm�ediaires.

La commande z

1

:= ((X

n

>> (31 � p

1

))h prend les 31 � (31 � p

1

) = p

1

bits les plus

signi�catifs et les multiplie par h. Ceci correspond �a l'op�eration Bh dans l'�equation (5.2).

La ligne suivante est z

1

:= z

1

+ ((X

n

<< p

1

) & M). L'op�eration (X

n

<< p

1

) pousse les

bits de X

n

de p

1

positions vers la gauche et ajoute des z�eros aux p

1

positions de droite qui

sont maintenant vides. L'op�eration &M permet de mettre �a z�ero le bit de signe. En�n, nous
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additionnons le premier z

1

et ((X

n

<< p

1

) & M) pour retrouver exactement l'�equation (5.2).

Le if permet de nous ramener �a une valeur entre 0 et m� 1 si jamais z

1

exc�ede m� 1.

Par la suite, les mêmes commandes sont reproduites en utilisant l'exposant p

2

�a la place de

p

1

. Nous nous retrouvons avec les valeurs z

1

= 2

p

1

X

n

mod m et z

2

= 2

p

2

X

n

mod m. Puisque

nous d�esirons (2

p

1

+ 2

p

2

)X

n

mod m, il faut additionner z

1

et z

2

et e�ectuer un dernier �m

si n�ecessaire. La valeur X

n

=m est retourn�ee.

Dans ce programme, nous supposons que a = 2

p

1

+ 2

p

2

. Si jamais nous avions une puissance

de 2 pr�ec�ed�ee d'un moins, alors nous utiliserions l'�equation suivante pour nous retrouver dans

une situation connue (si 0 < a < m) :

(�a) mod m =m� a: (5.7)

Le programme g�en�eral pour un GCLM

p

1

; p

2

;M;m : constante ;

X

n

: entier ;

X

n

= 12345 ;

procedure LCG () : reel

var z

1

, z

2

: entier ;

begin

z

1

:= ((X

n

>> (31� p

1

))� h ;

z

1

:= z

1

+ ((X

n

<< p

1

) & M) ;

if z

1

� m then z

1

= z

1

�m

z

2

:= ((X

n

>> (31� p

2

))� h ;

z

2

:= z

2

+ ((X

n

<< p

2

) & M) ;

if z

2

� m then z

2

= z

2

�m

if (z

1

+ z

2

< m) then X

n

:= z

1

+ z

2

;

else X

n

:= z

1

+ z

2

�m ;

return X

n

=m ;

end ;

Figure 5.2: Pseudo-code pour un GCLM
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5.2 La m�ethodologie

5.2.1 Le probl�eme

Notre objectif principal est de maximiser la vitesse des g�en�erateurs. C'est �a ce niveau que nos

g�en�erateurs se d�emarqueront des autres. Il existe plusieurs contraintes a�ectant la construc-

tion des g�en�erateurs.

Tout d'abord les coe�cients d'un GRM d'ordre k doivent être de la forme

�2

p

1

� 2

p

2

ou � 2

p

1

ou 0; (5.8)

avec p

1

et p

2

dans l'intervalle (5.4). Le module m doit être un nombre premier pr�es d'une

puissance de 2, nous devons avoir

m = 2

e

� h ou m = 2

e

+ h; e 2 N: (5.9)

Les deux conditions (5.8) et (5.9) produisent un sous-ensemble de l'ensemble de tous les GRM

d'ordre k. Nous d�enotons cet ensemble par P

2;k

, pour puissance de 2.

Comme nous l'avons pr�ecis�e au chapitre 2, les GRM doivent obtenir un r�esultat satisfaisant

au test spectral pour être utilis�es. Nous d�esignons par T

sp

l'ensemble de tous les GRM qui

obtiennent un un bon r�esultat au test spectral.

La r�eussite des tests statistiques repr�esente �egalement un crit�ere important. Les g�en�erateurs

propos�es doivent les passer sans probl�eme pour renforcer la con�ance que nous avons envers

eux. Nous appelons ei l'ensemble des tests statistiques d'int�erêt auquel nous soumettons les

g�en�erateurs. Nous d�enotons pas ST

ei

l'ensemble de tous les g�en�erateurs qui r�eussissent les

tests statistiques ei.

En terme d'optimisation, notre probl�eme de construction d'un g�en�erateur G peut s'�enoncer

ainsi :

max la vitesse de G (5.10)

sujet �a G 2

�

P

2;k

\ T

sp

\ ST

ei

�

:
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En fait, nous ne r�esolvons pas exactement ce probl�eme (trouver un maximum global). Nous

ne faisons que trouver une bonne solution par une combinaison d'ing�eniosit�e et de recherche

al�eatoire.

�

A la sous-section suivante, nous d�ecrivons les �etapes n�ecessaires pour r�esoudre

approximativement ce probl�eme.

5.2.2 La d�emarche

Puisque les ensembles P

2;k

, T

sp

et ST

ei

contiennent un tr�es grand nombre de g�en�erateurs, il

est impossible d'�enum�erer l'intersection des ensembles. L'ensemble P

2;k

est di��erent des deux

autres en ce sens o�u nous savons au premier abord, lors de la construction, si un g�en�erateur

pr�ecis en fait partie.

La technique dont nous nous servons consiste premi�erement �a construire al�eatoirement des

g�en�erateurs provenant de P

2;k

. Pour ce faire, nous �xons un modulem respectant la condition

(5.9). Les modules m sont choisis de fa�con �a ce que m soit premier et que la d�ecomposition

en facteurs premiers de (m

k

� 1)=(m � 1) soit connue. Cette d�ecomposition est n�ecessaire

pour calculer la p�eriode maximale de notre g�en�erateur provenant du th�eor�eme 2.3.1. La

d�ecomposition constitue un calcul tr�es ardu et n'est connue que pour certains m et k.

Nous g�en�erons au hasard les coe�cients pour qu'ils respectent la condition (5.8). Une fois en

possession d'un g�en�erateur de la classe P

2;k

, nous lui faisons passer le test spectral. Si le test

est r�eussi avec succ�es, c'est-�a-dire une valeur de M

T

(2.22) sup�erieure �a 0,3 dans le cas d'un

MRG, alors nous conservons ce g�en�erateur.

Comme nous ne pouvons pas être assur�es de trouver des g�en�erateurs dans la classe P

2;k

\T

sp

,

nous augmentons nos chances en permettant aux coe�cients de pouvoir contenir jusqu'�a

trois puissances de 2. La variable � indique le nombre maximal de puissances de 2 que peut

contenir un coe�cient a. Lorsque nous avons pu trouver des g�en�erateurs G 2 (P

2;k

\ T

sp

)

avec � = 3, nous �xons � = 2 et en�n nous tentons de �xer certains coe�cients �a z�ero. Notre

but lors de cette �etape est la construction de g�en�erateurs qui allient de bons r�esultats au test

spectral et un nombre de puissances de 2 minimal. Cette premi�ere �etape est r�ep�et�ee jusqu'�a

ce que nous ayons une quantit�e su�samment grande de g�en�erateurs.
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Entre le test spectral et les tests statistiques, se trouve une �etape interm�ediaire. Nous laissons

de côt�e une partie des g�en�erateurs retenus lors de la premi�ere �etape. Cette �etape est n�ecessaire

car les tests statistiques sont coûteux en temps de calcul et il est impossible de tester un

trop grand �eventail de g�en�erateurs. Nous retenons les g�en�erateurs qui �a vue d'oeil peuvent

maximiser la vitesse. Cette �etape est faite de mani�ere heuristique.

La deuxi�eme v�eritable �etape est compos�ee des tests statistiques. Nous avons maintenant

en notre possession un ensemble assez restreint de g�en�erateurs auxquels nous ajoutons des

g�en�erateurs existants. Nous ajoutons un g�en�erateur qui utilise la m�ethode de d�ecomposition

approximative [19] et un autre bas�e sur la m�ethode en point 
ottant [23]. Ceci est fait dans

le but de s'en servir comme point de comparaison. Les deux g�en�erateurs ajout�es obtiennent

de bons r�esultats au test spectral. Nous appliquons �egalement les tests statistiques sur un des

g�en�erateurs de Wu [44] ainsi que sur un des g�en�erateurs de Deng et Lin [7]. Ces deux derniers

g�en�erateurs n'ont jamais �et�e soumis �a des tests statistiques, sauf pour le test d'ind�ependance

des bits pour le g�en�erateur de Wu [30], et nous voulons d�eterminer comment ils se compor-

teront.

La derni�ere �etape consiste �a tester la vitesse de tous les g�en�erateurs retenus et �a comparer

cette vitesse avec des g�en�erateurs existants et r�eput�es rapides [19, 23]. Si nous n'arrivons

pas �a battre les g�en�erateurs existants, alors cette nouvelle technique de d�ecomposition en

puissance de 2 n'apporte rien de nouveau. Cependant, si nous r�eussissons alors nous avons

des g�en�erateurs aussi bons th�eoriquement et empiriquement que les autres g�en�erateurs mais

plus rapides, un avantage non n�egligeable.

Nous avons repr�esent�e de mani�ere sch�ematique nos �etapes de recherche de g�en�erateurs �a la

�gure 5.3.
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Figure 5.3: Sch�ema illustrant la d�emarche



Chapitre 6

Le choix des param�etres

Nous commen�cons par faire une recherche exhaustive sur des GCLM. Nous savons qu'il existe

des probl�emes avec les GCLM ayant un a de la forme �2

p

1

�2

p

2

. Cette recherche n'est pas l�a

pour fournir des g�en�erateurs utilisables, mais bien pour observer le comportement de petits

g�en�erateurs par rapport au test spectral, lorsque nous devons respecter la condition (5.4).

�

A partir des GCLM, nous �elaborons une �equation permettant de trouver le nombre de coef-

�cients disponibles de la forme �2

p

1

� 2

p

2

ou 2

p

1

et qui r�epondent �a la condition (5.4). Nous

expliquons ce que nous apporte une telle �equation. Nous ne nous attardons pas longtemps �a

l'�etude et la recherche de GCLM puisque, comme nous l'avons d�ej�a pr�ecis�e, les GCLM ne sont

pas des g�en�erateurs acceptables de nos jours. Leur p�eriode est clairement trop courte et lors-

qu'ils poss�edent des coe�cients du type �2

p

1

� 2

p

2

, ils �echouent de simples tests statistiques

[30].

Par la suite, nous nous tournons du côt�e de recherches qui regardent au hasard une partie

seulement de tous les g�en�erateurs disponibles : il s'agit des recherches al�eatoires. Avec les

recherches al�eatoires, nous trouvons des GRM d'ordre 5 �a 8. Un g�en�erateur d'ordre 5 avec

m � 2

31

donne approximativement une p�eriode de 2

155

, ce qui est su�sant pour les simula-

tions contemporaines. Nous commen�cons par trouver des g�en�erateurs qui obtiennent un bon

r�esultat au test spectral en permettant �a tous les coe�cients d'avoir jusqu'�a deux ou même

trois puissances de 2. Nous nous assurons ainsi d'avoir des g�en�erateurs qui respectent la condi-

tion (5.4). Lorsque cela est acquis, nous diminuons tranquillement le nombre de puissances

de 2 permises pour d�eterminer une borne inf�erieure sur le nombre minimal de puissances tout

en conservant un r�esultat acceptable au test spectral.
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Le cheminement fait avec les GRM non combin�es est repris avec des GRM combin�es, sauf

que l'ordre de nos g�en�erateurs individuels utilis�es dans les combinaisons est plutôt de 3 ou 4.

En�n nous comparons les GRM combin�es et non combin�es quant �a la borne inf�erieure sur le

nombre minimal de puissances de 2.

6.1 Les m�ethodes de recherche

Nous utilisons deux types de m�ethodes de recherche, soit exhaustive ou al�eatoire. Une re-

cherche exhaustive signi�e que nous testons l'ensemble des coe�cients qui r�epondent �a un

crit�ere pr�ecis. Ce type de recherche est en g�en�eral long. Le temps de recherche sera raison-

nable si nos crit�eres sont assez restrictifs. Nous nous rendrons compte, plus loin dans ce

chapitre, que des recherches exhaustives sont trop longues pour des GRM d'ordre sup�erieur

�a 2, c'est-�a-dire pour des GRM ayant un certain potentiel.

Une recherche al�eatoire implique que nous regardons uniquement une portion des coe�-

cients. Nous �xons au pr�ealable le nombre approximatif de g�en�erateurs �a regarder. Un des

d�esavantages de la recherche al�eatoire est que nous pouvons passer �a côt�e d'un bon g�en�erateur

et perdre notre temps �a tester deux fois le même, sans le savoir.

6.2 La recherche exhaustive

Pour des GCLM, nous e�ectuons une recherche exhaustive des coe�cients. Nous faisons

pr�ealablement une analyse th�eorique du nombre de coe�cients disponibles avant de nous

aventurer dans des recherches trop intensives. Cette analyse nous montre que pour des GCLM

avec un module inf�erieur �a 2

64

, le nombre de coe�cients n'est pas excessivement grand et

qu'il est possible de tous les tester.



48

6.2.1 L'analyse th�eorique du nombre de coe�cients

L'analyse th�eorique que nous faisons ici est li�ee �a l'analyse que nous faisons par la suite de

l'algorithme qui g�en�ere les coe�cients au hasard, ainsi qu'�a l'algorithme qui g�en�ere exhaus-

tivement tous les coe�cients. Pour l'instant, nous d�esirons faire le d�ecompte du nombre de

coe�cients pour savoir si une recherche exhaustive est possible. Par la suite, nous trouvons

une m�ethode pour �enum�erer tous les coe�cients. Ces deux �etapes vont de pair de fa�con

�evidente. Comprendre comment nous arrivons �a �enum�erer l'ensemble des coe�cients qui sont

de la forme �2

p

1

� 2

p

2

ou 2

p

1

, avec p

1

et p

2

born�es, est important, pour ne pas tester deux

fois le même g�en�erateur. Cette analyse est faite dans ce chapitre, puisqu'elle comporte un lien

avec la recherche exhaustive. Elle nous sert �egalement au chapitre 9, lorsque nous d�eterminons

si notre algorithme, qui g�en�ere nos coe�cients au hasard pour la recherche al�eatoire, est ef-

�cace. Il existe souvent deux ou trois fa�cons di��erentes de produire un même nombre avec

deux puissances de 2. Ainsi, il existe une probabilit�e non nulle de tester deux fois le même

g�en�erateur, ceci rend �evidemment moins e�cace notre m�ethode de recherche al�eatoire. Ce

que nous d�eterminons est la proportion th�eorique du temps que nous pouvons passer �a tes-

ter deux ou trois fois le même g�en�erateur. Pour connâ�tre cette proportion, il faut analyser

th�eoriquement la structure des nombres de la forme �2

p

1

� 2

p

2

ou 2

p

1

, et savoir en quelle

proportion ils sont pr�esents sur un intervalle pr�ecis.

Nous e�ectuons notre analyse en d�eterminant, tout d'abord, combien il y a de nombres qui

peuvent être construits lorsque nous posons les valeurs des bornes inf�erieures et sup�erieures

sur p

1

et p

2

(5.4).

Soit les valeurs I

p

1

, S

p

1

, I

p

2

, et S

p

2

, pos�ees respectivement pour la borne inf�erieure sur p

1

, la

borne sup�erieure sur p

1

, la borne inf�erieure sur p

2

et la borne sup�erieure sur p

2

. Sur le gra-

phique suivant, nous repr�esentons les di��erents ordonnancements pour les bornes inf�erieures

et sup�erieures.
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1
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1
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p
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p

2
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1
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1

S

p

2
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Figure 6.1: Illustration des positions possibles pour les bornes sur les exposants

Une ligne horizontale pleine indique que tous les nombres compris entre les limites, par

exemple de I

p

1

�a S

p

1

pour la ligne 1, peuvent être utilis�es comme exposants. Des pointill�es

indiquent qu'il peut y avoir des nombres non inclus, si par exemple S

p

2

< I

p

1

. Toutes les

possibilit�es y sont repr�esent�ees.

Ces �enum�erations de nombres peuvent être group�ees deux �a deux pour les analyser plus

facilement puisque dans les calculs que nous e�ectuons, il n'y a pas de di��erence entre p

1

et

p

2

. Les cas 1 et 2 sont identiques, de même 3 et 5, et 4 et 6.

Pour les recherches exhaustives, nous faisons l'hypoth�ese que I

p

1

= I

p

2

et S

p

1

= S

p

2

et nous les

d�enotons par I et S simplement. Puisqu'il s'agit d'une recherche exhaustive, nous ne voulons

en aucun cas limiter la plage de recherche admissible. Ce cas constitue une simpli�cation des

cas 3 et 4. Dans le cas d'une recherche al�eatoire, toutes les possibilit�es sont int�eressantes.

A�n de bien comprendre comment les nombres sont form�es, sans permettre de r�ep�etitions,

nous d�ebutons par un exemple. Soit I = 3 et S = 7. Nous pouvons jouer avec les signes

assign�es �a chacune des puissances de 2. Mais a�n de faire une �enum�eration syst�ematique, nous

alignons les nombres en ordre croissant en ne nous souciant que des nombres positifs. Les

mêmes nombres n�egatifs peuvent être form�es en inversant les signes.

�

A la �n, nous doublons

simplement la quantit�e de coe�cients.
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Le plus petit nombre que nous pouvons former est 2

3

, la puissance associ�ee au plus petit

exposant disponible. Le prochain nombre est 2

4

et suivent 2

4

+ 2

3

; 2

5

; 2

5

+ 2

3

; 2

5

+ 2

4

; 2

6

�

2

3

; 2

6

; 2

6

+ 2

3

; 2

6

+ 2

4

; 2

6

+ 2

5

; 2

7

� 2

4

; 2

7

� 2

3

; 2

7

; 2

7

+ 2

3

; 2

7

+ 2

4

; 2

7

+ 2

5

; 2

7

+ 2

6

, 2

7

+ 2

7

.

Nous avons 19 nombres di��erents et nous pouvons facilement nous rendre compte qu'aucun

nombre n'a �et�e oubli�e. Une preuve formelle est faite �a ce sujet pour le cas g�en�eral.

Nous remarquons une certaine structure dans la mani�ere dont les nombres sont construits.

Pr�esent�es de la fa�con suivante, ceci devient encore plus �evident.

2

3

2

4

2

5

2

6

2

7

2

4

+ 2

3

2

5

+ 2

3

2

6

+ 2

3

2

7

+ 2

3

2

5

+ 2

4

2

6

+ 2

4

2

7

+ 2

4

2

6

� 2

3

2

6

+ 2

5

2

7

+ 2

5

2

7

� 2

4

2

7

+ 2

6

2

7

� 2

3

2

7

+ 2

7

1 2 4 6 6

Tableau 6.1:

�

Enum�eration des a

i

= 2

p

1

� 2

p

2

avec 3 � p

2

� p

1

� 7

Nous pla�cons les nombres en ordre croissant et nous changeons de colonne �a chaque fois

que nous rencontrons une nouvelle puissance de 2 simple. Les valeurs encadr�ees repr�esentent

le nombre de valeurs dans la colonne associ�ee. Pour les colonnes 2, 3 et 4, le nombre de

coe�cients pr�esents est donn�e par la formule suivante :

f

k

= 2(k � I); o�u k est la valeur de la puissance �etudi�ee.

Th�eor�eme 6.2.1 Soit K = fI + 1; :::; S � 1g, un sous-ensemble des valeurs valides des

exposants des puissances de 2. Dans l'intervalle [2

k

; 2

k+1

); k 2 K, les nombres que nous

pouvons exprimer en additionnant ou en soustrayant une ou deux puissances de 2 sont :

� 2

k

,

� 2

k

+ 2

I

; 2

k

+ 2

I+1

; :::; 2

k

+ 2

k�1

;

� 2

k+1

� 2

k�2

; 2

k+1

� 2

k�3

; :::; 2

k+1

� 2

I

:
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Preuve : La preuve se divise en deux parties. Tout d'abord nous montrons qu'aucun nombre

n'est r�ep�et�e et en�n qu'aucun nombre n'a �et�e oubli�e.

1) Aucune r

�

ep

�

etition

Il est clair que les nombres des deux premi�eres lignes sont tous di��erents. L'exposant de la

deuxi�eme puissance augmente d'un nombre �a l'autre. De même, les nombres de la troisi�eme

ligne sont tous di��erents entre eux et ils sont aussi plac�es en ordre croissant puisque l'exposant

de la deuxi�eme puissance diminue. Ainsi, si nous prouvons que 2

k

+2

k�1

< 2

k+1

�2

k�2

, nous

nous assurons que tous les nombres sont di��erents.

Divisons les deux côt�es de l'�equation par 2

k�2

. Nous obtenons

2

2

+ 2 = 6 < 2

3

� 1 = 7:

Il n'y a aucune r�ep�etition.

2) Aucun oubli

Supposons qu'il existe un nombre de la forme �2

n

�2

m

qui se situe dans l'intervalle [2

k

; 2

k+1

)

et qui n'a pas �et�e consid�er�e. L'exposant n doit être di��erent dem. Si les deux signes sont �egaux

alors le total est soit 2

m+1

ou �2

m+1

. Aucun nombre n�egatif n'est pr�esent dans l'intervalle et

l'unique puissance de 2 pr�esente dans [2

k

; 2

k+1

) a d�ej�a �et�e compt�ee. Si, par contre, les signes

des deux puissances sont contraires, alors le total est z�ero et le nombre z�ero n'est pas dans

[2

k

; 2

k+1

).

Ainsi n 6= m et supposons que n > m sans perte de g�en�eralit�e. Le signe associ�e �a la puissance

2

n

est n�ecessairement positif pour que la somme (di��erence) des deux puissances soit positive.

Terminons la preuve en la s�eparant par cas.

� n � k � 1. Il est impossible de se retrouver dans l'intervalle [2

k

; 2

k+1

) en ajoutant une

puissance 2

m

�a 2

n

o�u m < n � k � 1 car

2

m

+ 2

n

< 2

k�1

+ 2

k�1

= 2

k

:

� n = k. Le signe de la deuxi�eme puissance doit être positif, s'il est n�egatif nous sortons

de l'intervalle. Le plus petit exposant que nous puissions prendre est I et si nous d�epassons

k � 1, nous sortons �a nouveau de l'intervalle. Tous ces exposants ont d�ej�a �et�e compt�es.
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� n = k+1. Le signe de la deuxi�eme puissance doit être n�egatif pour revenir dans l'intervalle.

�

A nouveau, les exposants disponibles vont de I �a k. Il n'y a pas d'exposant plus petit que I de

disponible et si nous allons au-del�a de k, nous sortons de l'intervalle. Nous devons cependant

nous arrêter �a k � 2, pour ne pas compter deux fois le même nombre. Car

2

k+1

� 2

k�1

= 4 � 2

k�1

� 2

k�1

= 3 � 2

k�1

= 2

k

+ 2

k�1

d�ej�a compt�e;

2

k+1

� 2

k

= 2

k

d�ej�a compt�e aussi.

Ainsi pour n = k + 1, toutes les possibilit�es ont �et�e compt�ees.

� n � k+2. Puisque m < n, m peut aller de I �a n� 1. Tous ces exposants sont trop petits

pour nous ramener dans l'intervalle [2

k

; 2

k+1

).

La preuve est maintenant compl�ete. �

Corollaire 6.2.1 Dans l'intervalle [2

k

; 2

k+1

); k = I + 1; :::; S � 1, il y a exactement 2(k � I)

coe�cients di��erents qui peuvent être exprim�es comme la somme ou la di��erence de deux

puissances de 2.

Preuve : Pour montrer l'exactitude de la formule, il su�t d'additioner le nombre de coe�-

cients se trouvant sur chaque ligne du th�eor�eme 6.2.1. La premi�ere en compte un, la deuxi�eme

en a, (k� 1)� I +1 = k� I. Il y en a (k� 2)� I +1 = k� I sur la troisi�eme ligne. Au total,

il y a 2(k � I) coe�cients. �

Le corollaire nous donne le nombre de coe�cients par intervalle. Pour connâ�tre combien il y

en a au total, nous faisons une somme sur les di��erents intervalles.

S�1

X

k=I+1

2(k � I) = 2

S�1

X

k=I+1

k � 2I(S � 1� (I + 1) + 1); (6.1)

= 2

�

S�1

X

k=1

k �

I

X

k=1

k

�

� 2I(S � I � 1);

= 2

�

S(S � 1)

2

�

I(I + 1)

2

�

� 2I(S � I � 1);

= (S

2

� S)� (I

2

+ I)� 2IS + 2I

2

+ 2I;

= S

2

� S + I

2

+ I � 2IS:
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Le th�eoreme 6.2.1 est valide seulement sur les intervalles [2

k

; 2

k+1

) pour les puissances k =

I + 1; :::; S � 1. Il faut donc consid�erer le premier et le dernier intervalle. Entre [2

I

; 2

I+1

), il

n'y a qu'un seul nombre 2

I

. Aucune preuve n'est n�ecessaire.

�

A partir de 2

S

et au-del�a, il faut

aussi compter certains coe�cients. Il s'agit uniquement de coe�cients de la forme 2

S

+ 2

k

avec k = I; I+1; :::; S. Tous ces exposants pour k sont accept�es, au total nous avons S�I+2

nouveaux coe�cients.

En additionnant la somme du nombre de coe�cients avec les derni�eres quantit�es d�enombr�ees,

nous trouvons la formule :

g(I; S) = (S

2

� S + I

2

+ I � 2IS) + (1) + (S � I + 2); (6.2)

= S

2

� 2IS + I

2

+ 3;

= (S � I)

2

+ 3:

Il faut tout multiplier par deux pour avoir l'ensemble des coe�cients positifs et n�egatifs.

Proposition 6.2.1 Le nombre de coe�cients de la forme �2

p

1

� 2

p

2

ou �2

p

1

, o�u p

1

et

p

2

2 [I; S] est donn�e par la formule suivante :

f(I; S) = 2(S � I)

2

+ 6: (6.3)

De plus, f(I; S) 2 O((S � I)

2

).

Preuve : La preuve de cette proposition d�ecoule directement du th�eor�eme 6.2.1 et du corol-

laire 6.2.1 ainsi que du d�eveloppement pr�ec�edent. �

Nous pouvions nous attendre �a une formule quadratique. Cependant tout ce raisonnement a

�et�e tr�es utile a�n de comprendre comment nous allons �enum�erer nos coe�cients avec l'algo-

rithme. De plus, poss�eder une formule exacte nous permettra de v�eri�er que notre programme

de recherche n'a oubli�e aucun coe�cient. Nous aurions pu trouver cette formule pour un

nombre � de puissances de 2. Cependant, l'analyse exacte, d�ej�a assez compliqu�ee dans le cas

o�u � = 2, aurait n�ecessit�e encore plus de calculs.
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6.2.2 Les recherche exhaustives pour des GCL

Nous e�ectuons une recherche exhaustive avec des m premiers qui se trouvent pr�es d'une

puissance de 2. Nous prenons m de la forme 2

e

�h; e 2 N, h > 0 et petit. Dans cette premi�ere

recherche, seuls les coe�cients r�epondant au crit�ere (5.4) sont admis.

m a M

8

Nombre de GCLM test�es

2

10

� 3 2

6

+ 2

5

S

4

= 0; 61335 78

2

11

� 9 2

7

+ 2

5

S

4

= 0; 63808 24

2

12

� 3 2

10

� 2

6

S

8

= 0,61243 134

2

13

� 1 2

9

� 2

3

S

7

= 0,61526 292

2

14

� 3 2

11

+ 2

7

S

6

= 0,59553 206

2

15

� 19 2

9

� 2

5

S

5

= 0,62596 56

2

16

� 15 2

9

� 2

6

S

5

= 0,56599 134

2

17

� 1 2

8

+ 2

6

S

8

= 0,60654 516

2

18

� 5 2

8

+ 2

7

S

8

= 0,63067 294

2

19

� 1 2

12

� 2

7

S

4

= 0,61317 652

2

20

� 3 2

14

� 2

10

S

6

= 0,65235 518

2

21

� 9 2

11

+ 2

4

S

8

= 0,63821 344

2

22

� 3 2

11

� 2

8

S

5

= 0,67191 654

2

23

� 15 2

19

+ 2

7

S

6

= 0,64322 456

2

24

� 3 2

22

� 2

13

S

7

= 0,57320 806

2

25

� 39 2

13

+ 2

6

S

6

= 0,65436 344

2

26

� 5 2

14

+ 2

7

S

3

= 0,64638 806

2

27

� 39 2

14

� 2

11

S

7

= 0,60230 518

2

28

� 57 2

14

� 2

10

S

6

= 0,62749 518

2

29

� 3 2

23

+ 2

8

S

5

= 0,58805 1256

2

30

� 35 2

20

+ 2

15

S

7

= 0,63630 654

2

31

� 1 2

16

+ 2

11

S

2

= 0,63942 1804

2

60

� 93 2

39

� 2

29

S

8

= 0; 63816 4238

2

61

� 1 2

38

� 2

28

S

8

= 0; 42765 7204

2

62

� 57 2

50

+ 2

31

S

5

= 0,60936 5208

2

63

� 25 2

39

� 2

23

S

7

= 0,62100 5624

2

64

� 59 2

37

� 2

29

S

6

= 0,62093 5414

Tableau 6.2: Recherches exhaustives pour des GCLM avec a = �2

p

1

� 2

p

2

La premi�ere colonne donne les valeurs de m pour lesquelles nous avons fait des recherches.

Les h correspondent aux plus petites valeurs pour que le m form�e soit un nombre premier. La

deuxi�eme colonne fournit la valeur de a ayant r�eussi le mieux au test spectral.

�

A la troisi�eme
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colonne, nous retrouvons les r�esultats au test spectral. Le crit�ere M

8

(2.22) indique que nous

avons e�ectu�e le test spectral jusqu'en dimension 8 et S

T

pr�ecise dans quelle dimension le

g�en�erateur a �et�e le moins bien performant. En�n, la derni�ere colonne �etablit combien de

g�en�erateurs nous avons test�es pour chacun des m avant d'arriver au a optimal.

Wu [44] a pr�esent�e quatre GCLM dont deux avec m = 2

31

�1 et deux autres avec m = 2

61

�1.

Nous les avons d�ecrits �a la section 3.4. Nous supposons qu'il s'agit des meilleurs r�esultats qu'il

a obtenus. Pourm = 2

31

�1, nous arrivons au même r�esultat comme vainqueur au test spectral

pour M

8

. Cependant, le deuxi�eme meilleur coe�cient est 2

21

� 2

15

avec M

8

= S

7

= 0,60650

alors que Wu arrivait �a 0,57386 avec a = �2

16

� 2

11

. Pour m = 2

61

� 1, nous arrivons aussi

�a de meilleurs r�esultats, toujours en ce qui a trait au test spectral, avec a = 2

38

� 2

28

et

M

8

= S

8

= 0,42765. Le deuxi�eme est a = 2

38

+ 2

28

avec M

8

= S

6

= 0,41687. Le meilleur

r�esultat de Wu �etait 0,37807 avec a = 2

42

� 2

31

.

Tous les m poss�edent au moins un coe�cient qui produit un M

8

oscillant autour de 0,6, sauf

pour m = 2

61

� 1. Comme nous l'avons vu lorsque h = 1, la multiplication du coe�cient

avec x

n�1

suivie de l'op�eration mod revient �a un �echange de blocs de bits. Cette grande

simplicit�e dans l'op�eration est peut-être l'explication de ce moins bon r�esultat au test spectral.

Cependant, il existe d'autres m avec h = 1, par exemple m = 2

31

� 1 ou m = 2

19

� 1, pour

lesquels le r�esultat du test spectral est tr�es bon. Lorsqu'il n'y a aucune restriction sur le

coe�cient, il est possible de trouver un g�en�erateur avec m = 2

61

� 1, qui r�epond bien au test

spectral [23].

Cette recherche exhaustive nous permet de conclure que de fa�con g�en�erale, il est possible de

trouver des coe�cients du type �2

p

1

� 2

p

2

qui produisent un bon g�en�erateur selon le test

spectral, mais ceci n'est pas une loi absolue. Il s'agit de r�esultats exp�erimentaux, nous n'avons

pas d�eriv�e cette conclusion de th�eor�emes.

6.2.3 Une recherche exhaustive pour des GRM

Est-il possible de faire des recherches exhaustives de GRM utiles, c'est-�a-dire d'ordre sup�erieur

�a 5 ? Par exemple, pour m = 2

31

� 1, il y a 1806 coe�cients pour un GCLM. Ainsi, pour un
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GRM d'ordre 5 avec le même module, nous aurions autour de 2� 10

16

g�en�erateurs �a tester.

Sachant que tester les 1806 g�en�erateurs pour le GCLM a requis 2 secondes, il en prendrait

approximativement 2� 10

13

secondes, ce qui correspond environ �a 7000 si�ecles !

Ainsi, la recherche exhaustive n'est pas envisageable, même si nous r�eduisons de beaucoup la

taille de notre espace de recherche par rapport aux recherches traditionnelles, qui consid�erent

tous les a tels que 0 < a < m.

6.3 La recherche al�eatoire

6.3.1 Les g�en�erateurs r�ecursifs multiples

La technique dont nous nous servons pour d�eterminer le nombre minimum de coe�cients

non nuls consiste �a �xer tous les coe�cients �a deux ou trois puissances de 2, puis �a diminuer

graduellement le nombre de puissances permises par coe�cient.

�

A un certain moment, les

r�esultats obtenus au test spectral se sont assez d�egrad�es pour que les g�en�erateurs trouv�es ne

puissent être convenablement consid�er�es comme bons et ceci nous fournit une borne sur le

nombre minimal de puissances de 2. Nous proposons plusieurs g�en�erateurs ayant un nombre

de puissances de 2 �egal �a la borne ou l�eg�erement au-dessus. Nous savons que, plus il y aura

de puissances de 2, plus les calculs sont longs.

Les recherches se basent sur les r�esultats par rapport �a M

16

, c'est-�a-dire qu'on �evalue le

g�en�erateur jusqu'en dimension 16, �equation (2.22). De fa�con g�en�erale, lorsqu'un g�en�erateur

est bon jusqu'en dimension 16, il se comporte assez bien aussi en plus grandes dimensions,

mais ce n'est pas une loi absolue. Limiter notre recherche en dimension 16 avait comme unique

but de diminuer le temps de la recherche individuelle pour tester un plus grand nombre de

g�en�erateurs. Une fois que nous avons un bon g�en�erateur suivant M

16

, nous e�ectuons, bien

sûr, le test spectral en plus grandes dimensions pour nous assurer de la bonne performance

globale du g�en�erateur au test spectral. Pour les g�en�erateurs list�es, nous donnons aussiM

max

.

La valeur max est la plus grande dimension pour laquelle nous pouvons encore e�ectuer le

test spectral. Elle varie car pour certains g�en�erateurs, l'�evaluation du test spectral en plus
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grandes dimensions est plus ardue.

Les GRM d'ordre 5

Nous d�ebutons nos recherches par des GRM d'ordre 5. La variable � indique le nombre

maximal de puissances de 2 permises pour une recherche donn�ee. Nous commen�cons avec

trois puissances, puis nous nous limitons �a deux. En�n, nous testons plusieurs con�gurations

avec un nombre minimal de puissances.

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 1 a

1

= �2

18

+ 2

15

; a

2

= �2

28

� 2

5

+ 2

3

; S

16

= 0,63972 � � 2

155

a

3

= �2

19

+ 2

15

+ 2

10

; a

4

= 2

26

� 2

17

; M

42

= S

31

= 0,58171

a

5

= 2

24

+ 2

17

� 2

10

2

31

� 1 a

1

= 2

27

� 2

8

+ 2

2

; a

2

= 2

25

� 2

8

+ 2

4

; S

10

= 0,63303 � � 2

155

a

3

= �2

15

� 2

7

� 2

3

; a

4

= 2

22

� 2

17

� 2

12

; M

41

= S

37

= 0,61813

a

5

= 2

27

� 2

21

� 2

15

2

31

� 61 a

1

= 2

18

� 2

12

+ 2

7

; a

2

= �2

25

+ 2

8

+ 2

2

; S

11

= 0,61139 � � 2

155

a

3

= �2

25

+ 2

9

; a

4

= 2

19

+ 2

11

; a

5

= 2

24

+ 2

14

M

39

= S

20

= 0,55137

Tableau 6.3: Liste des meilleurs GRM avec k = 5 et � = 3

Avec � = 3, les recherches sont extrêmement simples. Il existe une grande quantit�e de g�en�era-

teurs ayant M

16

> 0,55. Cependant, avec trois puissances de 2 par coe�cients, nous nous

doutons que la vitesse de ces g�en�erateurs n'est pas avantageuse. Les r�esultats obtenus au test

spectral servent de point de comparaison avec les r�esultats obtenus pour � = 2.

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 1 a

1

= �2

28

+ 2

17

; a

2

= 2

23

+ 2

20

; a

3

= 2

15

+ 2

4

; S

12

= 0,60681 � � 2

155

a

4

= �2

10

+ 2

5

; a

5

= 2

20

� 2

9

M

44

= S

24

= 0,57480

2

31

� 1 a

1

= �2

26

+ 2

9

; a

2

= �2

26

� 2

11

; a

3

= 2

18

+ 2

3

; S

11

= 0,60673 � � 2

155

a

4

= �2

21

+ 2

19

; a

5

= �2

24

� 2

13

M

40

= S

11

2

31

� 61 a

1

= 2

25

� 2

6

; a

2

= �2

25

+ 2

11

; a

3

= �2

22

� 2

18

; S

6

= 0,58582 � � 2

155

a

4

= �2

15

+ 2

12

; a

5

= 2

22

+ 1 M

40

= S

6

Tableau 6.4: Liste des meilleurs GRM avec k = 5 et � = 2
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Pour � = 2, les recherches commencent d�ej�a �a être plus ardues. Le nombre de g�en�erateurs

ayant M

16

> 0,55 d�ecrô�t consid�erablement par rapport �a � = 3. Toutefois, quelques g�en�era-

teurs sont retenus et nous pouvons commencer �a esp�erer que leur vitesse est bonne. Pour la

recherche suivante, nous voulons que le nombre de puissances de 2 soit minimial en conservant

des r�esultats acceptables au test spectral.

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 1 a

1

= 2

7

� 1; a

2

= 2

12

+ 2

2

; a

3

= �2

21

� 1; S

7

= 0,46138 � � 2

155

a

4

= 2

26

; a

5

= 2

16

+ 2

4

M

41

= S

7

2

31

� 1 a

1

= �2

16

; a

2

= �2

22

� 2

2

; a

3

= �2

26

� 2; S

6

= 0,45615 � � 2

155

a

4

= 2

11

; a

5

= �2

20

� 2

8

+ 2 M

39

= S

6

2

31

� 1 a

1

= 2

24

+ 2

5

; a

2

= 2

16

; a

3

= �2

11

; S

6

= 0,44854 � � 2

155

a

4

= �2

28

; a

5

= �2

21

+ 2

8

M

41

= S

6

2

31

� 1 a

1

= �2

24

+ 2; a

2

= 0; a

3

= �2

18

; S

6

= 0,21735 � � 2

155

a

4

= �2

4

; a

5

= 2

11

� 1 M

40

= S

6

2

31

� 1 a

1

= 2

24

� 1; a

2

= 0; a

3

= 2

14

; S

6

= 0,18783 � � 2

155

a

4

= 2

19

; a

5

= �2

8

� 1 M

42

= S

6

2

31

� 61 a

1

= �2

25

+ 2; a

2

= �2

18

; a

3

= 2

6

; S

6

= 0,44829 � � 2

155

a

4

= �2

14

; a

5

= �2

23

+ 2

10

M

40

= S

6

Tableau 6.5: Liste des meilleurs GRM avec k = 5 et un nombre minimal de puissances de 2

Dans le dernier tableau, nous remarquons que les valeurs de M

16

se situent soit pr�es de 0,45,

ou plus bas, autour de 0,2. Pour conserver une valeur de M

16

au-del�a de 0,4, nous devons

absolument, d'apr�es les recherches e�ectu�ees, admettre jusqu'�a six puissances de 2 parmi les

coe�cients pour l'ensemble d'un g�en�erateur. Rappelons que S

t

(2.21) donne un rapport et

non la v�eritable distance entre les hyperplans. Ainsi, un S

t

de 0,4 par rapport �a 0,2 indique

que la plus petite distance entre les hyperplans est deux fois plus grande dans le cas o�u

S

t

=0,2. Lorsque nous avons un GRM d'ordre 5 ou d'un ordre sup�erieur, le nombre de points

formant les hyperplans est tellement grand qu'un facteur de 2 entre les valeurs de S

t

n'est

pas tellement d�esastreux. Cependant nous ne pouvons pas utiliser cet argument ind�e�niment,

S

t

= 0,1 indiquerait seulement une distance deux fois plus grande que S

t

= 0,2 et ainsi de

suite. Une bonne valeur au test spectral demeure environ 0,6, et c'est ce que r�eussissent �a

accomplir les meilleurs g�en�erateurs ne poss�edant aucune contrainte quant aux coe�cients.
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Nous avons tent�e de diminuer le nombre de puissances de 2 �a moins de six pour l'ensemble des

coe�cients. Suite �a cette diminution,M

16

se situe autour de 0; 2, ce qui demeure raisonnable.

Nous avons essay�e de diminuer encore plus le nombre de puissances de 2 pr�esentes. Cette

derni�ere diminution ne donne pas de bons r�esultats. La valeur M

16

chute en bas de 0,05.

Cette valeur est trop faible et les g�en�erateurs qui la produisent ne peuvent être consid�er�es.

Nous avons test�e di��erentes con�gurations pour les puissances de 2. Mais tester toutes les

possibilit�es est trop long. Par exemple, dans la cas o�u nous avons �a donner quatre puissances

de 2 �a 5 coe�cients en permettant les r�ep�etitions. Ceci est �egal �a

P (5; 4) =

5!

(5� 4)!

= 120:

De plus, il est permis que certains coe�cients aient une puissance de 2 plus (ou moins) 1 ou

2. Ceci ajoute encore aux possibilit�es. Une des contraintes est que a

k

6= 0, o�u k est l'ordre du

g�en�erateur, pour que les conditions de p�eriodes maximales soient respect�ees, mais le nombre

de possibilit�es demeure tr�es grand.

Lorsque les g�en�erateurs pr�esentent de mauvais r�esultats au test spectral, le probl�eme se situe

habituellement en petites dimensions, soit d'une �a trois dimensions au-del�a de l'ordre du

g�en�erateur. Nous ne pouvons conclure que pour tous les g�en�erateurs probl�ematiques seules

les petites dimensions sont en cause, mais les recherches tendent �a d�emontrer que les petites

dimensions sont les plus discriminantes. Pour illustrer ceci, voici les r�esultats au test spectral

du g�en�erateur :

x

n

=

�

� 2

15

x

n�1

+ 2

23

x

n�3

� 2x

n�4

+ (�2

8

� 1)x

n�5

�

mod (2

31

� 1):
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t d

t

S

t

6 1,192E-7 0,10873

7 1,861E-6 0,08622

8 1,360E-5 0,07644

9 1,360E-5 0,32853

10 2,752E-5 0,51992

11 5,654E-5 0,65319

12 2,230E-4 0,36381

13 3,782E-4 0,41654

14 4,036E-4 0,68781

15 6,979E-4 0,64862

16 1,128E-3 0,61435

Tableau 6.6: Test spectral d�emontrant les lacunes d'un g�en�erateur en petites dimensions

Les GRM d'ordre 6

Pour les GRM d'ordre 6, nous proc�edons de la même mani�ere qu'avec les GRM d'ordre 5.

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

6

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 1 a

1

= �2

22

+ 2

14

+ 2

10

; a

2

= 2

26

� 2

9

� 2

5

; S

8

= 0,64259 � � 2

186

a

3

= 2

14

; a

4

= 2

31

+ 2

26

+ 2

17

; M

41

= S

23

=0,52684

a

5

= �2

27

+ 2

20

+ 2

9

; a

6

= �2

30

+ 2

22

+ 2

16

2

31

� 1 a

1

= �2

20

� 2

18

; a

2

= 2

23

+ 2

19

� 2

17

; S

12

= 0,63307 � � 2

186

a

3

= 2

6

� 2

4

; a

4

= �2

28

+ 2

18

; M

40

= S

22

= 0,55533

a

5

= 2

20

+ 2

10

; a

6

= 2

23

+ 2

13

� 2

4

2

31

� 1 a

1

= 2

29

� 2

14

� 2

11

; a

2

= 2

25

� 2

8

+ 2

4

; S

13

= 0,63089 � � 2

186

a

3

= 2

24

� 2

2

; a

4

= 2

22

� 2

17

� 2

12

; M

43

= S

19

= 0,57029

a

5

= 2

23

+ 2

21

+ 2

10

; a

6

= 2

29

+ 2

3

2

31

� 1 a

1

= 2

24

+ 2

22

� 2

3

; a

2

= 2

28

+ 2

26

; S

12

= 0,62643 � � 2

186

a

3

= �2

17

+ 2

15

� 2

13

; a

4

= �2

25

� 2

11

+ 1; M

41

= S

19

= 0,53517

a

5

= 2

21

+ 2

16

� 2

14

; a

6

= 2

8

+ 2

6

� 2

2

Tableau 6.7: Liste des meilleurs GRM avec k = 6 et � = 3

Tout comme pour k = 5, il est tr�es facile de trouver de bons g�en�erateurs, par rapport au

crit�ere M

16

, lorsque � = 3.
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m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

6

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 1 a

1

= 2

17

+ 2

4

; a

2

= 2

26

+ 2

22

; S

10

= 0,62058 � � 2

186

a

3

= 2

13

� 2

10

; a

4

= �2

26

+ 2

5

; M

40

= S

18

= 0,47213

a

4

= 2

24

� 2

21

; a

6

= �2

23

+ 2

9

2

31

� 1 a

1

= �2

24

� 2

16

; a

2

= 2

20

� 2

13

; S

8

= 0,61172 � � 2

186

a

3

= �2

27

� 2

10

; a

4

= �2

10

� 2

7

; M

41

= S

31

= 0,55552

a

5

= �2

25

+ 2

4

; a

6

= �2

25

+ 2

20

2

31

� 1 a

1

= 2

23

+ 2

16

; a

2

= 2

19

� 2

12

; S

14

= 0,59149 � � 2

186

a

3

= 2

27

+ 2

15

; a

4

= �2

10

� 2

7

; M

40

= S

14

a

5

= �2

4

� 1; a

6

= 2

27

+ 2

16

Tableau 6.8: Liste des meilleurs GRM avec k = 6 et � = 2

Pour � = 2, nous remarquons que les r�esultats ne se d�egradent pas de fa�con signi�cative.

Les bons g�en�erateurs sont plus rares, mais en cherchant un peu, nous arrivons encore �a en

trouver quelques-uns satisfaisant nos exigences.

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

6

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 1 a

1

= 2

13

� 2; a

2

= 2

28

; a

3

= �2

17

; S

7

= 0,50395 � � 2

186

a

4

= 2

8

; a

5

� 2

20

; a

6

= 2

23

� 2

6

M

42

= S

7

2

31

� 1 a

1

= �2

24

� 2

5

; a

2

= 2

8

; a

3

= �2

20

; S

7

= 0,50390 � � 2

186

a

4

= 2

24

; a

5

= �2

13

; a

6

= 2

28

+ 2

15

M

41

= S

7

2

31

� 1 a

1

= 2

27

� 2

9

; a

2

= �2

13

; a

3

= 2

18

; S

7

= 0,50098 � � 2

186

a

4

= �2

5

; a

5

= �2

27

; a

6

= 2

23

� 2

19

M

41

= S

7

2

31

� 1 a

1

= �2

23

; a

2

= �2

9

; a

3

= �2

13

; S

8

= 0,32100 � � 2

186

a

4

= �2

28

; a

5

= 2

18

; a

6

= �2

4

+ 2 M

41

= S

8

2

31

� 1 a

1

= �2

21

� 1; a

2

= �2

12

; a

3

= 2

16

; S

7

= 0,21216 � � 2

186

a

4

= 0; a

5

= 2

7

; a

6

= �2

27

+ 1 M

41

= S

7

Tableau 6.9: Liste des meilleurs GRM avec k = 6 et un nombre minimal de puissances de 2

�

A nouveau, comme pour k = 5, nous listons les g�en�erateurs ayant un M

16

sup�erieur �a 0,4.

Pour produire unM

16

> 0,4, le g�en�erateur doit poss�eder au moins sept puissances de 2, selon

les r�esultats obtenus.

Cependant, une valeur inf�erieure �a 0,4 n'est pas n�ecessairement mauvaise dans le cas d'un

GRM d'ordre 6. Pour un M

16

se situant autour de 0,3, nous avons quelques g�en�erateurs,
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nous n'en avons list�e qu'un seul. Il contient six puissances de 2. Lorsque nous imposons �a

un des coe�cients d'être �a z�ero, alors M

16

chute environ �a 0,2. Le dernier g�en�erateur du

tableau pr�ec�edent poss�ede cinq puissances de 2. Les g�en�erateurs produisant une valeur de

M

16

d'environ 0,2 �etaient aussi assez nombreux.

D�ej�a avec un seul coe�cient �a z�ero, nous commen�cons �a avoir assez de di�cult�e �a trouver de

bons g�en�erateurs. La valeur de M

16

chute parfois �a moins de 0,1 lors de certaines recherches.

Nous n'avons donc pas impos�e qu'un autre coe�cient soit nul. Les r�esultats obtenus avec un

coe�cient �a z�ero laissent fortement pr�esager que les g�en�erateurs avec deux coe�cients nuls

ne sont pas bons au test spectral.

Les GRM d'ordre 7

Pour les GRM d'ordre 7, la d�emarche fut similaire �a celle pour les GRM d'ordre 5 et 6.

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

6

; a

7

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 19 a

1

= �2

27

� 2

13

; a

2

= 2

24

� 2

15

+ 2

12

; S

11

= 0,60951 � � 2

217

a

3

= 2

26

+ 2

10

+ 2

2

; a

4

= �2

17

+ 2

12

+ 2

5

; M

41

= S

11

a

5

= �2

18

; a

6

= �2

20

+ 2

13

+ 2

9

;

a

7

= �2

19

� 2

9

2

31

� 19 a

1

= �2

27

� 2

13

; a

2

= �2

16

+ 2

10

+ 2

6

; S

12

= 0,60868 � � 2

217

a

3

= 2

26

+ 2

10

+ 2

2

; a

4

= 2

23

� 2

21

� 2

8

; M

39

= S

23

= 0,60863

a

5

= �2

20

+ 2

12

� 2

6

; a

6

= �2

25

� 2

23

+ 2

10

;

a

7

= �2

22

� 2

18

2

31

� 61 a

1

= 2

25

+ 2

24

� 2

19

; a

2

= 2

25

� 2

20

� 2

6

; S

8

= 0,47693 � � 2

217

a

3

= �2

25

� 2

25

� 2

13

; a

4

= �2

22

� 2

18

+ 2

7

; M

40

= S

8

a

5

= 2

25

+ 2

10

+ 2

2

; a

6

= 2

24

� 2

17

� 2

14

;

a

7

= �2

24

+ 2

9

2

31

� 61 a

1

= 2

25

+ 2

24

� 2

19

; a

2

= 2

25

� 2

20

� 2

6

; S

8

= 0,47125 � � 2

217

a

3

= �2

25

� 2

25

� 2

13

; a

4

= �2

16

+ 2

10

+ 2

6

; M

36

= S

8

a

5

= 2

25

+ 2

10

+ 2

2

; a

6

= 2

24

� 2

17

� 2

14

;

a

7

= 2

23

� 2

12

Tableau 6.10: Liste des meilleurs GRM avec k = 7 et � = 3
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Nous remarquons que la tendance g�en�erale qui tendait �a s'imposer, �a savoir qu'avec � = 3,

il est facile de trouver de bons g�en�erateurs, avec M

16

> 0; 6, ne tient plus avec m = 2

31

� 61

et k = 7. Le probl�eme semble se situer en dimension 8. Tous les g�en�erateurs r�epertori�es

poss�edent un M

16

= S

8

. Nous avons test�e autour de 50000 g�en�erateurs et les 160 meilleurs

pr�esentent un M

16

= S

8

.

Comme explication, nous voyons deux possibilit�es : soit le crit�ere (5.4) est trop restrictif, soit

le probl�eme est plus profond et, peu importe les coe�cients, les g�en�erateurs avec m = 2

31

�61

et k = 7 sont mauvais. A�n de v�eri�er la derni�ere hypoth�ese, nous e�ectuons une recherche

sans aucune condition sur les a

i

; i = 1; :::; 7. Cette recherche nous permet de rejeter la derni�ere

hypoth�ese puisque nous trouvons une multitude de bons g�en�erateurs.

Nous donnons ici, en exemple, les r�esultats au test spectral pour un bon g�en�erateur avec

m = 2

31

� 61, k = 7 et

a

1

= 900929394; a

2

= �534251888; a

3

= �44746272; a

4

= 122986905;

a

5

= �541415841; a

6

= �429982915; a

7

= 352556536:

t d

t

S

t

8 7,022E-9 0,68804

9 5,185E-8 0,72739

10 3,065E-7 0,63499

11 1,087E-6 0,68316

12 3,161E-6 0,71472

13 8,435E-6 0,68493

14 1,844E-5 0,69904

15 3,961E-5 0,65117

16 7,321E-5 0,64529

Tableau 6.11: Test spectral pour un GRM d'ordre 7 avec m = 2

31

� 61

La condition (5.4) est-elle trop restrictive ? Avec m = 2

31

� 61 les bornes donn�ees par (5.4)

sont 6 et 25. Cela �elimine une grande quantit�e de coe�cients �elev�es. Rappelons que l'�equation

(2.25) donne une borne sur la valeur d

t

. Cette borne est particuli�erement utile pour d�emontrer

la mauvaise performance d'un g�en�erateur lorsque nous travaillons avec des coe�cients faibles.

Regardons ce qui se passe dans le cas pr�esent.
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k = 7 k = 7

t = 8 t = 8




8

= 2 


8

= 2

m = 2

31

� 61 m = 2

31

� 61

d

�

8

� 3; 416 � 10

�9

d

�

8

� 3; 416 � 10

�9

1=d

8

� 2; 6633 � 10

8

1=d

8

� 1; 7755 � 10

8

S

8

� 0; 909 S

8

� 0; 606

Tableau 6.12: Calcul de la borne sur d

t

pour m = 2

31

� 61 et 6 � p � 25

Dans la premi�ere colonne, nous supposons que chaque coe�cient est inf�erieur ou �egal �a 3(2

25

),

ce qui est toujours le cas. La borne sur S

8

trouv�ee est pr�es de 1. Dans la deuxi�eme colonne,

nous supposons que a � 2(2

25

). Ceci n'est pas toujours vrai dans le cas o�u nous permettons

trois puissances de 2 dans la repr�esentation du coe�cient. Cependant, cela est vrai pour le

cas o�u il n'y en aurait que deux. De plus, a = 3(2

25

) est un cas tr�es limite, et nous pouvons

supposer que la majorit�e des coe�cients sont inf�erieurs �a 3(2

25

). Ainsi, pour la deuxi�eme

colonne, nous trouvons S

8

� 0,606, cette valeur se d�emarque plus de 1. Cela nous laisse croire

que le probl�eme dans le cas o�u m = 2

31

� 61 et k = 7 est la trop grande restriction pos�ee par

l'�equation (5.4).

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

6

; a

7

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 19 a

1

= 2

26

+ 2; a

2

= �2

7

+ 2

5

; a

3

= 2

26

+ 2

6

; S

8

= 0,55326 � � 2

217

a

4

= 2

18

+ 2

8

; a

5

= 2

11

+ 2

5

; M

41

= S

8

a

6

= 2

26

+ 2

22

; a

7

= �2

18

� 2

15

2

31

� 19 a

1

= 2

26

+ 2; a

2

= �2

22

+ 2

8

; a

3

= 2

12

� 2

2

; S

9

= 0,55108 � � 2

217

a

4

= 2

24

+ 2

14

; a

5

= 2

26

� 2

6

; M

40

= S

9

a

6

= 2

26

+ 2

22

; a

7

= �2

18

� 2

15

2

31

� 61 a

1

= 2

25

+ 2

8

; a

2

= 2

22

+ 2

17

; S

8

= 0,32493 � � 2

217

a

3

= 2

25

� 2

20

; a

4

= 2

23

+ 2

13

; M

40

= S

8

a

5

= �2

7

� 2

2

; a

6

= 2

25

+ 2

11

; a

7

= 2

25

+ 2

6

2

31

� 61 a

1

= 2

25

+ 2

8

; a

2

= 2

22

+ 2

17

; S

8

= 0,32493 � � 2

217

a

3

= 2

25

� 2

20

; a

4

= 2

23

+ 2

13

; M

40

= S

8

a

5

= �2

7

� 2

2

; a

6

= 2

25

+ 2

11

; a

7

= �2

25

+ 2

2

Tableau 6.13: Liste des meilleurs GRM avec k = 7 et � = 2
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On remarque que les r�esultats ne sont pas exceptionnels pour m = 2

31

� 61 et � = 2, ce que

le calcul th�eorique avec la borne sur S

8

nous laissait entrevoir.

Pour un nombre minimal de puissances de 2, nous ne testons pas m = 2

31

� 61. Les r�esultats

avec � = 2 n'�etant d�ej�a pas satisfaisants, on se doute que moins de puissances fera baisser la

valeur de M

16

jusqu'�a ce qu'elle soit inacceptable. Nous refaisons le calcul de la borne sur S

8

en posant seulement une puissance de 2 par coe�cient. Nous trouvons,

1

d

8

� 8; 878 � 10

7

) S

8

� 0; 303:

Ainsi dans le meilleur des cas, nous pouvons avoir 0; 303. Cependant, comme notre but est

encore de r�eduire le nombre de puissances de 2 �a peut-être six, notre borne sera encore plus

faible. En conclusion, nous perdons notre temps �a explorer dans la direction de m = 2

31

�61.

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

6

; a

7

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 19 a

1

= 2

13

+ 1; a

2

= �2

22

; a

3

= 2

29

+ 1; S

11

= 0,54426 � � 2

217

a

4

= 2

17

� 2; a

5

= 2

6

+ 1; a

6

= 2

25

; M

41

= S

21

= 0,54191

a

7

= 2

18

� 2

10

2

31

� 19 a

1

= �2

6

� 1; a

2

= 2

24

� 2; a

3

= 2

12

� 1; S

9

= 0,43849 � � 2

217

a

4

= 2

28

; a

5

= �2

14

; a

6

= 2

20

+ 2; M

42

= S

9

a

7

= �2

16

� 2

10

2

31

� 19 a

1

= 2

25

� 1; a

2

= �2

11

; a

3

= 0; S

8

= 0,18131 � � 2

217

a

4

= 2

24

; a

5

= �2

20

; a

6

= 2

7

; M

41

= S

8

a

7

= �2

15

+ 2

2

31

� 19 a

1

= 2

25

� 1; a

2

= �2

11

; a

3

= 0; S

8

= 0,16218 � � 2

217

a

4

= �2

5

; a

5

= �2

20

; a

6

= �2

16

; M

41

= S

8

a

7

= �2

13

2

31

� 19 a

1

= �2

12

; a

2

= �2

20

; a

3

= 2

14

; S

8

= 0,16218 � � 2

217

a

4

= 0; a

5

= 2

25

; a

6

= �2

6

; M

41

= S

8

a

7

= 2

4

+ 1

Tableau 6.14: Liste des meilleurs GRM avec k = 7 et un nombre minimal de puissances de 2

Nous remarquons qu'il n'y a presque pas de di��erence au niveau de M

16

pour les g�en�erateurs

o�u � = 2 et le premier g�en�erateur pr�esent�e dans le tableau ci-dessus. Les coe�cients de ce

premier g�en�erateur ne sont pas des puissances de 2 simples. Pratiquement tous les coe�cients

sont de la forme �2

p

1

�1 ou 2. Lorsque nous d�esirons qu'un des coe�cients soit nul et que les
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autres coe�cients soient seulement des puissances de 2 ou presque, les r�esultats sont moins

bons. Nous trouvons plusieurs g�en�erateurs avec un M

16

tournant autour de 0,18. Lorsque

nous imposons �a un autre coe�cient d'être nul, les r�esultats deviennent inacceptables.

Les GRM d'ordre 8

Il est int�eressant de pouvoir comparer les r�esultats obtenus avec k = 8 �a ceux obtenus par

Wu dans [45]. Nous commen�cons par faire nos recherches avec � = 3 comme dans les cas

pr�ec�edents.

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

6

; a

7

; a

8

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 1 a

1

= 2

31

� 2

24

+ 2

14

; a

2

= 2

14

� 2

7

; S

12

= 0,63540 � � 2

248

a

3

= 2

19

+ 2

18

� 2

16

; a

4

= 2

31

+ 2

11

+ 2

3

; M

40

= S

31

= 0; 58331

a

5

= �2

24

+ 2

19

� 2

3

; a

6

= 2

27

� 2

23

� 2

19

;

a

7

= �2

24

+ 2

16

+ 2

10

; a

8

= �2

28

� 2

25

� 2

3

2

31

� 1 a

1

= �2

18

+ 2

12

+ 2

7

; a

2

= 2

28

+ 2

5

+ 2

2

; S

11

= 0,63017 � � 2

248

a

3

= 2

22

+ 2

7

+ 2

5

; a

4

= �2

19

+ 2

8

� 2; M

39

= S

25

= 0; 60711

a

5

= 2

12

� 2

9

� 2

6

; a

6

= 2

17

+ 2

12

� 2;

a

7

= 2

30

� 2

27

; a

8

= 2

26

� 2

24

� 2

16

Tableau 6.15: Liste des meilleurs GRM avec k = 8 et � = 3

On trouve facilement de bons g�en�erateurs. Ceci ne constitue pas une grande surprise puisque

pour m = 2

31

� 1, la condition (5.4) n'est pas restrictive.

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

6

; a

7

; a

8

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 1 a

1

= �2

19

+ 2

9

; a

2

= 2

28

+ 2

15

; S

9

= 0,59292 � � 2

248

a

3

= �2

11

� 2

5

; a

4

= 2

14

+ 2

9

; M

34

= S

22

= 0,50465

a

5

= 2

31

� 2

13

; a

6

= 2

24

+ 2

22

;

a

7

= 2

16

+ 2

4

; a

8

= 2

22

� 2

5

2

31

� 1 a

1

= 2

17

+ 2

12

; a

2

= 2

20

+ 2

12

; S

11

= 0,57073 � � 2

248

a

3

= �2

24

� 2

16

; a

4

= 2

24

+ 2

5

; M

38

= S

11

a

5

= �2

25

+ 2

2

; a

6

= 2

28

+ 2

15

;

a

7

= �2

10

� 2

7

; a

8

= �2

21

+ 2

7

Tableau 6.16: Liste des meilleurs GRM avec k = 8 et � = 2
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Nous trouvons de bons g�en�erateurs et ils sont meilleurs que ceux cit�es dans [45]. Regardons

ce que nous pouvons faire en tentant de r�eduire le nombre total de puissances de 2.

m a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a

5

; a

6

; a

7

; a

8

M

16

;M

max

P�eriode

2

31

� 1 a

1

= �2

11

+ 2; a

2

= �2

4

; a

3

= �2

15

+ 2

2

; S

9

= 0,46595 � � 2

248

a

4

= 2

27

� 2; a

5

= 2

8

+ 2

2

; a

6

= 2

21

� 1; M

40

= S

9

a

7

= �2

25

; a

8

= 2

30

� 2

17

2

31

� 1 a

1

= �2

11

+ 2; a

2

= �2

4

; a

3

= �2

15

+ 2

2

; S

9

= 0,46595 � � 2

248

a

4

= �2

28

+ 2; a

5

= 2

8

+ 2

2

; a

6

= 2

21

� 1; M

41

= S

9

a

7

= �2

25

; a

8

= 2

30

� 2

17

2

31

� 1 a

1

= �2

4

; a

2

= 0; a

3

= 2

15

; a

4

= 2

12

; S

9

= 0,23295 � � 2

248

a

5

= 2

22

; a

6

= 2

9

; a

7

=; 2

27

a

8

= 2

18

� 2 M

41

= S

9

2

31

� 1 a

1

= �2

24

; a

2

= �2

19

; a

3

= 2

5

; a

4

= �2

12

; S

9

= 0,23295 � � 2

248

a

4

= �2

12

; a

5

= 0; a

6

= �2

26

; a

7

= 2

17

; M

39

= S

9

a

8

= 2

8

� 1

Tableau 6.17: Liste des meilleurs GRM avec k = 8 et un nombre minimal de puissances de 2

Nous observons beaucoup de variance entre le M

16

des meilleurs g�en�erateurs. Des recherches

plus longues auraient peut-être permis de faire ressortir de meilleurs g�en�erateurs. Tout comme

pour k = 5, 6 et 7, il a �et�e impossible d'imposer deux coe�cients �a z�ero sans faire chuter M

16

et S

9

en dessous de 0,1.

6.3.2 Les g�en�erateurs r�ecursifs multiples combin�es

Pour les g�en�erateurs combin�es, nous n'e�ectuons pas exactement la même d�emarche que pour

les non combin�es. Nous d�ebutons imm�ediatement avec un nombre tr�es r�eduit de puissances de

2. Les g�en�erateurs combin�es, comme nous l'avons vu au chapitre 2, sont approximativement

�equivalents �a des GRM. Ainsi des coe�cients tr�es simples, c'est-�a-dire des coe�cients nuls ou

compos�es d'une seule puissance de 2, dans les composantes du g�en�erateur combin�e, peuvent

produire des coe�cients, dans le GRM non combin�e �equivalent, o�u une structure simple est

absente. Nous d�ebutons par lister de bons GRM combin�es ayant un M

16

sup�erieur �a 0,5.
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Les GRM combin�es d'ordre 3

Une condition n�ecessaire pour avoir une p�eriode maximale est qu'au moins deux coe�cients

soient non nuls, dont l'un d'eux est a

k

o�u k est l'ordre du g�en�erateur. Ceci nous oblige �a

ne �xer qu'un seul coe�cient �a z�ero. Pour les deux autres, nous essayons d'avoir une seule

puissance de 2.

Composante 1 Composante 2 Combinaison M

16

;M

max

m

1

= 2

31

� 1 m

2

= 2

31

� 21069 m = 4611640770946945613 S

10

= 0,60159

a

11

= 0 a

21

= 2

15

a

1

= 4341088847531259234 M

48

= S

10

a

12

= 2

22

a

22

= 0 a

2

= 2349160800583431525

a

13

= 2

7

+ 1 a

23

= 2

15

+ 1 a

3

= 3927818590467337243

� � 2

185

m

1

= 2

31

� 1 m

1

= 2

31

� 19 m = 4611685975477714963 S

12

= 0,60578

a

11

= �2

16

a

21

= 0 a

1

= 512417371580141115 M

41

= S

18

= 0,54075

a

12

= 0 a

22

= 2

14

a

2

= 3586868824503337885

a

13

= �2

9

� 2 a

23

= 2

22

� 1 a

3

= 2818753001731361830

� � 2

185

m

1

= 2

31

� 1 m

1

= 2

31

� 19 m = 4611685975477714963 S

13

= 0,62621

a

11

= 0 a

21

= 2

7

a

1

= 4099276437917852568 M

42

= S

17

= 0,56948

a

12

= 2

19

a

22

= 0 a

2

= 512347002836586043

a

13

= 2

4

� 2 a

23

= �2

19

� 1 a

3

= 4355418647277921199

� � 2

185

m

1

= 2

31

� 1 m

1

= 2

31

� 19 m = 4611685975477714963 S

5

= 0,59340

a

11

= 0 a

21

= 2

17

a

1

= 1024834743160413302 M

41

= S

17

= 0,57688

a

12

= 2

14

a

22

= 0 a

2

= 1024817150974393462

a

13

= �2

26

+ 1 a

23

= 2

11

a

3

= 264211419898751547

� � 2

185

Tableau 6.18: Liste des meilleurs GRM combin�es avec k = 3, J = 2

Le premier g�en�erateur du tableau ci-dessus est celui propos�e dans [33]. On se souvient que

pour m = 2

31

� 61 et k = 7, le fait que h = 61 soit si grand in
uen�cait grandement les

r�esultats obtenus, les possibilit�es pour les coe�cients �etaient trop r�eduites et cela produisait

de mauvais r�esultats. Toutefois, dans le cas du premier g�en�erateur du tableau ci-dessus, nous

avons h = 21069 pour la deuxi�eme composante. Selon la condition (5.4), la seule puissance

que nous pouvons accepter est 2

15

. C'est extrêmement restrictif. Cependant, nous arrivons
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tr�es facilement �a trouver de bons g�en�erateurs malgr�e la contrainte. C'est le grand avantage

des GRM combin�es par rapport aux non combin�es.

Nous avons essay�e de trouver des g�en�erateurs avec encore moins de puissances de 2 pour

l'ensemble des coe�cients. Nos recherches sont demeur�ees infructueuses.

Nous pr�esentons des GRM combin�es d'ordre 3, mais o�u le g�en�erateur combin�e est cr�e�e �a partir

de trois composantes.

Composante 1 Composante 2 Composante 3 Combinaison

m

1

= 2

31

� 1 m

2

= 2

31

� 19 m

3

= 2

31

� 61 m = 9903519940736477367306812281

a

11

= 2

11

a

21

= 0 a

31

= �2

27

a

1

= 1750115157828288066006553247

a

12

= 0 a

22

= 2

15

a

32

= 2

20

a

2

= 4946521731768969301170206360

a

13

= 2

19

� 1 a

23

= 2

17

a

33

= 2 a

3

= 7617589859220889516933869512

� � 2

264

M

16

= S

6

= 0,62951

M

33

= S

25

= 0,59746

m

1

= 2

31

� 1 m

2

= 2

31

� 19 m

3

= 2

31

� 61 m = 9903519940736477367306812281

a

11

= 2

4

a

21

= 0 a

31

= 2

19

a

1

= 3028696475800806166906935403

a

12

= 0 a

22

= �2

25

a

32

= �2

11

a

2

= 5334481560231371458121539109

a

13

= �2

26

+ 1 a

23

= 2

7

a

33

= 2 a

3

= 5822616367161718382353471571

� � 2

264

M

16

= S

12

= 0,61745

M

33

= S

19

= 0,58621

m

1

= 2

31

� 1 m

2

= 2

31

� 19 m

3

= 2

31

� 61 m = 9903519940736477367306812281

a

11

= 2

31

a

21

= 0 a

31

= 2

16

a

1

= 3802899137737555467129033530

a

12

= 0 a

22

= �2

5

a

32

= 2

22

a

2

= 5271405062359540407351672183

a

13

= �2

17

+ 1 a

23

= �2

25

a

33

= 2 a

3

= 4471197983010286926354732458

� � 2

264

M

16

= S

10

= 0,61708

M

33

= S

19

= 0,56579

m

1

= 2

31

� 1 m

2

= 2

31

� 19 m

3

= 2

31

� 61 m = 9903519940736477367306812281

a

11

= 2

30

a

21

= 0 a

31

= 2

11

a

1

= 5328381929536502807581843932

a

12

= 0 a

22

= 2

23

a

32

= 2

9

a

2

= 1142259595126276477296318293

a

13

= 2

19

� 1 a

23

= 2

19

a

33

= 2 a

3

= 4630811605415871120976103555

� � 2

264

M

16

= S

11

= 0,61608

M

33

= S

20

= 0,57355

Tableau 6.19: Liste des meilleurs GRM combin�es avec k = 3, J = 3
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Les GRM combin�es d'ordre 4

Composante 1 Composante 2 Combinaison M

16

;M

max

m

1

= 2

31

� 1 m

2

= 2

31

� 19 m = 4611685975477714963 S

7

= 0,61852

a

11

= �1 a

21

= �2

23

a

1

= 3329661293603149154 M

33

= S

17

= 0,45844

a

12

= 2

19

a

22

= 0 a

2

= 512347002836586043

a

13

= 0 a

23

= �2

15

a

3

= 2049634301948754156

a

14

= �2

7

� 1 a

24

= �2

11

a

4

= 2818252311624096871

� � 2

247

m

1

= 2

31

� 1 m

2

= 2

31

� 19 m = 4611685975477714963 S

8

= 0,61092

a

11

= �1 a

21

= 2

9

a

1

= 2305843048942141420 M

36

= S

18

= 0,58772

a

12

= �2

20

a

22

= 0 a

2

= 3586991969804542877

a

13

= 0 a

23

= �2

20

a

3

= 1024694005672123510

a

14

= �2

12

� 1 a

24

= �2

5

a

4

= 768614814219672011

� � 2

247

m

1

= 2

31

� 1 m

2

= 2

31

� 19 m = 4611685975477714963 S

15

= 0,58319

a

11

= �1 a

21

= 2

10

a

1

= 256204898702691840 M

31

= S

17

= 0,55765

a

12

= �2

13

a

22

= 0 a

2

= 4099277399990518232

a

13

= 0 a

23

= �2

20

a

3

= 1024694005672123510

a

14

= 2

23

+ 1 a

24

= 2

7

a

4

= 3329661308643923293

� � 2

247

m

1

= 2

31

� 1 m

2

= 2

31

� 19 m = 4611685975477714963 S

9

= 0,57570

a

11

= 1 a

21

= 2

9

a

1

= 2818252601534389346 M

38

= S

20

= 0,57184

a

12

= �2

22

a

22

= 0 a

2

= 512909952785026619

a

13

= 0 a

23

= �2

21

a

3

= 2049388011344247020

a

14

= �2

12

� 1 a

24

= 2

23

a

4

= 2819253829277576999

� � 2

247

Tableau 6.20: Liste des meilleurs GRM combin�es avec k = 4, J = 2

Pour les GRM combin�es d'ordre 4, tout comme ceux d'ordre 3, il nous a �et�e impossible de

�xer plus d'un coe�cient �a z�ero. Les coe�cients nuls dans les composantes du g�en�erateur

ont une in
uence importante dans le g�en�erateur non combin�e �equivalent. Pour k = 4 et deux

composantes, nous concluons que nous ne pouvons �xer plus d'un coe�cient �a z�ero, selon nos

recherches.
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6.4 L'analyse des r�esultats

Lorsque nous d�esirons faire des recherches de param�etres pour des g�en�erateurs, il faut penser

�a un crit�ere d'arrêt. Nous aurions pu tester une plus grande panoplie de m ou e�ectuer des

recherches plus longues, nous permettant peut-être de trouver un meilleur g�en�erateur qui

nous aurait �echapp�e jusqu'�a pr�esent. Le probl�eme est qu'il n'y a pratiquement pas de limite

au nombre de recherches. Nous estimons que les recherches faites dans le pr�esent chapitre

sont su�santes et atteignent les buts que nous nous �etions �x�es.

Nous proposons de bons g�en�erateurs avec quelques m di��erents. Nous regardons du côt�e des

GRM combin�es pour k = 3 et k = 4. Il est toujours possible d'avoir une plus grande p�eriode

mais plus elle est longue, plus l'ordre de notre g�en�erateur est grand ou plus il faut combiner

de g�en�erateurs. Dans les deux cas, le g�en�erateur est plus lent.

Nous remarquons que les GRM non combin�es avec des coe�cients simples donnent de moins

bons r�esultats, au test spectral, que les g�en�erateurs combin�es soumis �a peu pr�es aux mêmes

contraintes. Imposer plus d'un coe�cient �a z�ero, dans un g�en�erateur non combin�e ou dans

une composante d'un g�en�erateur combin�e, ne nous a jamais fourni de bons r�esultats.

Nous observons aussi que la valeur de h, provenant dem = 2

e

�h, a un impact assez grand sur

la qualit�e des r�esultats que nous obtenons avec ce m. Si h est trop grand, alors une certaine

partie des grandes puissances de 2 ne peuvent être utilis�ees, si nous respectons le crit�ere (5.4).

Dans le cas o�u m = 2

31

� 61, par exemple, il est pratiquement impossible de trouver de bons

g�en�erateurs.

6.4.1 Une nouvelle borne sur S

t

L'�equation (5.4) fournit des bornes inf�erieure et sup�erieure sur la valeur des exposants p

j

,

j = 1; :::; �, dans a = �2

p

1

� 2

p

2

� :::� 2

p

�

. La borne sup�erieure est donn�ee par

�

log

2

�

2

e

m=(h(m+ 1))

��

=

�

e� log

2

(h) + log

2

(m=(m+ 1))

�

: (6.4)

Cette borne, dans le cas o�u m est grand, est �equivalente �a

�

e� log

2

(h)

�

= e�

�

log

2

(h)

�

: (6.5)
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Si nous supposons que nos coe�cients sont form�es de � puissances de 2 alors

a

i

� �(2

e�blog

2

(h)c

); i = 1; :::; k; (6.6)

o�u k est l'ordre du g�en�erateur. L'�equation (2.25) peut s'�ecrire ainsi

1

d

t

�

�

1 +

k

X

i=1

a

2

i

�

1=2

: (6.7)

De même, nous pouvons �ecrire l'�equation (2.21)

S

t

� d

�

t

�

1 +

k

X

i=1

a

2

i

�

1=2

=

�

1 +

P

k

i=1

a

2

i

�

1=2




t

m

k=t

: (6.8)

Ce qui implique, en combinant (6.6) et (6.8), que

S

t

�

�

1 + k(�2

e�blog

2

(h)c

)

2

�

1=2




t

m

k=t

: (6.9)

Nous avons maintenant une formule g�en�erale qui donne en fonction de k, � et m = 2

e

� h,

une borne sup�erieure sur la valeur de S

t

.

Appliquons la nouvelle borne �a un exemple. Posons � = 1; k = 7; t = 8; e = 31, puis calculons

la borne avec di��erentes valeurs de h.

h S

t

�

1 19,41

16 1,213

64 0,3032

128 0,1516

1024 0,0185

Tableau 6.21: Exemple de calcul avec la nouvelle borne sur S

t

Nous remarquons que la borne sur S

t

est loin d'être serr�ee lorsque h est pr�es de 1. Mais d�ej�a

avec h = 64, la borne sur S

t

commence �a être beaucoup plus serr�ee et utile. Dans le cas o�u

h = 1024, nous voyons qu'il ne sert �a rien de faire une recherche pour un g�en�erateur, il serait

n�ecessairement mauvais au test spectral.
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6.4.2 Les m de la forme 2

e

+ h

Aucun g�en�erateur n'a �et�e pr�esent�e avec un m = 2

e

+ h, o�u h est petit. Il ne s'agit pas

d'un oubli. Rappelons que ce type de modules n'o�re pas vraiment d'avantage, sauf celui de

procurer un plus vaste �eventail de m. De plus, son principal d�esavantage est qu'il produit

une plus courte p�eriode qu'un m requerrant le même nombre de bits pour sa repr�esentation.

Comme nous trouvons de bons g�en�erateurs avec un m de la forme 2

e

� h, il n'a pas �et�e

n�ecessaire d'avoir recours �a ceux de la forme 2

e

+ h.

6.4.3 Les conclusions pr�eliminaires

Suite aux recherches e�ectu�ees, nous concluons que les GRM combin�es respectant (5.4) et

produisant de bons r�esultats au test spectral sont beaucoup plus nombreux que les GRM non

combin�es. Les r�esultats des g�en�erateurs combin�es ne semblent pas a�ect�es par la contrainte

(5.4) que nous leur imposons.

De plus, nous pouvons esp�erer que les GRM combin�es seront plus rapides, lorsqu'au chapitre

8, nous e�ectuons les tests de vitesse. Nous basons cette hypoth�ese sur le fait que nos GRM

d'ordre 6 poss�edent cinq coe�cients non nuls alors que nos GRM combin�es avec J = 2 et k = 3

poss�edent deux coe�cients nuls par composante. Cependant la combinaison des composantes

d'un g�en�erateur requiert un certain temps.

Il faut se m�e�er cependant des g�en�erateurs comptant peu de puissances de 2. Ils peuvent

cacher des probl�emes que le test spectral ne d�etecte pas, commme nous l'avons vu avec les

g�en�erateurs de Wu [44]. Les tests statistiques furent plus utiles que le test spectral pour

rejeter les g�en�erateurs de Wu [44].



Chapitre 7

Les tests statistiques e�ectu�es

Au chapitre 2, nous avons introduit la m�ethodologie des tests statistiques. Nous avons justi��e

la pr�esence des tests statistiques et nous avons pr�esent�e les �el�ements d'information qu'ils

apportent en plus. Au risque de nous r�ep�eter, nous rappelons l'hypoth�ese nulle H

0

�a tester :

�

les valeurs produites par le g�en�erateur peuvent être per�cues comme des variables al�eatoires

ind�ependantes suivant la loi U(0; 1)

�

.

Pour tous les tests statistiques pr�esent�es par la suite, nous pr�esentons la p-valeur, d�e�nie en

(2.26), correspond �a la probabilit�e, sous H

0

, que la statistique calcul�ee prenne une valeur

aussi grande que celle que nous observons. Dans ce m�emoire, comme dans [28], une p-valeur

inf�erieure �a 0,01 ou sup�erieure �a 0,99 sera consid�er�ee suspecte. Dans tous les r�esultats que

nous pr�esentons, lorsque nous indiquons �, cela veut dire que la p-valeur est inf�erieure �a 10

�15

et si nous inscrivons ��, alors la p-valeur est plus grande que 1 � 10

�15

. Pour des p-valeurs

aussi extrêmes, il sera clair que nous devons rejeter H

0

.

Dans ce chapitre, nous faisons passer quelques tests �a nos g�en�erateurs. Parmi ces tests, il y a

le test d'ind�ependance des bits, test pour lequel les g�en�erateurs de Wu se sont mals comport�es

et dont nous avons parl�e au chapitre 2. Les autres tests sont des tests bien connus dans la

litt�erature. Nous pr�econisons les tests qui travaillent directement avec les bits de la sortie

�etant donn�e que nos coe�cients sont pr�es de puissances de 2. Il y a plus de risque que nos

g�en�erateurs �echouent ce genre de tests. Nous faisons passer les tests statistiques �a tous les

g�en�erateurs qui se trouvent au tableau 7.1 pr�esent�e ci-dessous.

Nous testons aussi un des g�en�erateurs de Wu, x

n

= (2

15

� 2

10

)x

n�1

mod (2

31

� 1), pour tous

les tests, sauf le test d'ind�ependance des bits, qui a d�ej�a �et�e fait dans [30]. Ceci est fait dans

le but de pouvoir e�ectuer des comparaisons entre nos g�en�erateurs et celui de Wu.
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7.1 Le tableau r�ecapitulatif des g�en�erateurs test�es

Dans la pr�esente section, nous listons les g�en�erateurs dont nous testons la performance aux

tests statistiques et par la suite, au chapitre 8, la vitesse. Nous leur associons ici un nom

concis pour y r�ef�erer plus facilement.

Nom � � M�ethode Caract�eristiques

GRM96a 2

185

FA m

1

= 2147483647; a

11

= 0; a

12

= 63308; a

13

= �183326

m

2

= 2145483479; a

21

= 86098; a

22

= 0; a

23

= �539608

GRM96b 2

185

FA m

1

= 2147483647; a

11

= 0; a

12

= 63308; a

13

= �183326

m

2

= 2145483479; a

21

= 86098; a

22

= 0; a

23

= �539608

DL00a 2

124

FA m = 2

31

� 1; a

1

= �1; a

2

= 0; a

3

= 0; a

4

= 22093

GRMPFa 2

191

PF m

1

= 2

32

� 209; a

11

= 0; a

12

= 1403580; a

13

= �810728

m

2

= 2

32

� 22853; a

21

= 527612; a

22

= 0; a

23

= �1370589

GRM00a 2

155

DP2 m = 2

31

� 1; a

1

= �2

24

+ 2; a

2

= 0

a

3

= �2

18

; a

4

= �2

4

; a

5

= 2

11

� 1

GRM00b 2

186

DP2 m = 2

31

� 1; a

1

= �2

21

� 1; a

2

= �2

12

; a

3

= 2

16

a

4

= 0; a

5

= 2

7

; a

6

= �2

27

+ 1

GRM00c 2

217

DP2 m = 2

31

� 19; a

1

= �2

12

; a

2

= �2

20

; a

3

= 2

14

a

4

= 0; a

5

= 2

25

; a

6

= �2

6

; a

7

= 2

4

+ 1

GRM00d 2

248

DP2 m = 2

31

� 1; a

1

= �2

4

; a

2

= 0; a

3

= 2

15

; a

4

= �2

12

a

5

= 2

22

; a

6

= 2

9

; a

7

= 2

27

; a

8

= 2

18

� 2

GRM00e 2

185

DP2 m

1

= 2

31

� 1; a

11

= 0; a

12

= 2

22

; a

13

= 2

7

+ 1

m

2

= 2

31

� 21069; a

21

= 2

15

; a

22

= 0; a

23

= 2

15

+ 1

GRM00f 2

185

DP2 m

1

= 2

31

� 1; a

11

= 0; a

12

= 2

14

; a

13

= �2

26

+ 1

m

2

= 2

31

� 19; a

21

= 2

17

; a

22

= 0; a

23

= 2

11

GRM00g 2

264

DP2 m

1

= 2

31

� 1; a

11

= 2

30

; a

12

= 0; a

13

= 2

19

� 1

m

2

= 2

31

� 19; a

21

= 0; a

22

= 2

23

; a

23

= 2

19

m

3

= 2

31

� 61; a

31

= 2

11

; a

32

= 2

9

; a

33

= 2

GRM00h 2

247

DP2 m

1

= 2

31

� 1; a

11

= �1; a

12

= �2

13

; a

13

= 0; a

14

= 2

23

+ 1

m

2

= 2

31

� 19; a

21

= 2

10

; a

22

= 0; a

23

= �2

20

; a

4

= 2

7

Tableau 7.1: Tableau des noms des g�en�erateurs

Dans la colonne m�ethode, FA repr�esente la factorisation approximative et PF signi�e que
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le g�en�erateur est programm�e selon la m�ethode en point 
ottant, ces deux m�ethodes furent

introduites au chapitre 2. En�n, DP2 est une abr�eviation pour d�ecomposition en puissances

de 2, c'est-�a-dire, la m�ethode d'implantation que nous exploitons dans ce m�emoire.

7.2 Les justi�cations des choix des g�en�erateurs

GRM96a et GRM96b sont deux implantations du g�en�erateur propos�es dans [19]. Le g�en�erateur

DL00a est un des multiples g�en�erateurs propos�es dans [7]. Tous les g�en�erateurs de [7] sont

suppos�es être tr�es rapides selon leurs auteurs. Même si cela �etait le cas, nous avons vu au

chapitre 4 que les g�en�erateurs de [7] ne passent pas bien le test spectral. Nous voulons obser-

ver leur comportement aux tests statistiques. Le g�en�erateur GRMPFa [22] nous fournit un

bon exemple de g�en�erateur qui exploite e�cacement la m�ethode de calcul en point 
ottant.

Les g�en�erateurs GRM00a �a GRM00h proviennent tous des recherches faites au chapitre 6.

Nous conservons uniquement des g�en�erateurs qui laissent esp�erer une bonne vitesse de calcul

par la suite. Nous favorisons les g�en�erateurs qui poss�edent le plus grand nombre de coe�cients

nuls. Nous pr�evil�egions aussi les modules m = 2

e

�h avec h = 1. Lorsque h 6= 1, nous devons

e�ectuer en plus la multiplication Bh (5.2), qui ajoute du temps de calcul. De plus, avec

h 6= 1, au moins une comparaison de plus est n�ecessaire pour nous assurer que 2

p

A+Bh < m

et soustraire m si ce n'est pas le cas.

7.3 Le test d'ind�ependance des bits

Les g�en�erateurs de Wu provenant de [44] ont �echou�e ce test dans [30]. Il s'agit donc d'un test

pour lequel les g�en�erateurs avec des coe�cients qui sont de la forme �2

p

1

� 2

p

2

peuvent être

sensibles. La description de ce test a d�ej�a �et�e faite au chapitre 3. Voici les r�esultats obtenus

pour chacun des g�en�erateurs. Nous pr�esentons les r�esultats graphiques bas�es sur la variable

standardis�ee Z

i;j

(3.16). Puis nous donnons au tableau 7.2 les p-valeurs associ�ees au test

(3.17). Les param�etres utilis�es sont N = 1; n = 2

26

; ` = 30; L = 300.
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Figure 7.1: Image des Z

i;j

pour les g�en�erateurs test�es
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p-valeur p-valeur

GRM96a 0,53 GRM00c 0,29

DL00a � GRM00d 0,45

GRMPFa 0,25 GRM00e 0,47

GCLMWu � GRM00f 0,19

GRM00a 0,88 GRM00g 0,37

GRM00b 0,91 GRM00h 0,54

Tableau 7.2: Les p-valeurs pour le test d'ind�ependance des bits

Ce test, que les g�en�erateurs de Wu [44] �echouaient, est r�eussi par nos g�en�erateurs. Les p-

valeurs pour le test ne r�ev�elent aucun probl�eme. De plus, les graphiques, qui nous o�rent une

id�ee plus visuelle du comportement des g�en�erateurs, ne laissent entrevoir aucun probl�eme.

Nous voyons que DL00a et GCLMWu �echouent ce test de mani�ere �evidente (la p-valeur est

inf�erieure �a 10

�15

). Le graphique des Z

i;j

pour DL00a montre clairement qu'il y a un probl�eme

même sans regarder la p-valeur du tableau 7.2. Certains de nos g�en�erateurs pr�esentent des

carr�es plus fonc�es, c'est-�a-dire des Z

i;j

plus pr�es de 5, sur les graphiques. Ceci est simplement

dû au fait que l'approximation normale est moins bonne pour Z

i;j

lorsque Np

i;j

est petit,

et n'indique pas vraiment un probl�eme dû aux g�en�erateurs. Nous remarquons que les carr�es

plus fonc�es se situent sur le contour du cercle des carr�es aux endroits o�u la probabilit�e p

i;j

devient faible. Nous ne remarquons aucune structure importante dans la couleur des carr�es,

ce qui serait pr�eoccupant.

7.4 Le test d'espacement des apparitions

Le test d'espacement des apparitions, ou

�

appearance spacings

�

en anglais, provient de [36].

Les observations de notre test statistique sont les nombres u

n

. Pour chaque nombre u

n

,

0 < u

n

< 1, produit par le g�en�erateur, nous conservons les s bits suivant le point. Nous

utilisons ensuite ces s bits pour former des blocs de L bits. La valeur des variables L et s sont

�x�ees par l'utilisateur. Pour chaque bloc de L bits, il nous faut g�en�erer dL=se nombres u

n

.

Les derniers bits du dernier nombre ne sont peut-être pas utilis�es. Les blocs de L sont ensuite

r�eunis pour former une s�equence de L(Q+K) bits, o�u Q repr�esente le nombre de blocs de L
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bits n�ecessaires pour l'initialisation et K repr�esente le nombre de blocs requis pour e�ectuer

le test.

Pour chacun des K blocs de longueur L g�en�er�e, c'est-�a-dire les blocs construits express�ement

pour e�ectuer le test, nous d�eterminons la plus r�ecente apparition de ce bloc dans la s�equence.

Par exemple, s'il s'agit du bloc k et que sa plus r�ecente apparition est le bloc k � i, alors

nous �xons A

k

= i. Si nous ne pouvons pas trouver de bloc k� i �egal au bloc k, alors il s'agit

de la premi�ere apparition du bloc k et nous posons A

k

= k. Nous avons besoin de K blocs

d'initialisation car sinon il est tr�es probable que A

k

= k pour les premiers blocs des L blocs.

La moyenne du logarithme en base 2 des A

k

est calcul�ee. Nous r�ep�etons ceci N fois, pour avoir

N moyennes. Th�eoriquement, la moyenne des A

k

suit approximativement une loi normale

dont la moyenne et la variance sont donn�ees dans [36]. Nous comparons les N moyennes que

nous obtenons avec la moyenne th�eorique.

Les valeurs de N;L; s;K et Q utilis�ees sont donn�ees dans le tableau suivant. Pour une seule

des con�gurations, nous utilisons un N > 1. Si N est grand, nous devons restreindre les

valeurs L;K et Q, car nous sommes contraints par la quantit�e de m�emoire. Ainsi, il peut

être pr�ef�erable de prendre un petit N pour tester une plus longue s�equence, L;K et Q assez

grands.

N s L K Q

Con�guration 1 1 15 15 2

20

2

20

Con�guration 2 1 15 15 2

24

2

24

Con�guration 3 1 20 20 2

24

2

24

Con�guration 4 1 10 20 2

24

2

24

Con�guration 5 32 15 15 2

20

2

20

Pour la con�guration 5, nous obtenons des statistiques di��erentes puisque N = 32 plutôt que

N = 1. Il existe plusieurs statistiques que nous pourrions calculer, nous donnons ici seulement

la p-valeur de la statistique de Anderson-Darling. Des d�etails plus complets sur l'explication

de cette statistique peuvent être trouv�es dans [24].



81

Conf. 1 Conf. 2 Conf. 3 Conf. 4 Conf. 5

GRM96a 0,27 0,26 0,29 0,49 0,27

DL00a 0,59 0.53 0,79 0,47 0,02

GRMPFa 0,47 0,40 0,31 0,68 0,25

GCLMWu � � � � �

GRM00a 0,16 0,81 0,47 0,26 0,10

GRM00b 0,69 0,15 0,39 0,32 0,18

GRM00c 0,84 0,47 0,62 0,26 0,03

GRM00d 0,45 0,47 0,25 0,87 0,36

GRM00e 0,38 0,78 0,91 0,65 0,11

GRM00f 0,47 0,43 0,49 0,89 0,05

GRM00g 0,79 0,68 0,59 0,48 0,09

GRM00h 0,59 0,62 0,23 0,68 0,13

Tableau 7.3: Les p-valeurs pour le test d'espacement des apparitions

Nos g�en�erateurs passent ce test. Les g�en�erateurs GRM96a, DL00a et GRMPFa le r�eussissent

aussi.

�

A nouveau, GCLMWu �echoue le test.

7.5 Le test de corr�elation des bits

Tout comme pour le test d'espacement des apparitions d�ecrit pr�ec�edemment, nous formons

des suites de L bits exactement de la même mani�ere. Dans chaque suite de L bits, nous

comptons le nombre de bits �a 1 et la variable al�eatoire X est �egale �a ce nombre. Nous

calculons ensuite la corr�elation empirique entre les valeurs des X pour des blocs successifs.

Ce test provient de [24]. L'estimateur de la covariance est donn�e par la formule :

�̂ =

4

L

p

n� 1

n�1

X

j=1

(X

j

� L=2)(X

j+1

� L=2): (7.1)

En�n, la distribution empirique de �̂ est compar�ee avec celle d'une loi normale (0,1), qui est

la loi th�eorique asymptotique des �̂ lorsque n!1.

Les param�etres que nous utilisons pour ce test sont n = 2

26

; s = 30; L = 300.
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G�en�erateur p-valeur G�en�erateur p-valeur

GRM96a 0,12 GRM00c 0,21

DL00a 1� 4� 10

�4

GRM00d 0,81

GRMPFa 0,92 GRM00e 0,10

GCLMWu � GRM00f 0,12

GRM00a 0,59 GRM00g 0,80

GRM00b 0,52 GRM00h 0,57

Tableau 7.4: Les p-valeurs pour le test de corr�elation des bits

Nos g�en�erateurs passent ce test facilement, aucune valeur suspecte n'est pr�esente. Nous pou-

vons remarquer que le g�en�erateur DL00a �eprouve de s�erieux probl�emes et que le g�en�erateur

GCLMWu �echoue le test.

7.6 Le test de collision

Ce test, provenant de [24, 32], consiste �a lancer n points dans k cases o�u n � k et �a observer

le nombre de collisions. C'est-�a-dire le nombre de points qui tombent dans une case d�ej�a

occup�ee. Lorsque nous sommes en dimension t, on �xe les k cases en partionnant l'intervalle

[0; 1) en ` segments �egaux a�n d'avoir `

t

= k cases. Ensuite chacune des cases est num�erot�ee.

Les n points sont obtenus �a l'aide de notre r�ecurrence. Nous g�en�erons, pour chacun des n

points, t nombres al�eatoires cons�ecutifs pour former un point en dimension t.

Le test de collision ne peut s'appliquer que dans le cas clairsem�e, c'est-�a-dire o�u la plupart

des cases ne sont pas pleines. La densit�e n=k doit pr�ef�erablement être inf�erieure ou �egale �a

1 pour que le test soit assez sensible. Soit la variable al�eatoire Y qui indique le nombre de

collisions. Si n est grand, la distribution des Y suit approximativement une loi de Poisson de

moyenne n

2

=2k, sous l'hypoth�ese H

0

[24]. Le test de collision est r�ep�et�e N fois pour obtenir

N valeurs de Y , la somme des Y suit une loi de Poisson de moyenne � = Nn

2

=2k.

Le programme qui e�ectue le test de collision utilise une table de hashing pour calculer le

nombre de collisions. La grandeur de la table est proportionnelle �a n, le nombre de points.

La quantit�e de m�emoire disponible impose une limite sur la grandeur de la table de hashing.



83

Nous prenons pour l'ensemble des tests n = 2

23

, la plus grande valeur de n en consid�erant la

m�emoire disponible. Pour que le test de collision soit assez sensible, la valeur de � ne doit ni

être trop petite, ni trop petite. Typiquement une valeur de � entre 250 et 30000 s'est av�er�ee

correcte. Nous �xons N = 20 a�n de r�ep�eter le test su�samment de fois. En�n, nous varions

arbitrairement les valeurs de ` et t pour conserver 250 � � � 30000 et k � 2

40

.

N n ` t k �

Con�guration 1 20 2

23

2

10

4 2

40

640

Con�guration 2 20 2

23

2

8

5 2

40

640

Con�guration 3 20 2

23

2

6

6 2

36

10240

Con�guration 4 20 2

23

2

5

8 2

40

640

Con�guration 5 20 2

23

2

4

10 2

40

640

Con�guration 6 20 2

23

2

3

13 2

39

1280

Con�guration 7 20 2

23

3 26 3

26

� 276,84

Conf. 1 Conf. 2 Conf. 3 Conf. 4 Conf. 5 Conf. 6 Conf. 7

GRM96a 0,27 0,95 0,55 0,18 0,75 0,72 0,11

DL00a �� �� �� � �� �� ��

GRMPFa 0,75 0,75 0,13 0,70 0,28 0,63 0,90

GCLMWu � � � � � � �

GRM00a 0,73 0,16 0,39 0,21 0,49 0,59 0,22

GRM00b 0,16 0,44 0,45 0,35 0,61 0,91 0,53

GRM00c 0,08 0,51 0,63 0,90 0,97 0,78 0,14

GRM00d 0,34 0,40 0,44 0,66 0,84 0,64 0,05

GRM00e 0,95 0,61 0,04 0,80 0,69 0,15 0,36

GRM00f 0,73 0,11 0,02 0,54 0,41 0,63 0,75

GRM00g 0,87 0,84 0,34 0,58 0,09 0,71 0,87

GRM00h 0,31 0,01 0,71 0,23 0,38 0,36 0,12

Tableau 7.5: Les p-valeurs pour le test de collision

Pour le g�en�erateur GCLMWu, il nous a �et�e impossible de faire le test avec n = 2

23

, une

importante proportion des points se retrouvait dans les mêmes cases et le nombre de collisions

�etait trop grand. Ceci n'est pas tr�es bon et nous pouvons extrapoler assez ais�ement que la

p-valeur serait de � si le programme pouvait la calculer. Elle est de � pour la plus grande

valeur de n que nous avons pu tester.
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7.7 Le test de l'espacement des anniversaires

Le test de l'espacement des anniversaires [31] est mieux connu sous le nom anglais de

�

bir-

thday spacings

�

. Tout comme pour le test de collision, on partitionne l'intervalle [0; 1) en

` segments �egaux. Ce qui donne une partition de l'hypercube [0; 1)

t

en k = `

t

bô�tes de

grandeur �egale. Les bô�tes sont num�erot�ees de 0 �a k � 1. Par la suite, on g�en�ere nt nombres

al�eatoires pour construire n vecteurs de dimension t. Le vecteur V

i

forme le i

e

point et il est

�egal �a (U

ti

; U

ti+1

; :::; U

t(i+1)�1

); i = 0; :::; n�1. Pour chacun des points, nous d�eterminons dans

quelle bô�te il tombe. Nous �enum�erons toutes les bô�tes I

i

, i = 1; :::; n qui recoivent un point.

Nous avons au plus n bô�tes qui contiennent un point car nous avons n points. Nous classons

ces bô�tes en ordre croissant de fa�con �a avoir I

1

� I

2

� ::: � I

n

. Nous calculons les espace-

ments S

j

= I

j+1

�I

j

; j = 1; :::; n�1 puis nous les ordonnons pour obtenir S

(1)

; S

(2)

; :::; S

(n�1)

.

Posons maintenant la variable al�eatoire Y comme �etant le nombre de collisions entre les es-

pacements, c'est-�a-dire le nombre de valeurs de j pour lesquelles S

(j+1)

= S

(j)

. Les n points

peuvent être vus comme les anniversaires de n personnes dans une ann�ee qui compterait k

jours.

Si n est grand, la distribution des Y suit approximativement une distribution de Poisson de

param�etre n

3

=4k sous l'hypoth�ese H

0

. Nous r�ep�etons ceci N fois, pour obtenir N valeurs de

Y , la somme des Y doit aussi suivre une loi de Poisson, de moyenne � = Nn

3

=4k.

�

A nouveau,

comme pour le test de collision, la valeur de � doit se situer dans l'intervalle 250 �a 30000

pour que le test soit su�samment sensible. Nous prenons n = 500000 pour tous les tests, sauf

lorsque nous indiquons n=2, dans ce cas n = 250000. Nous prenons k � 2

50

et nous adaptons

les valeurs de ` et t en cons�equence. En�n, nous posons N = 20.
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n ` t k � GRM96a DL00a GRMPFa GCLMWu GRM00a GRM00b

n 2

26

2 2

52

� 138,77 0,50 � 0,81 � 0,85 0,73

n 2

17

3 2

51

� 277,56 0,98 � 0,13 � 0,50 0,70

n 2

13

4 2

52

� 138,77 0,57 � 0,64 � 0,18 0,67

n 2

10

5 2

50

� 555,11 0,19 � 0,05 � 0,18 0,51

n=2 2

8

6 2

48

� 2220,44 0,50 � 0,17 � 0,50 0,12

n=2 2

6

8 2

48

� 2220,44 0,92 � 0,31 � 0,18 0,92

n 2

5

10 2

50

� 555,11 0,51 � 0,16 � 0,56 0,66

n 2

4

13 2

52

� 138,77 0,64 � 0,92 � 0,50 0,93

n 2

2

26 2

52

� 138,77 0,34 � 0,44 � 0,89 0,85

n ` t k � GRM00c GRM00d GRM00e GRM00f GRM00g GRM00h

n 2

26

2 2

52

� 138,77 0,44 0,14 0,85 0,50 0,70 0,64

n 2

17

3 2

51

� 277,56 0,57 0,05 0,09 0,43 0,38 0,52

n 2

13

4 2

52

� 138,77 0,60 0,83 0,70 0,57 0,64 0,34

n 2

10

5 2

50

� 555,11 0,57 0,87 0,72 0,81 0,72 0,11

n=2 2

8

6 2

48

� 2220,44 0,97 0,66 0,91 0,62 0,97 0,12

n=2 2

6

8 2

48

� 2220,44 0,55 0,20 0,17 0,83 0,18 0,09

n 2

5

10 2

50

� 555,11 0,11 0,72 0,30 0,69 0,90 0,16

n 2

4

13 2

52

� 138,77 0,85 0,05 0,96 0,14 0,64 0,60

n 2

2

26 2

52

� 138,77 0,07 0,07 0,50 0,11 0,90 0,25

Tableau 7.6: Les p-valeurs pour le test d'espacement des anniversaires

L'ensemble des g�en�erateurs propos�es passent le test d'espacement des anniversaires pour tous

les param�etres essay�es. Les g�en�erateurs GRM96a et GRMPFa passent ce test. Il s'agit d'un

r�esultat auquel nous pouvions nous attendre, car ils font partie des g�en�erateurs amplement

test�es, au �l des ans, et r�eput�es bons. Cependant les g�en�erateurs DL00a et GCLMWu font

pi�etre �gure �a ce test. Peu importe les param�etres, ils �echouent le test lamentablement.

7.8 L'analyse des r�esultats

Nos g�en�erateurs (GRM00*) passent bien tous les tests e�ectu�es. Nous n'avons pu d�eceler

aucun probl�eme 
agrant reli�e �a la forme particuli�ere de nos coe�cients.
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Le g�en�erateur de Wu �echoue tous les tests. Il faut se rappeler qu'il ne s'agit que d'un GCLM

et que sa p�eriode est moins grande. Ainsi, lorsque nous utilisons un grand nombre de points,

les tests statistiques se rendent compte plus facilement que ce g�en�erateur est trop uniforme.

C'est un probl�eme qui existe avec tous les g�en�erateurs �a congruence lin�eaire de courte p�eriode.

Par contre, le g�en�erateur DL00a passe certains tests et en �echoue d'autres. Dans son cas,

il est moins limit�e par sa p�eriode, qui est plus longue que celle de GCLMWu. Mais comme

nous l'avons d�emontr�e au chapitre 4, des probl�emes existaient d�ej�a au niveau de sa structure

th�eorique et il n'est donc pas �etonnant qu'il �echoue quelques tests statistiques.



Chapitre 8

L'implantation de g�en�erateurs e�caces

La vitesse d'un g�en�erateur d�epend fortement de la mani�ere dont il est programm�e. Dans les

programmes que nous pr�esentons, nous exploitons la structure particuli�ere des coe�cients,

nous d�ecomposons les coe�cients en une somme (di��erence) de puissances de 2. Cependant,

même en utilisant la technique optimis�ee pr�esent�ee au chapitre 5, il reste des �el�ements de

programmation �a consid�erer pour minimiser le temps de calcul. Nous traitons, dans le pr�esent

chapitre, des di��erences au niveau de la programmation.

Nous testons nos programmes sur di��erentes architectures, avec di��erents compilateurs, pour

d�eterminer s'il y a des di��erences importantes. Nous comparons les temps obtenus par les

g�en�erateurs que nous proposons aux autres g�en�erateurs.

8.1 Les param�etres utilis�es

L'emploi de variables globales est, de loin, la mani�ere la plus e�cace de conserver en m�emoire

les �etats courants du g�en�erateur. C'est la technique que nous allons utiliser même si nous

convenons que ce n'est pas une technique de programmation recommand�ee en g�en�eral

8.2 La programmation

Nous pr�esentons ici les programmes �naux et optimaux, auxquels nous arrivons pour chacun

des g�en�erateurs. Avant d'arriver aux programmes optimaux, nous avons e�ectu�e di��erentes

tentatives pour programmer les g�en�erateurs. Entre autres, nous avons essay�e d'exprimer h



88

par une somme ou di��erence de puissances de 2 pour remplacer la multiplication Bh (5.2)

par des additions et des d�ecalages. Ceci ne fut pas fructueux.

Les g�en�erateurs dont nous testons la vitesse sont les mêmes qui ont subi les tests statistiques

au chapitre pr�ec�edent, tableau 7.1. Les g�en�erateurs GRM96a, GRM96b, GRMPFa et DL00a

sont pr�esent�es, même s'ils ne proviennent pas du fruit de notre travail. Ils servent de point

de comparaison et nous croyons que le lecteur appr�eciera de les voir reproduits.

8.2.1 Les programmes

Les programmes des g�en�erateurs dans le langage C se retrouvent �a l'annexe I. Ces pro-

grammes ont �et�e regroup�es dans un module que nous appelons utouzin.c.

�

A ces fonctions

de g�en�erations de valeurs al�eatoires, nous avons ajout�e des fonctions appel�ees SetMRG...

et WrMRG... a�n d'initialiser un g�en�erateur et d'�ecrire les valeurs de l'�etat d'un g�en�erateur.

Ce module nous a servi lorsque nous avons e�ectu�e les tests statistiques au chapitre 7. En

e�et, les tests statistiques �etant en g�en�eral assez longs �a faire, il est pr�ef�erable d'avoir nos

g�en�erateurs programm�es de la fa�con la plus e�cace qui soit.

8.2.2 Les compilateurs et les machines

Nous testons nos programmes sur trois architectures di��erentes. La premi�ere est un ordinateur

Sun Ultra-2. Sur cette machine, nous utilisons deux compilateurs di��erents. Le compilateur

�

cc

�

, produit par Sun et optimis�e pour leurs machines. Puis nous testons nos g�en�erateurs

avec le compilateur

�

gcc

�

, il provient de

�

GNU Compiler Collection

�

. Les deuxi�eme et

troisi�eme types de machines sont semblables, il s'agit d'un Pentium-III de 500 MHz et d'un

AMD Athlon de 750 MHz sur lesquelles nous testons seulement le compilateur

�

gcc

�

.

8.2.3 Les options d'optimisation pour les compilateurs

Avec tous les compilateurs, il existe des options d'optimisation qui permettent aux pro-

grammes de s'ex�ecuter plus rapidement. Nous donnons ici les options que nous avons utilis�ees.
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Ces options ont sembl�e produire le code le plus e�cace.

Machine Compilateur Optimisations

Sun cc -fast -xtarget=ultra -xarch=v8plusa

Sun gcc -O3 -�ast-math -s -fomit-frame-pointer -�nline-functions

-funroll-loops -fexpensive-optimizations -fschedule-insns2

Pentium-III gcc -O3 -�ast-math -malign-double -s -fomit-frame-pointer

-funroll-loops -fexpensive-optimizations -fschedule-insns2

-mwide-multiply -�nline-functions

AMD Athlon gcc -O3 -�ast-math -malign-double -s -fomit-frame-pointer

-funroll-loops -fexpensive-optimizations -fschedule-insns2

-mwide-multiply -�nline-functions

Tableau 8.1: Options pour les compilateurs

8.3 Les temps de production des nombres par les g�en�erateurs

Nous pr�esentons les temps obtenus pour chacun des g�en�erateurs. Nous avons g�en�er�e 10

7

nombres pour chacun des g�en�erateurs et la somme a �et�e calcul�ee.

GNA � � M�ethode SUN Pentium-III AMD Athlon Somme

Ultra-2 500 MHz 750 MHz

cc gcc gcc gcc

GRM96a 2

185

FA 18,2 33,9 6,0 3,7 4999897,05

GRM96b 2

185

FA 11,4 20,3 6,0 3,3 4999897,05

GRMPFa 2

191

PF 5,1 4,7 5,5 2,3 5001090,95

DL00a 2

124

FA 4,3 4,0 5,6 2,1 4999403,67

GRM00a 2

155

DP2 2,9 4,5 2,6 1,3 5001019,99

GRM00b 2

186

DP2 3,0 4,9 2,9 1,4 5000527,01

GRM00c 2

217

DP2 5,3 7,7 3,3 1,7 4999419,22

GRM00d 2

248

DP2 3,7 6,1 3,5 1,8 4999751,65

GRM00e 2

185

DP2 3,3 5,4 2,6 1,4 5000214,81

GRM00f 2

185

DP2 2,9 4,4 2,0 1,1 4999683,09

GRM00g 2

264

DP2 4,8 6,9 3,1 1,7 4999545,58

GRM00h 2

247

DP2 4,7 6,3 2,8 1,4 5001317,67

Tableau 8.2: Temps CPU, en secondes, pour g�en�erer et additionner 10

7

nombres al�eatoires
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8.4 L'analyse des temps de production des nombres

Nous analysons les temps de calcul entre les g�en�erateurs pour un même type d'architecture.

Commen�cons par l'architecture Sun. Les machines Sun sont reconnues pour être tr�es e�caces

avec le calcul en point 
ottant. Nous remarquons qu'avec le compilateur

�

gcc

�

, le g�en�erateur

GRMPFa est tr�es rapide, mais il est devanc�e par DL00a et GRM00f. Rappelons que DL00a

n'est pas consid�er�e comme un bon g�en�erateur selon le test spectral et sa p�eriode est inf�erieure

aux autres g�en�erateurs de ce tableau. Ainsi, avec le compilateur

�

gcc

�

sur Sun, notre nouvelle

m�ethode est l�eg�erement avantageuse.

�

A nouveau sur l'architecture Sun, mais cette fois avec le compilateur

�

cc

�

, la d�ecomposition

en puissances de 2 procure de tr�es bons r�esultats. Les g�en�erateurs GRM00a �a GRM00h ont

des temps semblables �a ceux de GRMPFa ou nettement inf�erieurs. Nous r�eussissons même �a

surpasser DL00a avec quelques g�en�erateurs. Que ce soit avec

�

cc

�

ou

�

gcc

�

, la m�ethode de

la factorisation approximative, repr�esent�ee par GRM96a et GRM96b, n'est pas comparable

avec la m�ethode en point 
ottant ou la d�ecomposition en puissances de 2.

Sur les machines Pentium-III ou AMD Athlon, la d�ecomposition en puissances de 2 est plus

rapide que les autres m�ethodes avec les lesquels nous comparons nos g�en�erateurs. De tous,

GRM00f est deux fois plus rapide que GRMPFa et trois fois plus rapide que GRM96b.

Analysons maintenant les temps des g�en�erateurs GRM00a �a GRM00h entre eux. De GRM00a

�a GRM00d, l'ordre du g�en�erateur augmente. Il y a donc plus de calculs �a e�ectuer, et il est

donc normal que le temps de calcul augmente. Les g�en�erateurs GRM00e et GRM00b poss�edent

environ la même p�eriode et n�ecessitent le même temps. Cependant GRM00f, qui lui aussi a

une p�eriode semblable �a GRM00e et GRM00b, va plus vite que ces derniers.

En e�et, pour GRM00e, m

2

= 2

31

� 21069, ce qui implique que nous devons faire des mul-

tiplications par h = 21069. Pour GRM00f m

2

= 2

31

� 19, les multiplications ne sont faites

qu'avec h = 19, ce qui est plus facile puisque la multiplication est dans l'ordre de grandeur

des nombres multipli�es [3]. Aussi, GRM00f ne contient que quatre puissances de 2 parmi

tous ses coe�cients, alors que GRM00b en poss�ede cinq. Le nombre total de puissances de 2

explique aussi les di��erences de temps entre GRM00g et GRM00h.



Chapitre 9

Les programmes

Dans ce chapitre, nous proposons des am�eliorations au programme seekl de L'Ecuyer [27]

et nous analysons la performance de quelques proc�edures.

9.1 Quelques lacunes de seekl

Le programme seekl (ou la version seeks, qui utilise de longs entiers) permet de trouver des

g�en�erateurs lin�eaires du type GRM ou GRM combin�es selon certains crit�eres. Ce logiciel a

�et�e con�cu au d�epart pour trouver des coe�cients de n'importe quel type. Il permet aussi de

trouver des coe�cients qui r�epondent au crit�ere de la factorisation approximative.

Apr�es la publication en 1997 de l'article de Wu [44], un ajout a �et�e fait au logiciel seekl pour

lui permettre de trouver des g�en�erateurs avec des coe�cients du type �2

p

1

� 2

p

2

. Toutefois,

il n'y avait �a peu pr�es aucune latitude au niveau du type de recherche que nous pouvions

ex�ecuter.

Voyons ce qu'il nous �etait possible de faire comme recherche. La commande dans le �chier de

donn�ees, pour e�ectuer des recherches �a la mani�ere de Wu, �etait

MaxBits NbMaxBits HighestBit

MaxBits indiquait que nous voulions un coe�cient qui �etait une somme ou une di��erence de

puissances de 2.

NbMaxBits donnait le nombre de puissances de 2 que nous pouvions inclure dans la somme.

HighestBit �xait la plus grande puissance de 2 permise dans notre somme ou di��erence.
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Nous proc�edons ici �a l'�enum�eration des probl�emes relev�es avant de se lancer dans la pro-

grammation d'une nouvelle version qui permet les recherches de g�en�erateurs qui utilisent la

d�ecomposition en puissances de 2.

1. La recherche se faisait toujours de mani�ere exhaustive. De plus, le programme ne tenait

pas vraiment compte du temps limite indiqu�e dans le �chier. Ainsi, si nous voulions per-

mettre au coe�cient d'être compos�e de grandes puissances, alors toutes les puissances

inf�erieures �etaient aussi test�ees et cela n�ecessitait �enorm�ement de temps. Le programme

seekl est fait de telle fa�con que si le programme ne se termine pas par lui même, alors

nous n'avons aucun r�esultat. Puisque pour des g�en�erateurs combin�es et/ou d'un ordre

assez grand, le nombre de g�en�erateurs que nous pouvons tester est tr�es grand, une

recherche al�eatoire s'av�erait n�ecessaire. La recherche exhaustive demeure int�eressante

seulement dans les cas o�u le temps de calcul requis est raisonnable.

2. Toutes les bornes sur les coe�cients et sur les puissances composant les coe�cients

�etaient donn�ees par la même valeur, soit HighestBit. Il arrive souvent que dans le cas

d'un GRM combin�e, nous �xons certains coe�cients �a z�ero. Le programme ne per-

mettait pas ce type de crit�ere. NbMaxBit et HighestBit �etaient valables pour tous les

coe�cients d'un g�en�erateur.

Dans le but d'am�eliorer aussi la vitesse, nous pouvons pr�ef�erer avoir seulement une

puissance comme coe�cient au lieu de NbMaxBits puissances. Il nous �etait impossible

d'imposer un crit�ere �a un coe�cient en particulier sans devoir l'imposer �a tous les autres.

3. Il n'existait aucune borne inf�erieure sur la valeur des puissances qui composent le coef-

�cient. Le crit�ere de L'Ecuyer et Simard [30] pose une borne inf�erieure que nous devons

respecter si nous voulons utiliser e�cacement la m�ethode de calcul qu'ils proposent

(5.1).
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9.2 Les modi�cations apport�ees

Nous pr�esentons ici, les am�eliorations apport�ees au programme.

1. Ajouter des fonctions qui permettent une recherche exhaustive et une recherche al�eatoire.

2. Modi�er le format du �chier d'entr�ee, entree.dat, pour que nous puissions imposer

des bornes inf�erieures et sup�erieures sur les exposants des puissances de 2.

3. Inclure la possibilit�e d'avoir un nombre �x�e de puissances de 2 qui peut être di��erent

pour chacun des coe�cients.

4. Programmer une fonction qui donne automatiquement les bornes sur les exposants

suivant le crit�ere (5.1).

5. Ajouter l'option permettant d'avoir de petits exposants sur les puissances de 2 sans pour

autant que ces exposants se situent dans l'intervalle donn�e ou r�epondent au crit�ere (5.1).

6. Arrêter la recherche lorsque le programme a atteint un certain temps donn�e dans le

�chier entree.dat. Ceci existait au pr�ealable dans le programme seekl pour d'autres

types de recherche.

Premi�erement nous red�e�nissons en partie la structure du �chier d'entr�ee qui contient les

donn�ees pour la recherche.

�

A ce niveau, nous tentons de conserver le plus possible le format

d'origine du �chier.

Un des �el�ements conserv�e est le nom MaxBit. Celui-ci fut choisi en stipulant que le nombre

form�e de quelques puissances de 2 contenait un nombre maximum de bits �a

�

1

�

, qui �etait

donn�e par NbMaxBit. Ceci n'est pas tout �a fait exact dans le cas o�u nous soustrayons deux

puissances, puisqu'alors le nombre de bits �a

�

1

�

peut être plus grand. Même si ce nom n'est

plus repr�esentatif, nous le conservons pour minimiser le nombre de modi�cations.

Dans la prochaine section, nous pr�esentons la structure g�en�erale d'un �chier d'entr�ee. Puis

nous fournissons un exemple typique de �chier avec des donn�ees r�eelles.
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9.3 La structure du �chier d'entr�ee

Le format du �chier est tr�es semblable �a ce qui existait auparavant. Pour plus de d�etails sur

la signi�cation des autres champs, voir [27]. La majorit�e de ce guide n'est pas nouvelle. Nous

ne discutons ici que des nouveaux �el�ements. Les donn�ees doivent être plac�ees ligne par ligne

dans l'ordre indiqu�e. Des commentaires peuvent être mis sur la même ligne, �a la suite des

donn�ees, mais s�epar�es par au moins un espace blanc.

ReadGenFile [<�chier0>]

J

TypeGen

m

k

PerMax

ImplemCond [<ImplemCondMB>]

F1 [<�chier1>]

F2 [<�chier2>]

n

1

borneinf

1;1

bornesup

1;1

borneinf

1;2

bornesup

1;2

.

.

.

borneinf

1;n

1

bornesup

1;n

1

.

.

.

n

k

borneinf

k;1

bornesup

k;1

borneinf

k;2

bornesup

k;2

.

.

.

borneinf

k;n

k

bornesup

k;n

k

SearchMethod [n H H

k

]

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

(R�ep�eter J fois)

C Dim(0) Dim(1) � � � Dim(C)

MinMerit(1) MaxMerit(1) � � � MinMerit(C) MaxMerit(C)

NbGen(1) � � � NbGen(C)

Criterion <Norm>

LatticeInfo

LatticeType

LaGroupSizes Spacing

VerifyBB

MaxNodesBB

TimeLimit

S1 S2

ResultForm

Tableau 9.1: Format du �chier d'entr�ee pour le programme seekl modi��e
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{ ImplemCond et <ImplemcondMB> : Pour ImplemCond, les choix disponibles sont

NoCond, AppFact ou MaxBits. Les deux premiers sont expliqu�es dans le guide [27].

MaxBits permet d'avoir des coe�cients de la forme �2

p

1

� 2

p

2

. Si l'option MaxBits est

active, il faut aussi pr�eciser comment les exposants des puissances de 2 sont choisis.

{ LecSim : Les exposants sont choisis selon le crit�ere de L'Ecuyer et Simard (5.1).

Dans ce cas, nous ne tenons pas compte de la valeur des bornes sur les puissances

de 2 donn�ees aux lignes borneinf

1;1

,...,borneinf

k;n

k

.

{ LecSimP : Les exposants sont �a nouveau choisis selon le crit�ere de l'�equation (5.1).

Toutefois nous permettons aussi aux petits exposants (0,1,2) d'être pr�esents dans

la formation du coe�cient.

�

A nouveau, nous ne tenons pas compte de la valeur

des bornes sur les puissances donn�ees par borneinf

1;1

,...,borneinf

k;n

k

.

{ PetitExpo : Nous nous servons ici de la valeur des bornes borneinf

1;1

,...,borneinf

k;n

k

pour trouver les coe�cients mais en permettant aussi d'avoir de petits exposants

(0,1,2). Ce crit�ere est n�ecessaire car il n'est pas possible, avec notre repr�esentation

de �chier, d'indiquer avec les bornes que nous voulons soit des grandes puissances

situ�ees dans l'intervalle donn�e, ou de petites puissances pas n�ecessairement dans

ce même intervalle.

{ Aucun : Ce crit�ere nous informe de prendre les bornes borneinf

1;1

,...,borneinf

k;n

k

pour e�ectuer la recherche.

{ n

i

: Nombre maximum de puissances de deux qui composent le coe�cient i. On doit

avoir n

i

2 f0; 1; :::; 10g. Nous ne permettons pas n

i

> 10 parce qu'�a ce niveau, et même

avant, la m�ethode de d�ecomposition en puissances de 2 devient inutile. Il vaut mieux

multiplier le coe�cient a

i

par x

n�i

par la m�ethode usuelle.

{ borneinf

i;�

bornesup

i;�

: Il s'agit des bornes inf�erieures et sup�erieures sur l'exposant de la

puissance � = 1; :::; n

i

pour le i

e

coe�cient. Les variables borneinf

i;�

et bornesup

i;�

sont

en g�en�eral dans f0; 1; :::; Ng o�u N = blog

2

mc. Lorsque le crit�ere (5.1) est appliqu�e, alors

l'exposant ne d�epasse pas N . Mais le coe�cient pourrait d�epasser N sans probl�eme, s'il

s'agit d'une exigence de l'usager.

{ SearchMethod et n;H;H

k

: la formulation sur cette ligne est identique �a seekl. Toutefois

elle a une signi�cation particuli�ere dans le cas de MaxBit. Pour SearchMethod, il y
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deux choix : Exhaust ou Random. Exhaust permet de tester seulement des GCLM qui

respectent le crit�ere de l'�equation (5.1). Nous n'avons pas jug�e n�ecessaire de permettre

une recherche exhaustive avec des param�etres plus vari�es. Ce qui nous int�eresse dans

le cas d'une recherche exhaustive est la possibilit�e d'essayer tous les coe�cients qui

peuvent produire un algorithme rapide.

Avec Random, la recherche de g�en�erateurs se fera de mani�ere al�eatoire. D'autres pa-

ram�etres devront être pr�ecis�es sur la ligne dans le cas de Random. Ceux-ci sont n;H et

H

k

. Ici, pour ne pas trop modi�er l'apparence du �chier, nous les gardons comme tel. Ils

servent encore �a �etablir la grandeur de la recherche mais d'une autre fa�con. H dicte le

nombre de coe�cients di��erents pour chacun des a

i

, i = 1; :::; k � 1, o�u k est l'ordre de

notre g�en�erateur. H

k

donne le nombre de coe�cients di��erents pour a

k

. Une proc�edure

r�ecursive permet d'e�ectuer toutes les combinaisons entre les coe�cients ensuite.

{ C Dim(0) Dim(1) ... Dim(C) : Pour le cas MaxBit, on prend C = 1. La recherche

al�eatoire se fait dans une seule r�egion. Dim(0) indique la plus petite dimension pour

les vecteurs �a regarder. Dim(1) pr�ecise la dimension o�u nous devons nous arrêter.

{ S1, S2 : La valeur S1 sert dans la recherche al�eatoire pour initialiser le g�en�erateur qui

permet de g�en�erer au hasard des coe�cients selon les crit�eres pr�ecis�es dans le �chier.

Le format de la ligne est inchang�e.

9.4 Un exemple de �chier d'entr�ee

Nous pr�esentons un exemple pour mieux comprendre mieux comment nous pouvons construire

un �chier pour la recherche de g�en�erateurs. Nous recherchons un g�en�erateur combin�e (J = 2)

o�u chacune des composantes est d'ordre 3. Ce �chier nous a permis de trouver le g�en�erateur

GRM00f, pr�esent�e au chapitre 7.
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FALSE Lecture du g�en�erateur �a partir d'un fichier

2 J

MRG Type de g�en�erateur

2 31 -1 Module[j] : m

3 Ordre[j] : k

TRUE P�eriode maximale

MaxBits Aucune Condition sur les coefficients

Read Facteur1.dat Facteurs de m-1

Read Facteur2.dat Facteurs de r

0 Nombre de puissances pour a1

1 Nombre de puissances pour a2

1 31 Borne inf, borne sup sur p21

2 Nombre de puissances pour a3

1 31 Borne inf, borne sup sur p31

0 1 Borne inf, borne sup sur p32

Random 10 15 15 8 2 M�ethode de recherche

MRG Type de g�en�erateur

2 31 -19 Module[j] : m

3 Ordre[j] : k

TRUE P�eriode maximale

MaxBits Aucune Condition sur les coefficients

Read Facteur3.dat Facteurs de m-1

Read Facteur4.dat Facteurs de r

1 Nombre de puissances pour a1

4 27 Borne inf, borne sup sur p11

0 Nombre de puissances pour a2

2 Nombre de puissances pour a3

4 27 Borne inf, borne sup sur p31

0 1 Borne inf, borne sup sur p32

Random 10 15 15 8 2 M�ethode de recherche

1 4 16 Dimension 2 �a 8

0.10 1.0 Valeur min et max de la figure de m�erite

8 Nb de g�en�erateurs �a conserver

Spectral Rogers Crit�ere de m�erite

Spectral Information �a imprimer

Full Type de lattice �a analyser

1 1 Indice lacunaire, espacement

NoVerify V�erif. de la r�educt. de la base avec bornes sur l'erreur

10000000 Nombre de noeuds max dans le branch and bound

2.0 Temps limite (heure)

80000 98765 S1 S2 : germes pour les g�en�erateurs

RES Fichier de r�esultats

Tableau 9.2: Exemple d'un �chier d'entr�ee pour le programme seeks modi��e
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9.5 Les proc�edures ajout�ees au logiciel LatMRG

Nous pr�esentons ici les proc�edures ajout�ees au �chier LATIO.mod. Ces proc�edures sont �ecrites

en Modula-2 tout comme l'ensemble du logiciel LatMRG. Des proc�edures existantes ont �et�e

modi��ees, mais la plupart de ces modi�cations �etaient li�ees �a la lecture du �chier d'entr�ee ou

�a l'�ecriture du �chier de sortie. Comme il s'agit de modi�cations mineures, dans la plupart

des cas, nous ne croyons pas n�ecessaire d'en discuter ici.

PROCEDURE CritereLecSim (VAR BInf, BSup : LONGINT; j : INTEGER);

Cette proc�edure calcule les bornes sur les exposants des puissances de 2, composant les

coe�cients, en suivant les crit�eres de l'�equation (5.1).

PROCEDURE RechercheMaxBits (j : INTEGER);

Cette proc�edure est appel�ee lorsque les coe�cients du g�en�erateur doivent être de la forme

�2

p

1

� : : :� 2

p

N

. Elle prend en param�etre la variable j qui indique sur quelle composante du

g�en�erateur combin�e nous e�ectuons la recherche.

Cette proc�edure appelle, par la suite, les proc�edures de recherche exhaustive ou al�eatoire tout

d�ependant du choix de l'utilisateur.

PROCEDURE ChoixAleatoireCoeff (j, k, N : LONGINT; t : RngStream; VAR a :

SuperInteger);

Cette proc�edure fournit un coe�cient de la forme �2

p

1

� : : : � 2

p

N

. Les valeurs de p

i

, i =

1; :::; N , se situent entre les borne BorneInf[j,k,i] et BorneSup[j,k,i]. Les tableaux BorneInf et

BorneSup sont globaux.

La variable a est la valeur retourn�ee par la proc�edure. Il faut aussi fournir t, qui est un

g�en�erateur existant. Ce dernier permet de sortir au hasard des valeurs de p

i

, i = 1; :::; N , qui

se situent dans les intervalles d�etermin�es.
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Cette proc�edure ne retourne pas les valeurs de a avec la même probabilit�e. Certaines valeurs

de a risquent de revenir plus souvent, s'il existe di��erentes fa�cons de la repr�esenter, comme

dans le cas suivant : 12 = 2

3

+ 2

2

= 2

4

� 2

2

. Ce d�efaut de la proc�edure ChoixAleatoireCoe�

est analys�ee �a la section suivante, a�n de d�eterminer son impact sur les recherches.

PROCEDURE RechercheAleatoire (j : INTEGER);

Cette proc�edure permet de faire une recherche al�eatoire de coe�cients sur la composante j

du g�en�erateur, en respectant les caract�eristiques donn�ees dans le �chier d'entr�ee.

PROCEDURE MixAi (VAR Indices : ARRAY OF LONGINT; j : INTEGER; VAR TableauAk :

ARRAY OF SuperInteger; VAR TableauAi : ARRAY OF ARRAY OF SuperInteger);

La proc�edure MixAi est r�ecursive. Dans le �chier d'entr�ee, les variablesH et H

k

sont pr�ecis�ees.

La variable H donne le nombre de a

i

, i = 1; :::; k� 1, �a tester et H

k

sp�eci�e le nombre de a

k

.

Ainsi, nous �xons pour chacun des a

i

, i = 1; :::; k � 1, H coe�cients et H

k

coe�cients pour

a

k

, que nous pla�cons dans des tableaux TableauAi et TableauAk, respectivement. Ensuite,

nous testons toutes les combinaisons possibles des coe�cients. Ce nombre de combinaisons

est �egal �a H

k�1

�H

k

.

9.6 La recherche al�eatoire de coe�cients

Lorsque nous d�esirons trouver des g�en�erateurs remplissant les conditions �enum�er�ees pr�ec�edem-

ment, nous devons nous restreindre �a e�ectuer une recherche al�eatoire car nous ne pouvons

pas tester tous les coe�cients possibles dans un temps raisonnable.

Tout d'abord, il est ine�cace de choisir uniform�ement a

i

dans un intervalle et de v�eri�er si

ce choix peut s'exprimer comme une somme (di��erence) de deux puissances de 2 ou comme

une puissance seulement. En e�et, seule une petite partie des nombres r�epondent �a cette

condition. De plus, les calculs qu'il faudrait e�ectuer ne sont pas simples. Pour cette raison,

nous travaillons plutôt �a former les nombres en g�en�erant les puissances individuellement.
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Pour ce faire, nous avons programm�e une fonction qui trouve al�eatoirement des coe�cients

r�epondant aux conditions �x�ees par l'utilisateur. Cette proc�edure s'appelle ChoixAleatoire-

Coe�, comme nous l'avons vu �a la section pr�ec�edente.

Nous pr�esentons un algorithme simple pour g�en�erer les coe�cients. Ensuite, nous relevons le

probl�eme qui existe avec un tel algorithme et nous nous questionnons �a savoir si ce probl�eme

est assez important pour devoir être corrig�e.

Nous expliquons bri�evement le fonctionnement de l'algorithme. Tout d'abord un test est fait

pour nous assurer que les bornes pr�ecis�ees par l'usager sont logiques : les bornes inf�erieures

doivent être plus petites que les bornes sup�erieures.

Ensuite, il faut modi�er la valeur de la borne inf�erieure sur l'exposant, si nous devons aussi

inclure les petits exposants (0,1,2). Lorsque cette modi�cation est faite, nous choisissons

le signe et l'exposant de la premi�ere puissance de 2. Cependant tout n'est pas termin�e.

L'intervalle d'o�u provient l'exposant est continu. Cependant, au d�epart, il est possible d'avoir

deux intervalles distincts, par exemple 0 �a 2 puis 5 �a 26. Nous avons regroup�e ces intervalles

pour former l'intervalle 2 �a 26, o�u 2 correspond �a 0, 3 �a 1 et 4 �a 2. Il faut donc utiliser

une bijection pour retrouver la vraie valeur de l'exposant. De plus, dans tous les cas, il faut

ajouter la possibilit�e o�u une puissance de 2 est remplac�ee par 0. En�n, une boucle sur le

nombre de puissances de 2 permet de g�en�erer a.

Le probl�eme, comme nous avons pu le remarquer, est que plusieurs coe�cients du type

�2

p

1

� 2

p

2

peuvent s'�ecrire de mani�eres di��erentes. Par exemple, le nombre 32, peut s'�ecrire

comme 2

4

+2

4

, 2

5

et 2

6

� 2

5

. De même, le nombre 24, qui n'est pas une puissance de 2, peut

s'�ecrire comme 2

4

+ 2

3

et 2

5

� 2

3

.

Lorsque nous e�ectuons notre recherche de coe�cients, il n'est pas capital d'avoir une par-

faite uniformit�e : c'est plutôt une propri�et�e souhaitable pour notre g�en�erateur. Toutefois une

analyse plus �elabor�ee est n�ecessaire pour connâ�tre quelle est la proportion des nombres qui

peuvent revenir plus souvent. Cette proportion, si elle devient trop grande, peut nuire �a notre

recherche. Nous risquons de perdre notre temps �a tester deux fois le même g�en�erateur.
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procedure Coe�AleSimple( j,k,N : entier ) : entier ;

var Exposant, Signe,BorneI, i : entier ;

begin

// Test sur les bornes

for i := 1 to N

if (BorneSup[j,k,i]< 0) then return 0 ; end ;

end ;

a := 0 ;

for i := 1 to N

// Ajustement des bornes

if (ImplemC[j]=(LecSimP or PetitExpo)) then

if (BorneInf[j,k,i]�3) then BorneI := BorneInf[j,k,i]�4 ;

else BorneI := -1 ;

end ;

else BorneI := BorneInf[j,k,i]�1 ;

end ;

// Signe

Signe := 2 � DiscreteUniform(0,1)�1 ;

// Exposant

Exposant := DiscreteUniform(BorneI,BorneSup[j,k,i]) ;

// Bijection entre Exposant et Vrai Exposant

if (Exposant < BorneInf[j,k,i]) then

if (((ImplemC[j]= (LecSimP or PetitExpo)) and (BorneInf[j,k,i] � 3)) then

Exposant := Exposant � (BorneInf[j,k,i]�3) ;

elsif((ImplemC[j]=LecSim) OR (ImplemC[j]=Aucune)) then

Signe := 0 ;

end ;

end ;

if (Exposant < 0) then Signe := 0 ; end ;

// Mise �a jour de a

if (Signe 6= 0) then

a := a+ Signe� 2

Exposant

end ;

end ;

return a ;

end ;

Tableau 9.3: Pseudo-code pour l'algorithme qui g�en�ere les coe�cients

Dans tous les exemples d�ecrits pr�ec�edemment, il s'agit de fa�cons totalement di��erentes d'�ecrire

les nombres. En e�et, 2

6

� 2

5

et �2

5

+ 2

6

sont des repr�esentations �equivalentes et puisque
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celles-ci arrivent en quantit�es �egales, il n'est pas n�ecessaire de se soucier de la r�ep�etition.

En y regardant de plus pr�es, nous remarquons que les nombres poss�edant deux ou trois

structures di��erentes sont construits de la même mani�ere. Lorsque nous avons une puissance

de 2, soit 2

p

, les constructions 2

p+1

� 2

p

et 2

p�1

+2

p�1

donnent aussi 2

p

. Ainsi trois mani�eres

di��erentes sont possibles pour trouver le même coe�cient. Pour les nombres qui ne sont pas

une puissance de deux, deux constructions di��erentes peuvent produire le même nombre,

soient 2

p+1

� 2

p�1

= 2

p

+ 2

p�1

= 3(2

p�1

). Il faut aussi se m�e�er du nombre z�ero, produit �a

chaque fois que les puissances 2

p

et �2

p

sont g�en�er�ees.

9.7 L'analyse de la pr�esence r�ep�etitive de coe�cients

Le calcul du nombre exact de coe�cients, lorsque p

1

et p

2

sont dans l'intervalle [I:::S], a �et�e

fait au d�ebut du chapitre 6. La formule est donn�ee par :

2(S � I)

2

+ 6 (9.1)

La question est : combien de fois pouvons-nous tester deux fois un même coe�cient ? La

proportion des nombres r�ep�et�es sur l'ensemble des nombres est la quantit�e qui nous int�eresse.

Comme nous l'avons fait au chapitre 6, pour d�eduire la formule pr�ec�edente, nous nous limitons

�a analyser le cas o�u I et S sont identiques pour toutes les puissances composants le coe�cient.

Supposons toujours que p

1

et p

2

sont dans [I:::S]. Dans les deux tableaux suivants, nous

donnons les puissances simples ou les nombres de la forme 3(2

p

) ainsi que, dans la deuxi�eme

colonne, le nombre de fa�cons di��erentes de les g�en�erer.

Les puissances de deux simples

Puissance de 2 Quantit�e

2

I

2

2

k

, k = I + 1; :::; S � 1 3

2

S

2

2

S+1

1
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Au total, il y a

1 + 2

�

(S � 1)� (I + 1) + 1

�

+ 1 = 2(S � I); si I � S + 2 (9.2)

puissances de 2 qui sont des r�ep�etitions d'autres puissances de 2.

Les nombres de la forme 3(2

p

)

Nombre de la forme 3(2

p

) Quantit�e

3(2

k

), k = I; :::; S � 2 2

3(2

S�1

) 1

Au total,

�

(S � 2)� I + 1

�

= S � I � 1; si I � S + 2 (9.3)

nombres de la forme 3(2

p

) r�ep�et�es.

En consid�erant tous les coe�cients r�ep�et�es, le total est

2(S � I) + S � I � 1 = 3(S � I)� 1; si I � S + 2: (9.4)

Seuls les coe�cients positifs ont �et�e compt�es. En ajoutant les n�egatifs, on obtient :

2(S � I) + S � I � 1 = 6(S � I)� 2; si I � S + 2: (9.5)

La proportion du nombre de coe�cients r�ep�et�es est �egale �a

6(S � I)� 2

(2(S � I)

2

+ 6) + (6(S � I)� 2)

; si I � S + 2: (9.6)

En posant, S � I = �, on retrouve

6�� 2

2�

2

+ 6�+ 4

; si � � 2: (9.7)

Ainsi, si la di��erence entre S et I est faible, nous perdons notre temps souvent.

Nous pr�esentons ci-dessous les proportions pour des di��erences � = S � I variant de 2 �a 31,

les �ecarts typiques rencontr�es.
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�

Ecart (�) Proportion

�

Ecart (�) Proportion

2 0.4167 17 0.1462

3 0.4000 18 0.1395

4 0.3667 19 0.1333

5 0.3333 20 0.1277

6 0.3036 21 0.1225

7 0.2778 22 0.1178

8 0.2556 23 0.1133

9 0.2364 24 0.1092

10 0.2197 25 0.1054

11 0.2051 26 0.1019

12 0.1923 27 0.0985

13 0.1810 28 0.0954

14 0.1708 29 0.0925

15 0.1618 30 0.0897

16 0.1536 31 0.0871

Tableau 9.4: Tableau des proportions de la r�ep�etition des coe�cients

Ces proportions indiquent que si nous testons tous les coe�cients que nous pouvons g�en�erer

avec l'algorithme ChoixAleatoireCoe�, une certaine proportion du temps est perdue �a tester

des coe�cients identiques. Toutefois, nous sommes tr�es loin de tester l'ensemble des coe�-

cients.

Pour un a

i

, i = 1; :::; k, donn�e, nous sortons au hasard, pour une recherche, en g�en�eral dix

coe�cients. La probabilit�e de prendre deux fois le même coe�cient est non nulle même si

nous n'avons qu'une seule fa�con de g�en�erer chaque coe�cient. La probabilit�e de prendre un

coe�cient en particulier est faible et est �egale �a

�

2�

2

+ 6�+ 4

; si � � 2: (9.8)

o�u � est le nombre de fa�cons di��erentes de g�en�erer ce coe�cient. On voit que la probabilit�e de

prendre un coe�cient plus qu'un autre est seulement facteur de �. Comme la probabilit�e est

petite et � ne d�epasse pas trois, les risques de perdre notre temps �a tester le même g�en�erateur

sont minimes. Pour cette raison, nous conservons l'algorithme ChoixAleatoireCoe�.

Une fa�con de r�egler le probl�eme consiste �a nous assurer que toutes les possibilit�es sont

di��erentes pour un même a

i

. Si cela n'est pas le cas alors nous pouvons g�en�erer d'autres a

i
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di��erents pour remplacer les d�edoublements. Cette mani�ere de proc�eder ne vient pas d�emolir

tout le raisonnement que nous avons fait sur la pr�esence r�ep�etitive de coe�cients. En e�et,

lorsque nous faisons des recherches successives nous pourrions aussi nous retrouver avec les

mêmes coe�cients, mais dans ce cas l�a, nous ne poss�edons aucune mani�ere de la savoir. Nous

ne voulons pas conserver en m�emoire tous les param�etres des g�en�erateurs test�es.



Chapitre 10

Conclusion

Nous avons d�ebut�e notre �etude des g�en�erateurs rapides par un survol des m�ethodes

�

ra-

pides

�

existantes de g�en�eration de nombres al�etoires. Nous avons pu remarquer que certaines

m�ethodes, telles que celle de Wu [44] et celle de Deng et Lin [7] proposaient des avenues

int�eressantes mais �etaient loin d'être des m�ethodes su�sament robustes du point de vue

th�eorique. Nous avons d�emontr�e que la m�ethode de Deng et Lin pr�esente une faille impor-

tante et il faut donc se m�e�er de ce genre de g�en�erateur.

Apr�es avoir fait un tour d'horizon assez complet des GRM, nous avons �et�e en mesure de

pr�eciser quel type de recherches nous voulions faire et quelles caract�eristiques nos programmes

de recherche devaient poss�eder.

Nous savions que d'obliger les coe�cients �a être de la forme a = �2

p

1

� 2

p

2

r�eduisait de

beaucoup l'�eventail des coe�cients disponibles pour nos g�en�erateurs. Nous avons donc analys�e

th�eoriquement le nombre de coe�cients et il en a r�esult�e une formule exacte pour le nombre

de coe�cients de la forme a = �2

p

1

� 2

p

2

ou a = �2

p

1

. Grâce �a cette formule, nous avons

d�etermin�e de fa�con certaine qu'une recherche exaustive pour des g�en�erateurs d'ordre sup�erieur

�a 5 �etait pratiquement interminable.

Notre travail a consist�e ensuite �a d�eterminer les lacunes principales du programme seekl,

pour la recherche de g�en�erateurs avec des coe�cients de la forme a = �2

p

1

�2

p

2

, et �a les r�egler.

Avec un nouveau programme, plus 
exible, nous avons proc�ed�e �a la recherche de g�en�erateurs

qui r�eussissaient bien le test spectral en plusieurs dimensions selon les crit�eres d�esir�es.

Cependant nous ne voulions pas uniquement des g�en�erateurs qui passaient bien le test spec-

tral, le nombre de puissances de 2 composant les coe�cients de notre g�en�erateur devait
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être minimal. Nous avons restreint nos recherches �a des g�en�erateurs poss�edant au moins un

z�ero comme coe�cient et une seule puissance de 2 pour chacun des autres coe�cients. Les

g�en�erateurs que nous proposons passent bien le test spectral dans toutes les dimensions qu'il

nous a �et�e possible de tester.

Nous nous sommes rendu compte que si le h composant m = 2

e

� h est trop grand et les

exposants des puissances de 2 doivent être dans l'intervalle (5.4) alors les qualit�es th�eoriques

de notre g�en�erateur en sou�rent. Nous avons d�eriv�e une borne sur la valeur de S

t

en nous

servant de bornes existantes. Cette borne nous donne une id�ee assez juste sur la qualit�e des

meilleurs r�esultats que nous pouvons obtenir pour un m = 2

e

� h et k donn�es.

Les tests statistiques ont d�emontr�e que nous pouvons avoir con�ance dans les g�en�erateurs

propos�es. Le fait que les coe�cients soient de la forme a = �2

p

1

� 2

p

2

ne vient pas alt�erer

leur qualit�e.

Ensuite, nous avons programm�e nos g�en�erateurs dans le langage C a�n de tester leur vitesse.

Il s'est av�er�e qu'avec des processeurs Pentium-III et AMD Athlon, nos g�en�erateurs sont de

deux �a trois fois plus rapides que d'autres GRM existants et ayant de bonnes propri�et�es

th�eoriques. Sur l'architecture Sun, nos g�en�erateurs ne sont pas vraiment plus rapides mais ils

sont loin d'être plus lents : leur vitesse est comparable. Nos g�en�erateurs se retrouvent dans un

module appel�e utouzin.c qui peut être int�egr�e �a la librairie testu01 utilis�ee au laboratoire

d'optimisation du DIRO.

Ainsi, les g�en�erateurs que nous proposons sont aussi bons th�eoriquement et statistiquement

que leurs pr�ed�ecesseurs du même type mais tout en �etant deux �a trois fois plus rapides. Ce

facteur deux n'est pas n�egligeable pour une personne qui se sert abondamment des g�en�erateurs

de nombres al�eatoires, pour des simulations par exemple.

Les d�eveloppements futurs

Il pourrait être int�eressant d'avoir un programme qui e�ectue ses recherches selon les indices

lacunaires tout en exigeant que les coe�cients soient de la forme a = �2

p

1

� 2

p

2

.

L'id�ee introduite par P.C. Wu d'utiliser des sommes ou di��erences de puissances de 2 comme

coe�cients ne se limite pas aux g�en�erateurs �a congruence lin�eaire. Dans les g�en�erateurs non
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lin�eaires [21], il y a �egalement des multiplications par un coe�cient. Jusqu'�a maintenant,

un des points qui a frein�e l'�emergence des g�en�erateurs non lin�eaires est le temps de calcul

beaucoup trop long par rapport aux g�en�erateurs lin�eaires.

Niederreiter, dans [39, 40], propose une technique appel�ee g�en�eration de vecteurs pseudo-

al�eatoires par la m�ethode matricielle r�ecursive multiple. Cette m�ethode contient beaucoup de

liens avec les GRM : les coe�cients sont matriciels plutôt qu'un scalaire et les �etats sont des

vecteurs. Ainsi, il est possible d'appliquer la m�ethode de d�ecomposition en puissances de 2

pour les scalaires qui composent les matrices. Il s'agit d'une autre application int�eressante.
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Annexe I

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

long D0, D1, D2, D3;

#define norm 4.6566128752e-10

#define m1 2147483647.0

#define B 22093.0

#define A 97201.0

#define Reste 21954.0

double DL00a ()

{

long h, Resultat ;

h = D0 / A; Resultat = B * (D0 - A * h) - Reste * h;

if (Resultat < 0) Resultat += m1;

Resultat -= D0;

if (Resultat < 0) Resultat += m1;

D3 = D2; D2 = D1; D1 = D0; D0 = Resultat;

return (D0 * norm);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.1: Programme du g�en�erateur DL00a
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

long z10, z11, z12, z20, z21, z22;

int M1 = 2147483647,

M2 = 2145483479,

A12 = 63308,

Q12 = 33921,

R12 = 12979,

A13 = -183326,

Q13 = 11714,

R13 = 2883,

A21 = 86098,

Q21 = 24919,

R21 = 7417,

A23 = -539608,

Q23 = 3976,

R23 = 2071;

double InvM = 4.656612873077393e-10;

double GRM96a ()

{

long h, p12, p13, p21, p23;

/* Composante 1 */

h = z10 / Q13; p13 = -A13 * (z10 - h * Q13) - h * R13;

h = z11 / Q12; p12 = A12 * (z11 - h * Q12) - h * R12;

if(p13 < 0) p13 += M1; if(p12 < 0) p12 += M1;

z10 = z11; z11 = z12; z12 = p12 - p13; if(z12 < 0) z12 += M1;

/* Composante 2 */

h = z20 / Q23; p23 = -A23 * (z20 - h * Q23) - h * R23;

h = z22 / Q21; p21 = A21 * (z22 - h * Q21) - h * R21;

if(p23 < 0) p23 += M2; if(p21 < 0) p21 += M2;

z20 = z21; z21 = z22; z22 = p21 - p23; if(z22 < 0) z22 += M2;

/* Combinaison */

if (z12<z22) h = z12 - z22 + M1;

else h = z12 - z22;

return (h * InvM);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.2: Programme du g�en�erateur GRM96a
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

long y10, y11, y12, y20, y21, y22;

#define m1 2147483647

#define m2 2145483479

#define a12 63308

#define q12 33921

#define r12 12979

#define a13 -183326

#define q13 11714

#define r13 2883

#define a21 86098

#define q21 24919

#define r21 7417

#define a23 -539608

#define q23 3976

#define r23 2071

#define InvM 4.656612873077393e-10

double GRM96b ()

{

long h, p12, p13, p21, p23;

/* Composante 1 */

h = y10 / q13; p13 = -a13 * (y10 - h * q13) - h * r13;

h = y11 / q12; p12 = a12 * (y11 - h * q12) - h * r12;

if(p13 < 0) p13 += m1; if(p12 < 0) p12 += m1;

y10 = y11; y11 = y12; y12 = p12 - p13; if(y12 < 0) y12 += m1;

/* Composante 2 */

h = y20 / q23; p23 = -a23 * (y20 - h * q23) - h * r23;

h = y22 / q21; p21 = a21 * (y22 - h * q21) - h * r21;

if(p23 < 0) p23 += m2; if(p21 < 0) p21 += m2;

y20 = y21; y21 = y22; y22 = p21 - p23; if(y22 < 0) y22 += m2;

/* Combinaison */

if (y12<y22) h = y12 - y22 + m1;

else h = y12 - y22;

return (h * InvM);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.3: Programme du g�en�erateur GRM96b
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

double s10, s11, s12, s20, s21, s22;

#define norm 2.328306549295728e-10

#define m1 4294967087.0

#define m2 4294944443.0

#define a12 1403580.0

#define a13n 810728.0

#define a21 527612.0

#define a23n 1370589.0

double GRMPFa ()

{

register long k;

register double p1, p2;

/* Composante 1 */

p1 = a12 * s11 - a13n * s10;

k = p1 / m1; p1 -= k * m1; if (p1 < 0.0) p1 += m1;

s10 = s11; s11 = s12; s12 = p1;

/* Composante 2 */

p2 = a21 * s22 - a23n * s20;

k = p2 / m2; p2 -= k * m2; if (p2 < 0.0) p2 += m2;

s20 = s21; s21 = s22; s22 = p2;

/* Combinaison */

if (p1 <= p2) return ((p1 - p2 + m1) * norm);

else return ((p1 - p2) * norm);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.4: Programme du g�en�erateur GRMPFa
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

unsigned long v1, v2, v3, v4, v5;

#define mask1a 127

#define mask3a 8191

#define mask4a 134217727

#define mask5a 1048575

#define m1 2147483647

#define norm 4.656612873077393e-10

double MRG00a()

{

register unsigned long Resultat;

/* Coefficient 1 */

Resultat = m1 - (((v1 & mask1a) << 24) + (v1 >> 7));

Resultat += v1;

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

Resultat += v1;

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 3 */

Resultat += (m1 - (((v3 & mask3a) << 18) + (v3 >> 13)));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 4 */

Resultat += (m1 - (((v4 & mask4a) << 4) + (v4 >> 27)));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 5 */

Resultat += (((v5 & mask5a) << 11) + (v5 >> 20));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

Resultat = Resultat + (m1- v5);

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

v5 = v4; v4 = v3; v3 = v2; v2 = v1;

v1 = Resultat;

return (norm * v1);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.5: Programme du g�en�erateur GRM00a
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

unsigned long w1, w2, w3, w4, w5, w6;

#define mask1a 1023

#define mask2a 524287

#define mask3a 32767

#define mask5a 16777215

#define mask6a 15

#define m1 2147483647

#define norm 4.656612873077393e-10

double MRG00b()

{

register unsigned long Resultat;

/* Coefficient 1 */

Resultat = m1 - (((w1 & mask1a) << 21) + (w1 >> 10));

Resultat += (m1-w1);

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 2 */

Resultat += (m1 - (((w2 & mask2a) << 12) + (w2 >> 19)));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 3 */

Resultat += (((w3 & mask3a) << 16) + (w3 >> 15));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 5 */

Resultat += (((w5 & mask5a) << 7) + (w5 >> 24));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 6 */

Resultat += (m1 - (((w6 & mask6a) << 27) + (w6 >> 4)));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

Resultat += w6;

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

w6 = w5; w5 = w4; w4 = w3; w3 = w2; w2 = w1;

w1 = Resultat;

return (norm * w1);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.6: Programme du g�en�erateur GRM00b
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

unsigned long Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7;

#define mask1a 524287

#define mask2a 2047

#define mask3a 131071

#define mask5a 63

#define mask6a 33554431

#define mask7a 134217727

#define m1 2147483629

#define norm 4.6566129143e-10

double MRG00c()

{

register unsigned long Resultat1, Resultat2;

/* Coefficient 1 */

Resultat1 = (((Y1 & mask1a) << 12) + 19 * (Y1 >> 19));

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 = m1 - (Resultat1 - m1);

else Resultat1 = m1 - Resultat1;

/* Coefficient 2 */

Resultat2 = (((Y2 & mask2a) << 20) + 19 *(Y2 >> 11));

if (Resultat2 >= m1) Resultat2 = m1 - (Resultat2 - m1);

else Resultat2 = m1 - Resultat2;

Resultat2 += Resultat1;

if (Resultat2 >= m1) Resultat2 -= m1;

/* Coefficient 3 */

Resultat1 = (((Y3 & mask3a) << 14) + 19 * (Y3 >> 17));

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

Resultat2 += Resultat1;

if (Resultat2 >= m1) Resultat2 -= m1;

/* Coefficient 5 */

Resultat1 = (((Y5 & mask5a) << 25) + 19 * (Y5 >> 6));

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

Resultat2 += Resultat1;

if (Resultat2 >= m1) Resultat2 -= m1;

/* Coefficient 6 */

Resultat1 = (((Y6 & mask6a) << 6) + 19 * (Y6 >> 25));

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 = m1 - (Resultat1 - m1);

else Resultat1 = m1 - Resultat1;

Resultat2 += Resultat1;

if (Resultat2 >= m1) Resultat2 -= m1;
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/* Coefficient 7 */

Resultat1 = (((Y7 & mask7a) << 4) + 19 * (Y7 >> 27));

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

Resultat1 += Y7;

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

Resultat2 += Resultat1;

if (Resultat2 >= m1) Resultat2 -= m1;

Y7 = Y6; Y6 = Y5; Y5 = Y4; Y4 = Y3; Y3 = Y2; Y2 = Y1;

Y1 = Resultat2;

return (norm * Y1);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.7: Programme du g�en�erateur GRM00c
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

unsigned long Z1, Z2, Z3, Z4, Z5, Z6, Z7, Z8;

#define mask1a 134217727

#define mask3a 65535

#define mask4a 524287

#define mask5a 511

#define mask6a 4194303

#define mask7a 15

#define mask8a 8191

#define mask8b 1073741823

#define m1 2147483647

#define norm 4.656612873077393e-10

double MRG00d()

{

register unsigned long Resultat;

/* Coefficient 1 */

Resultat = m1 - (((Z1 & mask1a) << 4) + (Z1 >> 27));

/* Coefficient 3 */

Resultat += (((Z3 & mask3a) << 15) + (Z3 >> 16));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 4 */

Resultat += (m1 - (((Z4 & mask4a) << 12) + (Z4 >> 19)));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 5 */

Resultat += (((Z5 & mask5a) << 22) + (Z5 >> 9));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 6 */

Resultat += (((Z6 & mask6a) << 9) + (Z6 >> 22));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 7 */

Resultat += (((Z7 & mask7a) << 27) + (Z7 >> 4));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

/* Coefficient 8 */

Resultat += (((Z8 & mask8a) << 18) + (Z8 >> 13));

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

Resultat += (m1- Z8);

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;

Resultat += (m1- Z8);

if (Resultat >= m1) Resultat -= m1;
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Z8 = Z7; Z7 = Z6; Z6 = Z5; Z5 = Z4; Z4 = Z3; Z3 = Z2; Z2 = Z1;

Z1 = Resultat;

return (norm * Z1);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.8: Programme du g�en�erateur GRM00d
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

unsigned long x10, x11, x12, x20, x21, x22;

#define mask11 511

#define mask12 16777215

#define mask20 65535

#define mask22 65535

#define m1 2147483647

#define m2 2147462579

#define norm 4.656612873077393e-10

double MRGComb3 ()

{

register unsigned long Resultat1;

register unsigned long Resultat2;

/* Composante 1 */

Resultat1 = (((x11 & mask11) << 22) + (x11 >> 9))

+ (((x12 & mask12) << 7) + (x12 >> 24));

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

Resultat1 += x12;

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

x12 = x11; x11 = x10; x10 = Resultat1;

/* Composante 2 */

Resultat1 = ((x20 & mask20) << 15) + 21069 *(x20 >> 16);

if (Resultat1 >= m2) Resultat1 -= m2;

Resultat2 = ((x22 & mask22) << 15) + 21069 *(x22 >> 16);

if (Resultat2 >= m2) Resultat2 -= m2;

Resultat1 += Resultat2;

if (Resultat1 >= m2) Resultat1 -= m2;

Resultat1 += x22;

if (Resultat1 >= m2) Resultat1 -= m2;

x22 = x21; x21 = x20; x20 = Resultat1;

/* Combinaison */

if (x10<= x20) return ((x10 - x20 + m1) * norm);

else return ((x10 - x20) * norm);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.9: Programme du g�en�erateur GRM00e
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

unsigned long T10, T11, T12, T20, T21, T22;

#define mask11 131071

#define mask12 31

#define mask20 16383

#define mask22 1048575

#define m1 2147483647

#define m2 2147483629

#define norm 4.656612873077393e-10

double MRG00f ()

{

register unsigned long Resultat1;

register unsigned long Resultat2;

/* Composante 1 */

Resultat1 = (((T11 & mask11) << 14) + (T11 >> 17))

+ (m1-(((T12 & mask12) << 26) + (T12 >> 5)));

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

Resultat1 += T12;

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

T12 = T11; T11 = T10; T10 = Resultat1;

/* Composante 2 */

Resultat1 = ((T20 & mask20) << 17) + (19 *(T20 >> 14));

if (Resultat1 >= m2) Resultat1 -= m2;

Resultat2 = ((T22 & mask22) << 11) + (19 *(T22 >> 20));

if (Resultat2 >= m2) Resultat2 -= m2;

Resultat1 += Resultat2;

if (Resultat1 >= m2) Resultat1 -= m2;

T22 = T21; T21 = T20; T20 = Resultat1;

/* Combinaison */

if (T10<= T20) return ((T10 - T20 + m1) * norm);

else return ((T10 - T20) * norm);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.10: Programme du g�en�erateur GRM00f
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

unsigned long S10, S11, S12, S20, S21, S22, S30, S31, S32;

#define mask10 1

#define mask12 4095

#define mask21 255

#define mask22 4095

#define mask30 1048575

#define mask31 4194303

#define m1 2147483647

#define m2 2147483629

#define m3 2147483587

#define norm 4.656612873077393e-10

double MRG00g ()

{

register unsigned long Resultat1;

register unsigned long Resultat2;

/* Composante 1 */

Resultat1 = (((S10 & mask10) << 30) + (S10 >> 1))

+ (((S12 & mask12) << 19) + (S12 >> 12));

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

Resultat1 += (m1 - S12);

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

S12 = S11; S11 = S10; S10 = Resultat1;

/* Composante 2 */

Resultat1 = ((S21 & mask21) << 23) + (19 *(S21 >> 8));

if (Resultat1 >= m2) Resultat1 -= m2;

Resultat2 = ((S22 & mask22) << 19) + (19 *(S22 >> 12));

if (Resultat2 >= m2) Resultat2 -= m2;

Resultat1 += Resultat2;

if (Resultat1 >= m2) Resultat1 -= m2;

S22 = S21; S21 = S20; S20 = Resultat1;

/* Composante 3 */

Resultat1 = ((S30 & mask30) << 11) + (61 *(S30 >> 20));

if (Resultat1 >= m3) Resultat1 -= m3;

Resultat2 = ((S31 & mask31) << 9) + (61 *(S31 >> 22));

if (Resultat2 >= m3) Resultat2 -= m3;

Resultat1 += Resultat2;

if (Resultat1 >= m3) Resultat1 -= m3;

Resultat1 += S32;

if (Resultat1 >= m3) Resultat1 -= m3;

Resultat1 += S32;

if (Resultat1 >= m3) Resultat1 -= m3;

S32 = S31; S31 = S30; S30 = Resultat1;
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/* Combinaison */

if (S10 + S30 <= S20) return ((S10 - S20 + S30 + m1)*norm);

else if (S10 -S20 +S30 > m1) return ((S10 - S20 + S30 - m1)*norm);

else return ((S10 - S20 + S30) * norm);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.11: Programme du g�en�erateur GRM00g
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||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

unsigned long M10, M11, M12, M13, M20, M21, M22, M23;

#define mask11 262143

#define mask13 255

#define mask20 2097151

#define mask22 2047

#define mask23 16777215

#define m1 2147483647

#define m2 2147483629

#define norm 4.656612873077393e-10

double MRG00h ()

{

register unsigned long Resultat1;

register unsigned long Resultat2;

/* Composante 1 */

Resultat1 = (m1- M10) + (m1 - (((M11 & mask11) << 13) + (M11 >> 18)));

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

Resultat1 += ((M13 & mask13) << 23) + (M13 >> 8);

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

Resultat1 += M13;

if (Resultat1 >= m1) Resultat1 -= m1;

M13 = M12; M12 = M11; M11 = M10; M10 = Resultat1;

/* Composante 2 */

Resultat1 = ((M20 & mask20) << 10) + (19 *(M20 >> 21));

if (Resultat1 >= m2) Resultat1 -= m2;

Resultat2 = (((M22 & mask22) << 20) + (19 *(M22 >> 11)));

if (Resultat2 >= m2) Resultat2 = m2 - (Resultat2 - m2);

else Resultat2 = m2 - Resultat2;

if (Resultat2 >= m2) Resultat2 -= m2;

Resultat1 += Resultat2;

if (Resultat1 >= m2) Resultat1 -= m2;

Resultat2 = ((M23 & mask23) << 7 ) + (19 * (M23 >> 24));

if (Resultat2 >= m2) Resultat2 -= m2;

Resultat1 += Resultat2;

if (Resultat1 >= m2) Resultat1 -= m2;

M23 = M22; M22 = M21; M21 = M20; M20 = Resultat1;

/* Combinaison */

if (M10<= M20) return ((M10 - M20 + m1) * norm);

else return ((M10 - M20) * norm);

}

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||{

Tableau 10.12: Programme du g�en�erateur GRM00h


