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Formulation générale des problémes d’optimisation non linéaire

La forme générale d’'un probleme d’'optimisation est la suivante :

min, f(a), (.1.1)
sous les contraintes
(PC)
g(x) <0, (1.1.2)
h(z) =0, (1.1.3)

ou les fonctiong’, g eth sont typiguement non-linéaires (c’est I'objet de cette deuxiéme partie du
cours). L'équationVI.1.2) désigne ce que nous apelleront destraintes d’inégalité et I'équation
(VI.1.3) descontraintes d'égalité

L'objet de ce cours est la présentation de techniques permettant de résoudre le p(&@gme
ainsi que des problémes ou soit un seul des deux types de contraintes est présent, soit des probléemes
n'y a pas de contraintes du tout. Nous noterons ces types de problémes ainsi :

(PC) problgme général, avec contrfalntg§ d’'inégalité et d’égalite, C%rgznea;trs
(PCE) probléme avec contraintes d’égalite, Notions
(PCIl) probléme avec contraintes d'inégalité,
(P) probléme sans contraintes.

Exemples

Il va de soi que la plupart des problemes réels ou industriels ne sont pas initialement sous une desExercices
formes proposées. C’est pourquoi un des premiers travaux consiste en général a mettre le problémgocuments
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initial sous une forme standard. Par exemple, un probléme donné sous la forme

Formulation
générale des
max g(x), R
zeR"™ problémes
d’optimisation
se mettra sous la forme standdf) en posantf(z) = —g(x)! Cependant, la mise sous forme non linéaire

standard nécéssite en général un peu plus de travail, comme nous allons le voir dans les exemples qui
suivent.

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Un exemple en régression non-linéaire

10

-10 g T T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Sommaire
Concepts
On considére un probléme d'identification des parametrés: etc d'un signal du type Notions
f(t) = aexp (—bt) cos (ct + d),
Exemples
a partir d'échantillon$t;, y;];—1..,» du signalf(¢) (ces échantillons sont représentés par les ronds sur  Exercices
la figure ci-dessus). Documents
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On propose de faire cette identification en minimisant la fonction

(i — f(t:))?,

N =

@
I
i

J(a,b,c,d) =

(y; — aexp (—bt;) cos (ct; + d))>.

Il
DO |

N
Il
H

Le choix d’élever au carré la distance enjyet f(¢;) est bien sar arbitraire : on aurait pu prendre
la valeur absolue, mais le carré permet d’obtenir une foncfiaifférentiable (ceci sera bien sr
clarifié dans la suite). Si nous n’'ajoutons pas de conditions sur les paramgéiresi le probléeme
posé est donc du typeP), avecz = [a,b,c,d]" € R*. Ce probléme est communément appelé un

probléme de moindres carrés (non linéaire).

<<

10

Un exemple en
régression
non-linéaire

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A

Un exemple en mécanique

u(x)

On considére une corde horizontale de longuetendue a ses deux extrémités, avec une tension
7. La déviation éventuelle de la corde par rapport a sa position d’équilibre est désignée: par
pourz € [0,1]. Les extrémités étant fixées, on aura toujouf@) = u(1) = 0. On négligera le
poids propre de la corde par rapport a la tensipoela permet d’affirmer qu’en I'absence d’action
extérieure, la corde est au repos et on a dang = 0,Vz € [0, 1].

Supposons maintenant que la corde est écartée de sa position d’origine. Alors on peut montrer
gue I'énergie potentielle associée a cette déformation (supposée petite) est

Sommaire

1 [t (du\?
E(u) = = — : 1.1.4 Gl
() 2/0 T <dm> da ( ) Notions

En I'absence d'obstacle, la position de repds) = 0 minimise cette énergie. Il peut alors étre
interessant d’eétudier un probleme ol un obstacle empeche la corde de prendre la position triviale gxemples
u(z) = 0. Intuitivement, on voit bien que la corde va toucher I'obsctale en certains points, mais pas Exercices
forcément en tous les points de I'intervalle 1] (cela va dépendre de la forme de I'obstacle) Documents
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Supposons par exemple que cet obstacle peut étre représenté par une fgngtiori). Alors la Un exemple en
présence de I'obstacle se traduit par la condition mécanique

u(z) > v(x),z €]0,1]. (1.1.5)

Si on veut connaitre la déformatiaiiz) de la corde lorsque 'obstacle est présent, on peut donc
penser qu'il est raisonnable de considérer le probleme

1 /1 du\?
min — T — | dz,
u 2Jo \dz (1.1.6)
u(0) =u(1) =0,
u(z) > v(z), = €]0,1].
Il s’agit, techniquement parlant, d’'un probléeme de calcul des variations, et donc I'inconnue est
une fonction (la fonction.(z)). Il parait donc pour l'instant impossible de le mettre sous forme

standard. Cependant, on peut essayer de résoudre un probléme approché, en utilisant la méthode des
éléments finis :

Approximation avec la méthode des éléments finis
Puisque I'on est en dimension 1 d’espace, la méthode est trés simple a mettre en oeuvre. D’'une

part, on discrétise l'intervall@, 1] : on considére les abscisses Sommaire
Concepts

k Notions
On considére le vectelf = [Uy,...,Uy_1]", ainsi que la fonctiom y (z) définie par : Eﬁiﬁlﬁfii
un(xg) = Uk, un(0) = un(1) = 0, de plusuy est continue et affine par morceaux. Documents

<< 12 > >
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On peut alors montrer que Un exemple en
1 , .
E(uy) = §UTAU, mécanique

ou A est la matrice (définie positive)

2 -1 0
-1 2 —1
A=1N? 3 o
—1 2 -1
0 —1 2

On peut donc proposer la version approchée du problémhé)(:

N

{ min 5U° AU, (1.1.7)
U((L‘k)—UkSO,k:1...N—1.

Il s’agit donc d’un probléme se mettant assurément sous la fofhd& ). De plus la fonction

fU) = %UTAU est assez particuliere : il s’agit d’'une forme quadratique (nous y reviendrons plus
tard). La fonctiory permettant d’exprimer les contraintes d’inégalité, définie par

Sommaire
U(l“l) -U; Concepts
g(U) — ) Notions
v(zn-1) — Un-1)
) . . _ Exemples
est de pludinéaire. Nous aborderons des méthodes tenant compte de ces particularités. Exercices
Documents
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|.2 Formes quadratiques

Définition d’'une forme quadratique . . . . . . . . ... ... L. 15
Propriétés des formes quadratiques définies positives . . . . . . . ... .. 17

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Définition d’'une forme quadratique

Cours :
exemple en mécanique

L'exemple précédent nous donne une idée, a partir d’'un probléme particulier, de la forme que peut
prendre la fonctiory. Une telle fonction s’appelle une forme quadratique. Nous allons maintenant
étudier leurs propriétés.

Définition 1.2.1 Soit A une matrice symétrique x n etb € R". On appelle forme quadratique la
fonctionf : R" — R définie par

f(z) = %a;TA:c —b'z.

Lorsque la matricel posséde certaines propriétés, la fonctigmeut prendre un nom particulier. La
propriété a laquelle nous allons nous intéresser est la positivité :

Définition 1.2.2 Soit A une matrice symétrique x n etb € R". On dit queA est semi-définie Sommaire
positive et on notel > 0, quand Concepts
T - Notions
z Az >0, Vz € R".

On dit queA est définie positive et on note > 0, quand
Exemples
Exercices
xT Az >0, Vo € R™, z #0. Documents
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Cette définition peut étre reliée aux valeurs propres de la matrice BT

d’une forme

Propriété 1.2.3 Soit A une matrice symétrique x n. On note{\;},—1.., ses valeurs propres quadratique

(réelles). On a les équivalences suivantes :
A>0<= X\, >0,i=1...n,

A>0<= X\;>0,i=1...n.

Lorsque la matriced est définie positive (resp. semi-définie positive), on dira ¢(e) est une

forme quadratique définie positive (resp. semi-définie positive). Dans le cagstidéfinie positive

la fonction f posséde un certain nombre de propriétés. Nous nous intéressons dans un premier temps
aux surfaceg'(z) = couc € R.

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Propriétés des formes quadratiques définies positives

Exemples :
Exemple I.1

Propriété 1.2.4 Soit A une matrice symétrique x n, définie positive et ¢ R". Considérons la
forme quadratique

flz) = %xTAI —b'z.
On considére la famille de surfaces définie par
Ve ={z €R", f(c) =c},
pourc € R, et on définit le vecteut solution de

AZ =b.
Alors v, est définie de la fagon suivante : scc;rgznea;trse
— Sic < f(z) alors~, = 0. Notions
— Sic = f(z) alorsy. = {z}.

— Sic > f(z) alors~. est un ellipsoide centré eh
Exemples
Exercices

Documents
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Démonstration : La matriceA étant diagonalisable, il existe une matrié¢la matrice des vecteurs
propres) orthogonale telle que
PTAP =D,

ouD = diag(A1, ..., \,) avech; > 0. On fait le changement de variahje= = — 7 : cela donne
. . . 1
f@+y) = f(2) + (A2 —b) 'y + Sy Ay,
et puisquedz = 0, on a
N . .
fla) = f(@) +5(z - 2)" Az - 2).

On fait maintenant le changement de variahle- &) = Pz, ce qui donne
1
fl@) = [@)+52 PTAPz,
1
= f(&)+ §zTDz,
LI,
La surfacey. est donc définie par
n 1 - 2 S
Ve = {ZER , 22;)%21» :cf(x)}
Sic— f(z) < Oil estclair qu'il n’y a pas de solution a I'équation

1 — X
5> N = (@),
=1

<< 18 > >
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puisque le second membre est toujours positif¢ Si f(z) la seule solution est = 0, c’est & dire Propriétés des

x = &. Sic > f(z) 'équation définit bien un ellipsoide, puisque Pgssont positifs ] fooee
Nous avons en fait démontré un résultat trés intéressant qui caractérise la valeur minimale pri%ﬁladratiques
par f(z) quandz parcourtR" : S
. : . . - . n . positives
Théoreme 1.2.5 Soit A une matrice symétrique x n définie positive et € R", et soitf la forme
guadratique associée, définie par
L 1 T
flz) = 2% Az —b'z.
Soitz le vecteur (unique) vérifiamz = b, alors & réalise le minimum d¢, c’est a dire
f(@) < f(z), Vo e R™.
Ce résultat est une conséquence directe de la prop2é4é
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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|.3 Rappels de calcul différentiel

Définition de la différentiabilité . . . . . . . ... ... ...
Calcul de la dérivée premiére . . . . . . ... ... ....
Dérivée seconde . . . . . . . ..o
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Définition de la différentiabilité

DansR" on notex le vecteur colonne

x1

Tn

et la notation|.|| désignera, sauf indication du contraire, la norme euclidienne

1
n 2
ol = (z) |
k=1

Avant de donner la définition de la différentiabilité, il est important de rappeller celle denig:
nuite :

Définition 1.3.1 Soit f : R" — R™, on dit quef est continue au point € R" si pour tout réel
e > 0 il existen > 0 tel que

|z —all <n=|f(z) - fla)ll <e

Voici maintenant la définition de la différentiabilité : Sommaire
Concepts
Définition 1.3.2 Soit f : R™ — R™ représentée dans la base canoniquéffé par le vecteur otions
file) Exemples
f(z) = 5 ) (1.3.8) Exercices
JalE) Documents
m
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continue emw € R". On dit quef est différentiable em s'il existe une application linéaire, notée Définition de'la
f'(a), telle que pour tout, € R" on ait Sl i
fla+h) = fla) + f'(a)h+ [ €(h), (1.3.9)

ou ¢(.) est une fonction continue en 0 vérifidinhy, .o e(h) = 0. On appellef’(a) dérivée def au
pointa.

La notationf’(a)h doit étre prise au seng”(a) appliquée &”. Cette notation devient assez naturelle
lorsque I'on représentg¢’(a) par sa matrice dans les bases canoniqueR'tdet R™, comme le
montre plus bas la propositidr8.4.

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Calcul de la dérivée premiere

Exemples : Exercices :
Exemple 1.3 Exercice 1.2
Exemple 1.2 Exercice .1

On peut d'ores et déja donner un résultat "pratique” permettant de calculer directement la dérivée
a partir du développemernt3.9) :

Proposition 1.3.3 Soit f : R" — R™ différentiable eru, alors

L flatth) - f(a)
t—0 t

= f'(a)h.

Démonstration

La quantitéf’(a)h est appellée communémenérivée directionnellele f au pointa dans la
directionh. La proposition suivante fait le lien entre la matrice fdé:) et les dérivées partielles de Sommaire

f au pointa : Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Proposition 1.3.4 Soitf : R" — R™ différentiable eru, alors on peut représentef’ (a) par sa
: . m Calcul de la
matrice dans les bases canoniquesRieet deR™ et on a .
dérivee
Ofi premiére
[f'(a)lij = P, (a)
Démonstration
On appelle souvent’(a) la matricejacobiennede f au pointa. Lorsquem = 1 on adopte une
notation et un nom particuliers : radient est le vecteur not® f(a) et défini par
f'a)=Vf(a)',
etona
fla+h) = f(a) + V(@) h+ A eh).
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Dérivée seconde

Exemples : Exercices :
Exemple 1.4 Exercice 1.4
Exercice 1.3

On se place maintenant dans le eas= 1, soit f : R" — R.

Définition 1.3.5 L'application f : R" — R est dite deux fois différentiable s’il existe une matrice
symétriqueV? f(a) telle que

fla+h) = f(a)+ V(@) h+hTV?f(a)h + | k]| e(h).

On appelleV? f(a) matrice hessienne dgau pointa. Comme I'énonce le théoréme suivant (non
démontré), cette matrice s’obtient a partir des dérivées secondes de

Théoreme 1.3.6 Soit f : R" — R une fonction deux fois différentiable en un paintSi on note
g(x) = V£(x) alors la matrice hessienne est définie patf(a) = ¢/(a), soit
Sommaire
82f Concepts
Notions

[V2f(a)li; = Dusdz;’

Exemples
Exercices
Documents
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|.4 Notions sur la convexité

Définition de laconvexité . . . . . . . . . . . ... ... ...
Fonctionsconvexes . . . . . . . . . . .

Caractérisation de la convexité en termes du hessien
Caractérisation de la convexité en termes du gradient

26
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Définition de la convexité

Exemples :
Exemple I.5

La convexité est a la base une propriété géométrique, assez intuitive d’ailleurs, qui permet de
caractériser certains objets. On voit assez bien ce gu’est un objet convexe dans un espace a deux
ou trois dimensions. Nous allons maintenant montrer comment cette propriété peut aussi s’appliquer
aux fonctions déR™ dansR.

objet convexe objet non convexe
< 9
o X X y
Sommaire
s Y Concepts
Notions
g e D . . 9 Exemples
Définition 1.4.1 Un ensemblél C R" est dit convexe si pour tout couile, y) € K~ etV A € [0, 1] Exercices
Documents
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ona Définition de la

A+ (1—- Ny € K.

convexité
Cette définition peut s'interpréter en disant que le segment reti@bty doit étre dansx. Elle se
généralise de la facon suivante : on dira qu’'un vecteast une combinaison convexe des points
{x' ... 2P} siona
p
Yy = Z )\’ixzy
=1
avech; > 0etd r ;A =1.
On peut citer quelques cas particulief8™ tout entier est un ensemble convexe, de méme qu’un
singleton{a}.
Propriété 1.4.2 Soit une famille{K;};—;., d’'ensembles convexes gt= (!_, K;. Alors S est
convexe.
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Fonctions convexes

fonction convexe fonction non-convexe

Définition 1.4.3 On dit qu'une fonctiory : K — IR, définie sur un ensemble conveXeest convexe
si elle vérifie

9 Sommaire
V(z,y) € K5, VA€ [0,1], f(Az+ (1= Ny) <Af(x)+ (1= N)f(y). Concepts
Notions
On dira quef est strictementonvexe si
V(e,y) € K2, a4y, VAE0,1, fOa+ (1= Ny) < Af(@) + (1 =N f). Exemples
Documents
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Lorsquen = 1 cette définition s’interpréte bien géométriquement : le graphe de la fonction est

: . . Fonctions
toujours en dessous du segment reliant les pdintg(x)) et(y, f(y)). convexes
Corollaire 1.4.4 On définit pour(z,y) € K2, ol K est un ensemble convexe, la fonction
[0,1] — R par
p(t) = f(tz + (1 —t)y).
Alors on a I'équivalence
©(t) convexe sufo, 1], V(z,y) € K* < f convexe Sui.
Démonstration
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents

<< 30



<« précédent section A suivant »

Caractérisation de la convexité en termes du hessien

Exemples :
Exemple 1.6

Danslecasoyf : K ¢ R — R on ale résultat suivant :

Propriété 1.4.5 Si f : R — R est 2 fois continlment dérivable sir convexe alorg’ est convexe
si et seulement §f”(z) > 0,Vz € K et strictement convexe si et seulement’dic) > 0,vz € K
(sauf éventuellement en des points isolés).

Ce résultat se généralise pour> 1 : le résultat suivant fait le lien entre le hessien et la propriété de
convexité :

Théoreme 1.4.6 Soit f : K ¢ R" — R une fonction deux fois différentiable, alofsest convexe
si et seulement V2 f(z) > 0, Vz € K, et strictement convexe si et seulemeriv$f(z) >
0, Vxr € K.

Démonstration
L lai . e Sl - Sommaire
e corrolaire suivant est immeédiat : Concepts
. . . Yo s Notions
Propriété 1.4.7 Soit f une forme quadratique définie par
1
f(z) = —z' Az — bT% Exemples
2 Exercices
alors f est convexe si et seulementisi> 0, et strictement convexe si et seulement st 0. Documents
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Cela provient du fait qu&? f(z) = A (voir 'exemplel.4).

32
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Caractérisation de la convexité en termes du gradient
Dans le cas ou la fonctiofi n’est supposée qu’une fois différentiable, on a le résultat suivant :

Théoreme 1.4.8 Soit f : K ¢ R" — R une fonction une fois différentiable, alofsest convexe si
et seulement si

f(y) = f(2) + V(@) ' (y - 2), Y(a,y) € K2
La fonctionf est strictement convexe si et seulement si
fy) > f(2) + V@) (y—2), V(w,y) € K z #y.

On voit bien linterprétation géométrique de ce dernier resultat quard 1 : le graphe d’'une
fonction convexef se trouve toujours au-dessus de la tangente en un point donné.

Sommaire
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Exemples
Exercices
Documents
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|.5 Résultats d’existence et d’unicité

Théoremes généraux d’'existence . . . . . . ... .. ... ... ..... 35
UNICItE . . . . . o e e e e e e 37
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Théoremes généraux d’existence

Considérons notre probléme d’optimisatiah 1introduit au début du cours, que I'on écrira pour
I'occasion un peu différemment, en mettant les contraintes sous la form& c R" :

min f(x). (1.5.10)

zeK

Nous allons donner deux résultats tres généraux d’existence d’une solution au pratiéiae (
Auparavant nous avons besoin de la définition d’'un ensemble compact :

Définition 1.5.1 Un ensembldd C R" est dit compact si, de toute suife }, ouz;, € K, Vk, on
peut extraire une sous-suite convergente.

Nous donnons le théoréme suivant sans démonstration :

Théoreme 1.5.2 Un ensemblés c R™ est compact si et seulement si il est fermé et borné.

DansR, les intervalles fermés du type, b] (ou des reunions de tels intervalles) sont compacts.
La notion de fermeture signifie qu'une suite, }, ouz;, € K, VEk, doit converger vers une limite
x € K. Pour illustrer sur un exemple qu’un intervalle ouvert d&nhse peut pas étre compact, on

- ) Sommaire
peut considérer I'exemple suivant. Concepts
Soit K =]0, 1] et la suiter;, = 1/k, on a bienz;, € K maislimy_,,, =0 ¢ K. Notions

Voici maintenant deux résultats d’existence, dont les démonstrations peuvent étre consultées dan%xemloles
les documents. Exercices

Documents
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Théoreme 1.5.3Sif : K € R" — R est continue et si de plus est un ensemble compact, alors le

: ” P Théoremes
probléme [5.10) admet une solution optimalee K, qui vérifie donc généraux
£(3) < f(z), Yz € K. d’existence
Le second résultat est moins général car il considére le cas partigukieiR" :
Théoreme 1.5.4 Soit f : R™ — R une fonction continue siR". Si
lim f(z) = oo,
[|z]| —o0
alors (1.5.10 admet une solution optimale
Démonstration
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Unicité
L'unicité résulte en général de propriétés de convexitéf(dedekK).

Théoreme 1.5.5 Soit f : K € R" — R strictement convexe sut convexe. Le minimum dé
sur K, s’il existe, est unique.

Démonstration : Soitdoncz € K tel quef(z) < f(x), Vo € K. Supposons qu'il existg # &
tel quef(y) < f(z), Vz € K. Formons poun €]0, 1] le vecteur

u=AJ+ (1 -N)z.
D’aprés la stricte convexité déet puisque nécessairemefit)) = f(z) on a
fu) <AF(@) + (1 =) f(2) = f(2),

ce qui contredit le fait qué soit un minimum. On a dong = 3. O

Sommaire
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Documents
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|.6 Conditions nécessaires d’optimalité (sans contrainte)

Conditions nécessaires . . . . . . . .
Conditions nécessaires et suffisantes

38
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Conditions nécessaires

On va maintenant regarder de plus pres le casko= R", c’est a dire le probléme sans
contrainteg P). Dans le cas oy est différentiable, on a le résultat suivant :

Théoreme 1.6.1 Soit f : R" — R différentiable et vérifiant
f(@) < f(z), Vo € R",
alors on a nécessairement

V#(z) = 0.

Démonstration

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Conditions nécessaires et suffisantes
La condition de gradient nul devient suffisante dans le ca est convexe :
Théoreme 1.6.2 Soit f : R™ — R convexe et différentiable. Sivérifie
V(&) =0,

alorsonaf(z) < f(z), Vo € R".

Démonstration

Lorsque la fonction n'est pas convexe, on ne peut donner qu'une condition nécessaire et suffi-
sante d’optimalité locale. On désignera par minimum local (que I'on oppose au minimum global) un
vecteur vérifiant les conditions suivantes :

Définition 1.6.3 On appelleraz* minimum local def, s'il existed > 0 tel que
f@®) < flx), Vo, ||z — 2™ < 6.
Dans le cas otf est deux fois différentiable on peut alors donner le résultat suivant :

Théoreme 1.6.4 Soit f : R™ — R deux fois différentiable. Si _
Sommaire
*\ Concepts

{ vz;gi*g ; 8’ Notions

alors z* est un minimum local dé. Exemples

Démonstration Exercices
Documents
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Exemples du chapitre |

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

Courbes de niveau d'une forme quadratique dans R . . . . . . . 42
Gradient d’'une fonction quadratique . . . . . . .. ... ... ... 44
Dérivée d’'une fonction affine . . . . . .. ... ... ... ... .. 45
Matrice hessienne d’'une fonction quadratique . . . . . ... . .. 46
Combinaison convexe de points dansleplan. . . . ... ... .. 47
Convexité d’'une fonction quadratique . . . . . ... ... ..... 48
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Exemple .1 Courbes de niveau d’une forme quadratique dans R>

On consideére la fonctioffi(z) = 32" Az — b" 2 ol A est une matrice symétriqiex 2 définie

positive. On note” la matrice des vecteurs propresi\et> Ay > 0 les deux valeurs propres. Notons
Z la solution du systéme linéairéz = b. On a montré que les courbes iso-valeurs sont définies par

I'équation
1 .
5(/\12% + Xoz3) = ¢ — f(#),

ou on a effectué le changement de variable P(xz — &). Si on ac — f(z), 'équation ci-dessus
définit une ellipse dans le repéfa , z2), dont I'équation “canonique” est donnée par

L [e—1@) ,_ [re-t@)
A1 ’ A2 )

On sait que I'on peut décrire cette ellipse par la courbe paraméttigue € [0, 27| avec
acost
A8 = ( bsint ) ’
donc I'équation paramétrique de la courke) dans le repére original est

x(t):§;+P< aCOSt).

bsint

avec

42 > >
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Exemple I.1
Courbes de
niveau d’'une
forme

603 quadratique

Lancer la simulation dans R?

3.97

10.16

8.10

1.90

-0.16 T T T T T T T
-431  -248  -0.65 117 3.00 4.83 6.65 848 10.31

Retour au grain

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Exemple 1.2 Gradient d’une fonction quadratique

On considére la fonctioffi(z) = %xTAa: — bz 00 A est une matrice carrée symétriquex n.
Ona

1 1
flz+th) = §xTAx + 5752hTAh +teTAh 4+ b (z + th),

= f(@)+t(z"A-b")h+ %tQhTAh,

on a donc
f(@ +th) — f(z)
t

Puisqueim; . 3th" Ah = 0, on adoncV f(z) = Az — b.

1
= (Az —-b)Th+ 5mTAh.
Retour au grain

Sommaire
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Exemple 1.3 Dérivée d'une fonction affine

On consideére la fonctiorf(xz) = Cx + d ou C est une matricen x n. On af(x + h) =
Cz+ Ch+d = f(z) + Ch.Doncf'(z) = C, Vx € R". On notera gu'icif est différentiable pour
toutz € R", ce qui nest pas forcément le cas qughest quelconque.

Retour au grain
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Exemple 1.4 Matrice hessienne d’'une fonction quadratique

n X n. L'exemple précédent nous a donvi¢f (x) = Az — b. Puisque la matrice hessienne est la
dérivée du gradient on a doR& f(z) = A.

Retour au grain
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Exemple 1.5 Combinaison convexe de points dans le plan

157

1.03

0.49

Lancer la simulation

-0.05

-0.59

-1.13 T T T T
-1.87 -110 -0.34 043 119 196

Considérons un ensemble de points du dlah ..., 2P}. La simulation qui est proposée ici permet
de générer aléatoirement un trés grand nombre de points de la forme

/4

yF = Z izt

i=1

en tirant aléatoirement les coefficieqts; };—; .., suivant une loi uniforme sup, 1], renormalisés en
les divisant par leur somme, de fagon a ce que I'on ait toujdufs, \; = 1. Le polygone “limite”
contenant tous les points générés s’appetieMeloppe convexeles points(z!, ..., 2P},

Retour au grain
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Exemple 1.6 Convexité d'une fonction quadratique

On considére la fonctioffi(z) = %:UTAx —b"x o0 A est une matrice carrée symétrique. Puisque
V2f(x) = A (voir lexemple précédent); est convexe si et seulementsi> 0, strictement convexe
lorsqueA > 0

Retour au grain
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Exercices du chapitre |

.1
1.2
1.3
1.4

Calcul d'une dérivée composée . . . . . . . . . oo .. 50
Calcul du gradient d’'une fonction quadratique . . . ... ... .. 51
Calcul d'une dérivée seconde composée . . . . . . ... ... .. 52
Calcul du hessien d’'une fonction quadratique . . . . .. ... .. 53
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Exercice .1 Calcul d'une dérivée composée

suivant »

Soit f : R" — R définie par etz : R — R". On définit la fonction réellg/(t) = f(z(t)).

Calculerg'(t).

Retour au grain
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Exercice I.2 Calcul du gradient d’'une fonction quadratique
On consideére la fonctioffi(z) = %:cTAx — b "z ou A est une matrice x n. Montrer que I'on a

Vi) = %(A + ATz —b.

Retour au grain
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Exercice 1.3 Calcul d'une dérivée seconde composée

Soit f : R"™ — R définie par etz : R — R". On définit la fonction réellg/(t) = f(z(t)).
Calculerg”(t) dans le cas ou(t) = (u + tv) ouu etwv sont deux vecteurs d&", puis pourz(t)
guelconque.

Retour au grain
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Exercice 1.4 Calcul du hessien d’une fonction quadratique

On consideére la fonctioffi(z) = %:cTAx — b "z ou A est une matrice x n. Montrer que I'on a

V2 f(z) = %(A +AT).

Retour au grain
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Chapitre |l
Les methodes de gradient

1.1 Les méthodesdedescente . . . . . . . . . .. ... 55

1.2 Les méthodes de gradient . . . . . . . . . . ... 58

Exemples du chapitre I, . . . . . . . . 63
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1.1 Les méthodes de descente

Principe des méthodes de descente . . . . . .. ... ... ... ...... 56
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Principe des méthodes de descente

Définition 11.1.1 Soit f : R" — R. On dira qu’'un vecteur! est une direction de descente es'il
existet > 0 tel que
fla+td) < f(z), t €]0,1).

Le principe d’'une méthode de descente consiste a faire les itérations suivantes
Tht1 = Tk + trdy, tx > 0, (1n.1.1)

tout en assurant la propriété
f(@r+1) < fzg).

Le vecteurd,, est la direction de descente ep. Le scalairet, est appelé Igpas de la méthode a
l'itération k. On peut caractériser les directions de descentg,énl’aide du gradient :

Proposition I1.1.2 Soitd € R" vérifiant

Vf(z)"d <0,
alors d est une direction de descente:&n Sommaire
Démonstration Concepts
Notions
Dans la méthoddl(1.1) le choix det;, est lié a la fonction
Exemples
©(t) = f(op + tdy),
Documents
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en particulier, une fagon de choisjr peut étre de résoudre le probleme d’optimisation (a une seule Principe des

variable) ‘ méthodes de
min p(t). descente

Le past; obtenu ainsi s’appelle le pas optimal. La fonctioft) = f(z + td;) étant différentiable,
on a alors nécessairement
¢ (tr) = V f (g + trdy) T dj = 0.

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples

Documents
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1I.2 Les méthodes de gradient

Principe des méthodes de gradient . . . . . . .. ... ... ... ..... 59
La méthode du gradienta pasoptimal . . . . . . .. ... ... ....... 61
Calcul du pas optimal dans le cas quadratique . . . . . .. ... ...... 62

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples

Documents

58



section A suivant »

Principe des méthodes de gradient

Exemples :
Exemple II.1

On cherche a déterminer la direction de descente qui fait décgitie= f(z + td) le plus vite
possible (au moins localement). Pour cela on va essayer de minimiser la dérivge de0. On a

¢'(0) = Vf(z)'d,
et on cherche solution du probléme

. /
min  ¢'(0).
deR" |ld|=1

La solution est bien s{r
g V@)
IV f(@)]’

en vertu de I'inégalité de Schwartz. S
Il'y a ensuite de nombreuses fagon d'utiliser cette direction de descente. On peut par exemple concepts

utiliser un pas fixé a prioti, = p > 0, Vk. Notions
On obtient alors la méthode du gradient simple :
Exemples
{ dk’ = _vf('rk)a b
Tyl = Tk + pdk~ ocuments
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Sous certaines hypothéses de régularitddux fois différentiable) cette méthode convergg si

> _ Principe des
est choisi assez petit.

méthodes de
gradient

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples

Documents
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La méthode du gradient a pas optimal

La méthode du gradient a pas optimal consiste a faire les itérations suivantes

{ d, = —Vf(zg), (11.2.2)

Tk+1 = T+ kdy,
out; est choisi de maniére a ce que
fxg + tpdy) < f(zp + tdy), Vt > 0. (1.2.3)
Cette méthode possede une propriété interessante :

Proposition I1.2.1 Soit f : R™” — R une fonction différentiable. Les directions de descehte
générées par la méthodB.2.2)-(11.2.3) vérifient

dpy1dy = 0.

Démonstration

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples

Documents
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Calcul du pas optimal dans le cas quadratique

Exemples :
Exemple 1.2

Onaf(z) = 32" Az — b’z avecA > 0 eton notep(t) = f(zy, + tdi). Le pas optimat;, est
caractérisé par

¢'(ty) = 0,
on adonc
Vf(zr + tkdk)Tdk = (A(xg + tpdy) — b)Tdk =0,
soit
(Vf(xg) + tkAdk)Tdk =0,

on obtient donc
_ Vf(zr) di

di Ady
qui est bien positif cad), est une direction de descentelgtddy, > 0 (carA > 0).

tp =

La méthode du gradient a pas optimal peut donc s’écrire (dans le cas quadratique)

dp, = b— Axyp,
_dldg
ty = dzkAdk , (1.2.4)
Tkl = Xk + trpdg.

62
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Exemples du chapitre Il

1.1
1.2

Méthode du gradient simple dans le cas quadratique . . . . . . .
Méthode du gradient a pas optimal dans le cas quadratique
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Exemple 1.1 Méthode du gradient simple dans le cas quadratique
Dans le cas oif (x) = %:cTAx — b"x la méthode du gradient simple peut s’écrire

{ dk = b—Al’k,

I1.2.5
Tpr1 = Tp+ pdg, ( )

oup > 0 est fixé a priori. Il existe bien sir des conditions gyoour que la méthode converge. Nous
illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans lercas2 sur une petite simulation.

11

Lancer la simulation

Sommaire
152 Concepts
Notions

Retour au grain Exemples

Documents
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Exemple 1.2 Méthode du gradient a pas optimal dans le cas quadratique

Dans le cas oif(z) = %:cTAx — b"x la méthode du gradient & pas optimal peut s'écrire

dk b— Al’k,
dld
s T, (11.2.6)
Tp41 = T+ trdy,

Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans lexcas2 sur une petite simulation.

6.13

511 -
4,09
Lancer la simulation

3.06

2.04

1.02 i i
-1.74 -0.30 115 2,60 405 5.50

Retour au grain

65

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples

Documents



<« précédent suivant »

Chapitre IlI
La méthode du gradient conjugué

.1 Introduction . . . . . . . L e e 67
.2 La méthode du gradientconjugué . . . . . . . . ... 73
1.3 Interprétation de la méthode du gradient conjugué . . . . ... ... ....... 78
Sommaire
Concepts
Notions
Documents
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[11.1 Introduction

Directions conjuguées
Lemme fondamental
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Directions conjuguées

Définition 111.1.1  Soit A une matrice symétrique x n, définie positive. On dit que deux vecteurs
ety deR" sontA—conjugués (ou conjugués par rapportd s'il vérifient

z' Ay = 0. (1.1.2)

La matriceA étant définie positive, la forme bilinéaingz, ) = 2 T Ay définit un produit scalaire et
la relation (11.1.1) traduit I'orthogonalité des vecteursety pour ce produit scalaire. La démonstra-
tion du théoréme suivant est laissée en exercice.

Théoreme II.1.2 Si{dy,ds,...,d;} sont des directionsl—conjuguées deux a deux, soit
df Adp =0, Vi,j,i<j<k,
alors elles sont linéairement indépendantes.

Considérons maintenant daf® une méthode de descente appliquée a la minimisation d’une
forme quadratique définie positiéz) = sz " Az — b :

r1 = o+ podo,
Sommaire
T2 = ;A pd, Concepts
avecdy etd; deux directionsd—conjuguées et, etp; déterminés de fagon optimale. On a donc les Notions
relations suivantes :
Vf(l‘l)TdO = (Al‘l - b)Tdo S 0,
Vf(zg) dy = (Azg —b)Tdy = 0, Documents
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carpg et p; sont optimaux. Montrons que I'on a de plus

Directions
V f(22)Tdo = 0. conjuguées
Ona
Vf($2)Td0 =S (AJJQ = b)Tdo = (A(.Il + pldl) — b)Tdo,
= (Az; —b)"do + p1d] Ady,
=
PuisqueV f(z2) "dy = Vf(z2)"dy = 0 etdy,d; linéairement indépendants, orNaf (z2) = 0,
- réalise donc le minimum d¢ surR?. La relation de conjugaison permet donc & la méthode de
descente de converger en deux itérations (dans le cas-oR).
Définition 111.1.3  Soit{dy, dy, ..., d,} une famille de vecteud —conjugués. On appelle alors mé-
thode de directions conjuguées la méthode
T donné
Tpe1 = Tk + prde, px Optimal
On va maintenant montrer la propriété vérifiée pout 2, a savoirz,, = Z ol Z réalise le minimum Scommaife
_ 1T 3T oncepts
def(z) = 52" Az — b’ x, est valable pour tout. Notiors
Documents
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Lemme fondamental

On se donne priori une famille{do, d1, ..., d,} de directions conjuguées et on note

E;, = VECt(dQ, dl, 500 dk—l),

le sous-espace vectoriel engendré par les vectlguis, . . ., di._1. Par construction, I'algorithme de
directions conjugué
{ o Ll . (I11.1.2)
Tkt1 = Tp+ prde, pr Optimal

construit itérativement un vecteuy, vérifiant
T € vo + Fy.
\oici I'énoncé du lemme fondamental :

Lemme Ill.1.4 Le vecteur, défini par I'algorithme (11.1.2) réalise le minimum dé¢(z) = %xTAx—
b" x sur le sous espace) + Ej, c’est a direx), € zo + Ej, et

flzr) < f(z), V€ xo+ Ek.
Pour la démonstration de ce lemme nous aurons besoin du théoréme suivant :

Théoreme II1.1.5 Une condition nécessaire et suffisante pour gue Ej. + x réalise le minimum
de f(z) = 32" Az — b" x sur le sous espace, + Ej, est

Vf(ep)'di=0, Yi=0,...,k—1.
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Démonstration : Condition nécéssaire : supposons guey) < f(z), Vz € xo+ Er. Onadonc
pour toutt € R,
f(l‘k) < f(Ik 2 td), Vde Eg.

On a donc soit
(f(zx +td) — f(x))/t > 0, sit >0,

soit
(f(zp +td) — f(z))/t <0, sit <O0.

Si I'on fait tendret vers zéro, on en conclut que
Vf(zp) d=0, Yde Ey,

donc en particulie¥ f () 'd; = 0,Vi = 0,..., k—1. On admettra que la condition est suffisalifg.

Démonstration du lemme fondamental : Péue 1 on a

x1 = xo + podo,

avecpy optimal, c’est a direvV f(z1) "dy = 0. Puisquedy € E; la propriété est donc vérifiée pour
k = 1. Supposons maintenant que la propriété est vérifiée a I'érdre

Vi(ep) di=0, Vi=0,...,k—1.
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D’une partp;, est optimal don&’ f(x;1) ' di, = 0. D’autre part on a pous < i < k

Lemme
fondamental
Vi(ze1) di = (Alzk + prdy) —b) ' di,
= (Azy — b)Tdi + PkdkTAdi
p— 0’
car py, est optimal ed;Adi = 0 (conjugaison). On a donc
Vf(zee) di, Vi=0,...,k,
ce qui démontre le lemme fondameriial.
Un corollaire direct est donc que la méthode de directions conjuguées convergeseations
au plus, puisqué’,,_; = R".
Sommaire
Concepts
Notions
Documents
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l11.2 La méthode du gradient conjugué

Algorithme de la méthode du gradient conjugué . . . . .. ... ... ... 74
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Algorithme de la méthode du gradient conjugué

L'idée de la méthode est de construire itérativement des directigns ., d; muutellement
conjuguées. A chaque étapda directiond;, est obtenue comme combinaison linéaire du gradient
enz, et de la direction précédentk_+, les coefficients étant choisis de telle maniére dusoit
conjuguée avec toutes les directions précédentes. Si I'ongpote V f (x5 ), I'algorithme prend la
forme suivante

On se donne; et on posely = —go.

Tyl = T+ prdy, avec (|||.2.3)
T
()5 dy,
- _ 1.2.4
dyy1 = —gk+1 + Brdr, avec (1.2.5)
T
Jrr1 Adk
= === 1.2.6
Br 4 TAd, ( )
Notons d’une part que la formuldi(2.4) définit bien le pas optimal : en effet on a bien
T T = Sommaire
Vi(xpt1) di = gi di + prdy, Ady, = 0. Concepts
Notions
On va maintenant montrer que I'algorithme ci-dessus définit bien une méthode de directions conju-
guées.
Documents
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Théoreme II1.2.1 A une itérationk quelconque de I'algorithme ou I'optimum n’est pas encore

atteint, c’est a direg;, # 0, 0ona: Algorithme de

la méthode du

T gradient
o = Ik 9k : (n.2.7) conjugué
d T Ady, e
T —
& = gk+1(ng+1 9k) (I11.2.8)
9 9k
9is19k+1
;= Dol (111.2.9)
9y 9k
et les directionsly, . . ., d+1 sont mutuellement conjuguées.
Démonstration

Sommaire
Concepts
Notions
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La méthode du gradient conjugué dans le cas général

La méthode de Fletcher et Reeves est une extension directe de la méthode du Gradient conjugué
pour les fonction quelconques. Appliquée a une fonction quadratique, elle se comporte comme cette
derniere :

On se donne et on posely = —V f(xg).
Tpy1 = =+ prdr, avecpg optimal (11.2.10)
dir1 = —Vf(zg+1) + Brdy, avec (1.2.11)
2
g = IV @el” (112.12)
IV f (k)]

Cette méthode est intéressante car elle ne nécéssite pas de stocker une matrice (contrairement aux
méthodes qui seront vues dans les chapitres suivants). Sa vitesse de convergence est trés supeérieure a
celle de la méthode du gradient (ce point sera clarifié pour le cas quadratique dans le grain suivant).

La variante dite de Polak-Ribiére consiste a défiipar la formule [11.2.8). On peut démontrer
la convergence de la méthode de Fletcher-Reeves pour une classe assez large de fonotions Sommaire
qu’'on ne peut pas faire pour la variante de Polak-Ribiére. Par contre on peut montrer que cette Concepts
derniére converge plus rapidement (quand elle converge effectivement!), c’est donc la méthode qui SIS
est utilisée en général.

L'efficacité de la méthode du gradient conjugué repose essentiellement sur deux points :
— Larecherche linéaire (détermination du pas optimal) doit étre exacte, Documents
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— Les relations de conjugaison doivent étre précises. lLa mathode du
La recherche du pas optimal doit étre réalisée a I'aide d’un algorithme spécifique (c’est I'objet du gradient
prochain chapitre) puisqug est quelconque. Par contre la notion de conjugaison n’'a pas de Se%njugué dans
dans le cas non-quadratique (sauf prés de I'optimum, mais on ne le connait pas. |l faut donc tesfgl.as général
au cours des itérations si I'hnypothése d’approximation quadratique est vérifiée. On peut surveiller les
indicateurs suivants

— |V f(zpe1) "V f ()| doit étre petit

— On doit avoir
Vf(@es1) T disa Cu
IVf(@er)ldigall =
avecO < a < 0 pas trop petit, c’est a dire qué.; doit étre une direction de descente
«raisonnable».
Dans le cas ol ces conditions ne sont pas vérifiées, on rompt la conjugaison et on redémarre
l'algorithme aveal;; = —V f(xr+1). On peut aussi décider de faire ce redémarrage arbitrairement
toutes lew itérations p fixé de I'ordre den par exemple).

Sommaire
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Notions
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[11.3 Interprétation de la méthode du gradient conjugué

Interprétation de la méthode du gradient conjugué . . . . . . ... .. ... 79
Convergence de la méthode du gradient conjugué . . . . . . .. ... ... 81
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Interprétation de la méthode du gradient conjugué

Définition 111.3.1 On appellekiéme sous-espace de Krylov associé a la matdat au vecteuy

le sous espace
Kr = VeCt(g(), Ago, ... ,Akilgg).

Par construction, dans la méthode du gradient conjugué appliqué au cas quadratigbig,-erik3,
comme le montre le résultat suivant :

Proposition 111.3.2 Dans la méthode du gradient conjugué on a

Ey, = Vect(dy, dy, . .., dy—1) = Vect(go, Ago, - .., A" ' go).

Démonstration

Comme dans le cas de I'algorithme du gradient a pas optimal, nous choisissons maintenant de
mesurer la distance séparantdu vecteur: = A~'b a I'aide de la fonction définie par

E(z) = |z — &% = (z— 2) Az — &).

Minimiser E(z) est équivalent a minimisefi(z) = 32" Az — b2 comme le montre la proposition Sommaire
suivante (a démontrer en exercice) Concepts
Notions

Proposition 111.3.3 Soitf(z) = 32" Az—b" 2 une forme quadratique définie positiveiet A~'b.
Ona

E(z)=(z~-%) Az - 2) = f(2) +¢,
ou ¢ est une constante. Documents
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On va maintenant illustrer d’'un autre point de vue la convergence particuliére de I'algorithme d"interprétation

gradient conjugué. Tout vecteugxy + Ej, s'écrit de la méthode

k—1 du gradient
T =20+ Z ;A go, conjugué
j=0

etcommeyy = Azg — b= A(xzo — ) onadonc

k-1

r—T=x0—2T+ Z%’Aﬁl(xo —2) = p(A)(zo — 1),
=0

ou le polynébme
k—1
p(z) =1+ Zvjzjﬂ
j=0

est de degré et satisfaitp(0) = 1. Puisque le vecteur;, obtenu & I'étape: de I'algorithme du
gradient conjugué vérifie
f(zx) < f(z), YV € Ey + w0,

on a, en vertu du résultat démontré dans la proposition précédente, Sommaire
Concepts
B(xy) = ||lzx — 2[1% < llp(A)(zo — &)|% , Notions

pour tout polynome € Py, vérifiantp(0) = 1.
Documents
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Convergence de la méthode du gradient conjugué

Le résultat suivant va nous permettre de retrouver d’'une autre maniére la propriété de conver-
gence finie de I'algorithme du GC :

Proposition 111.3.4 Soit A une matrice définie positive et, le vecteur obtenu a I'étapk de
I'algorithme du GC. Alors on a

Flxy) < E(x min max p(z)>.
(z) < E( O)perp(U):lze"(A)p( )

Démonstration

On a le corollaire suivant, qui permet d’exhiber le polynéme optipga) pourk = n :

Théoreme I11.3.5 Soit A une matrice définie positive. L'algorithme du GC converge: éigra-
tions au plus. Plus précisément, si la matridgpossédé < n valeurs propres distinctes, alors
L'algorithme du GC converge énitérations au plus.

Démonstration

Sommaire
La méthode du gradient conjugué étant en général utilisée comme une méthode itérative, il est Concepts
intéressant de la comparer a la méthode du gradient a pas optimal. Le résultat suivant sera admis (la" "°"®
démonstration repose sur la détermination d’un polynéme partigili¢rsolution d’'un probléme de
moindre carres).

Documents
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Théoreme I11.3.6 Soit A une matrice définie positive e}, le vecteur obtenu a I'étapk de I'algo-
rithme du GC. Alors on a o
x(4) - 1)

VXx(4) +1

ou on a noté((A) = A,/ le conditionnement dd pour la norme euclidienne.

E(xy) < 4E(xo) (

Pour I'algorithme du gradient a pas optimal on avait

M>2k,

E(x1) < E(xo) <X(A) )

on voit donc que pour une méme matri¢ela méthode du gradient conjugué convergera plus rapide-

Convergence
de la méthode
du gradient
conjugué

ment. Cependant cette estimation peut étre trés pessimiste car dans le cas ou les valeurs propres sont
groupées autour de valeurs distinctes, on peut étre trés proche du cas ou certaines valeurs propres

sont multiples (et ou le nombre théorique d'itérations est inférieu)y out en ayant un mauvais

conditionnement.
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Chapitre IV
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IV.1 introduction

But de la recherche linéaire . . . . . . . . . . ... ... ... 85
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But de la recherche linéaire
On a vu que dans le cas non-quadratique les méthodes de descente :
Tyl = Tk + trdg, tp > 0,
nécéssitent la recherche d'une valeutde- 0, optimale ou non, vérfiant
[k + tedy) < f(x).

On définit comme précedemment la fonctip(t) = f(xy + tdy). Rappellons que sf est différen-
tiable, le pas optimal peut étre caractérisé par

{ ¢'t) = 0, )

p(t) < (), pourd <t <t

autrement ditf est un minimum local de qui assure de plus la décroissancefddn fait, dans
la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de recherche linéaire exacte,
car trouvert signifie qu'’il va falloir calculer un grand nombre de fois la fonctiopet cela peut étre

dissuasif du point de vue du temps de calcul. En pratique, on recherche plutot une valeyui de Sommaire
assure une décroissance suffisantg¢ .déela conduit a la notion d’intervalle de sécurité. Concepts
Notions

Documents
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Intervalle de sécurité

Définition IV.1.1 On dit quela, b] est un intervalle de sécurité s’il permet de classer les valeurs de
t de la facon suivante :

— Sit < a alorst est considéré trop petit,

— Sib >t > a alorst est satisfaisant,

— Sit > b alorst est considéreé trop grand.

Le probleme est de traduire de fagon numériqueslas trois conditions précédentes, ainsi que de
trouver un algorithme permettant de détermimetb. L'idée est de partir d'un intervalle suffisament
grand pour contenilz, b], et d’appliquer un bonne stratégie pour itérativement réduire cet intervalle.

Algorithme de base

Initialement, on part dév, 3] contenantl = |[a, b], par exemple en prenant= 0 et 3 tel que
»(B) > ¢(0) (une telle valeur dg existe avec un minimum d’hypothéses, par exenfpleercive).
On fait ensuite les itérations suivantes :

1. On choisitt dans l'intervallefa, 3].

2. Sit est trop petit on prend = t et on retourne en 1. Sommaire
3. Sit est trop grand on pren@ = ¢ et on retourne en 1. C’\?”fepts
otions

4. Sit convient on s’arréte.

Il faut maintenant préciser quelles sont les relationssgui vont nous permettre de caractériser
les valeurs de convenables, ainsi que les techniques utilisées pour réduire l'intervalle (gint n
ci-dessus). Documents
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V.2 Caractérisation de l'intervalle de sécurité

Laregle dArmMijo . . . . . . . 88
Lareglede Goldstein . . . . . . . . . . . .. 90
LaregledeWolfe . . . . . . . . . . .. ... 92
Réduction de l'intervalle . . . . . ... .. ... .. .. ... ... . ... 94
Réduction de l'intervalle par interpolation cubique . . . . . . ... ... .. 95
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La regle d’Armijo

Dans la regle d’Armijo on prend = 0, un réeld < m < 1. La régle est la suivante :

Sommaire
Concepts
Notions
Régle d’Armijo
— Sip(t) < ¢(0) + my'(0)t, alorst convient.
— Sip(t) > ¢(0) + my'(0)t, alorst est trop grand.
Documents
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On peut noter que I'on a

La regle
d’Armijo
p(0) = flax), :
¢'(0) = Vf(zx) ds.
Puisquen = 0, t n'est jamais considéreé trop petit, c’est pourquoi la régle d’Armijo est peu utilisée
seule
Sommaire
Concepts
Notions
Documents
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La regle de Goldstein

En ajoutant une deuxiéme inégalité a la régle d’Armijo on obtient la régle de Goldsteim;, ou
etms sont deux constantes vérifidhk mq < ms :

Sommaire
Concepts
Notions
©'(0) ma¢'(0)
Régle de Goldstein
— Sip(t) < ¢(0) + ma2¢'(0)t, alorst est trop petit.
— Sip(t) > ¢(0) + m1¢'(0)t, alorst est trop grand. Documents
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— Si(0) + mig' (0)t > p(t) > ¢(0) + may(0)t, alorst convient La régle de
Le choix dems doit étre tel que dans le cas quadratique, le pas optimal appartienne a l'intervalle de Coldstein
sécurité (c’est bien la moindre des choses). Dans le cas quadratique on a

1
o(t) = =at® + ¢’ (0)t + ¢(0), a >0,

2
et le pas optimal vérifie ¢ (£) = 0, soitt = —¢'(0) /a. On a donc (exercice)
/
R 0) -
o)) = o0+ 2k

Donct sera considéré comme satisfaisantisi > % Des valeurs typiques utilisées dans la pratique
sontm; = 0.1 etmy = 0.7

Théoreme IV.2.1 Soit f : R™ — R coercive, c’est a dirgf continue et
lzme”_,oof(x) = —+00.

Soit I'algorithme de gradient
Tk41 = Uk — PkIk;

ougr = Vf(xr) ou a chaque itération le pas, satisfait a la regle de Goldstein

Sommaire
©(0) +ma2¢'(0)pr. < @(pr) < (0) +m1¢'(0)pr, Concepts
N : . : Noti
oup(p) = f(xr — pgr) €10 < m; < mg < 1. Alors la suitex; est bornée, la suitg (xy) est otions
décroissante et convergente, et le vectguvérifie
Jim gkl = 0.
- Documents
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La regle de Wolfe

La régle de Wolfe fait appel au calcul ¢g&(¢), elle est donc en théorie plus colteuse que la regle
de Goldstein. Cependant dans de nombreuses applications, le calcul du grafiiehteprésente
un faible codt additionnel en comparaison du codlt d’évaluatiorf(de (par exemple en controle
optimal), c’est pourquoi cette regle est trés utilisée. Le calcul des dérivéespagemet de plus
d'utiliser une méthode d’interpolation cubique dans la phase de réduction de l'intervalle, comme
nous le verrons plus loin.

Sommaire
Concepts
Notions

Documents
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¢'(0) ma'(0)

Régle de Wolfe

— Sip(t) > ¢(0) + m1¢'(0)t, alorst est trop grand.
— Sip(t) < p(0) + m1' (0)t ety (t) < may'(0), alorst est trop petit.
— Sip(t) < o(0) + m1' (0)t ety'(t) > may'(0), alorst convient.

Dans cette regle, on s’assure queest pas trop petit en assurant qeiét) a suffisamment augmenté.

<< 93
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Réduction de I'intervalle

Le premier probléme a résoudre est celui de la détermination d’un intervalle de [déparOn
peut commencer par choigir= 0, et utiliser une valeur initiale decensée étre une bonne valeur de
départ (ce point sera clarifié plus loin).

Recherche d’un intervalle de départ

1. Sit est satisfaisant alors on s’arréte

2. Sit est trop grand, alors on prepd= ¢ et on s’'arréte

3. Sit est trop petit, on fait < ct, ¢ > 1, et on retourne en 1.

Cet algorithme donne un intervalle initigk, 5] qu'il va falloir ensuite réduire, sauf si est
admissible, auquel cas la recherche linéaire est terminée, ce peut étre le cas si la valeur irtitiale de
est bien choisie.

Réduction de l'intervalle

On suppose maintenant que I'on dispose d’un intervall¢f] mais que I'on n'a pas encore de
satisfaisant. Une maniére simple de faire est de procéder par exemple par dichotomie, en choisissant

t= ot ﬁ, Sommaire
2 Concepts
puis en conservant sdit, t| ou [t, 3] suivant que est trop grand ou trop petit. Le probléme est que Notions

cette stratégie ne réduit pas assez rapidement l'intervalle. Cependant elle n'utilise aucune informa-

tions sury (dérivées ou autres). On préfere en général procéder en construisant une approximation
polynomialep(t) dey et en choisissaritréalisant le minimum (s'il existe) degt) sur|a, 3]. Lorsque

I'on utilise la régle de Wolfe, on peut utiliser une approximation cubique. Documents
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Réduction de l'intervalle par interpolation cubique

Comme nous I'avons évoqué, un choix judicieuxtgeut étre fait en faisant une approximation
cubique dep(t) sur lintervalle [«, 5] et & prendre réalisant le minimum de cette cubique : on
considére le polynémg(t) vérifiant

p(to) = ¢(to) = fo,
p(t1) = o) = fi,
P(to) = ¢'(to) = go,
Pt) = ¢t1)=aq

ou ty etty sont quelconques (on peut bien sir prengdre= « ett; = (). On passe en variables
réduites suf0, 1] ce qui conduit a définir le polyndmgs) par

q(s) = p(to + st1), s€[0,1], 7=t — to,

qui vérifie donc

0) = ,
q( ) fo Sommaire
q(1) = fi, Concepts
ql(0> = Tgo Notions
q(1) = tg
Si on cherche de la forme
q(s) = as® + bs* + cs + d, Documents
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alors les calculs donnent

a=7(g0+g1) +2(fo— f1), b=3(f1 — fo) = 7(290 + 91), ¢ = Tg0,d = fo.

— Sib? — 3ac < 0 alorsg(s) N’admet pas de minimum, et cela ne permet pas de chaisir
— Sib? — 3ac > 0il y a un minimum donné par

s —b+ Vb2 — 3ac
B 3a ’

si § € [0,1] cela permet de donnertaa valeur

t =to+ 57,

sinon, cela ne permet pas de choisiet on peut en dernier recours faire appel a la dichotomie.
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Chapitre V
Méethodes de Quasi-Newton
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La méthode de Newton

La méthode de Newton permet de construire un algorithme permettant de résoudre le systéme
d’équations non-linéaires
g(z) =0,

oug: R" — R" est diférentiable : on se donng € R" et on fait les itérations

Tr1 =z — ¢ (1) " g(a), (V.1.1)

ou ¢'(x) est la dérivée (ou jacobienne) dew pointz. L'application de cette méthode au probléme
d’optimisation
min f(x), (V.1.2)
zeR"
consiste a l'utiliser pour résoudre le systéme d’optimalité du problémie?], c’est a dire que I'on
poseg(z) = V f(z) dans {.1.1) : on obtient les itérations

Trr1 = op — V2 £ (@) 7V f (). (V.1.3)
La méthode de Newton est intéressante car sa convergence est quadratique au voisinage de la soldg . 14ire
tion, c’est a dire que I'on a Concepts
Notions

|z — &l < 7l — 201, v >0,

mais la convergence n’est assurée qua @st suffisamment proche dece qui en limite I'intérét.

Documents
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Pour résoudre le probléme de convergence locale de la méthode de Newton, on peut penser éa{%éthode de
ajouter une phase de recherche linéaire, dans la direction

Newton
d, = =V f(x) "V f ().
Cela est possible uniguementigiest une direction de descentexgn soit
V(@) Ty = =V f(zr) V2 f(@r) "'V f (k) <0,
ce qui sera le cas 8 f(x;,) est une matrice définie positive, ce qui n’est pas garanti (on sait tout au
plus queVv?2f(z) > 0).
Le principe des méthodes que nous allons voir maintenant consiste a remplacer le Hessien

V2 f(x;) par une approximatioff;, (si possible définie positive), construite au cours des itérations.
Sommaire
Concepts

Notions

Documents

<< 100



<« précédent section A

Méthodes a métrique variable

Le principe des méthodes dites «a métrique variable» consiste a faire les itérations suivantes

Tht1 = T+ prdy,

ou on a notgy, = V f(xx) et By est une matrice définie positive. La méthode ci-dessus coincide
avec la méthode du gradient B, = I. On peut envisager de prendB. = B > 0, Vk et cela
conduit a la remarque suivante.

Remarque V.1.1 Lorsque I'on cherche a résoudre le probléme

min_f(z),
zeR"
On peut poserr = Cy ou C' est une matrice inversible (changement de variable). Notons alors

f(y) = f(Cy).Ona 3
Vily) =CTVf(Cy).

Un pas de la méthode du gradient appliquée a la minimisatioﬁ(@@ est donné par Sommaire
Concepts
Yer1 = yr — prCT VF(Cyp), Notions

soit en revenant a la variable originale et en posapt= Cy

Tkt1 = Tk — PkCCTVf(l"k)- Documents
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On obtient bien une méthode du typel(4 avecB = CC'" > 0. Dans le cas olf est une forme Méthodes a
guadratique, on voit assez facilement comment l'introductiorBdgermet d’accélérer la conver- métrique
gence de la méthode. variable

Théoreme V.1.2 Soit f(x) = une forme quadratique définie positive Btune matrice définie
positive. L'algorithme du gradient préconditionné

{ xg = donné _
Tpy1 = Zp — ppBgr, px optimal

converge linéairement au sens ou

[2rer =24 < vllon =24
avec
x(BA) — 1

V= X(BA)+1°

Dans cette méthode, on voit bien comment influe la mafiseir la vitesse de convergence : plus
le conditionnement d& A sera faible, plus I'accélération sera grande. On ne peut bien sir pas poser
B = A~!, puisque cela sous-entendrait que I'on a déja résolu le probléme ! Cependant, I'idée est tout sommaire
de méme assez bonne, en ce sens qu’elle indiqueBogait étre une approximation d&~! si I'on Concepts
veut effectivement accélérer la méthode. Enfin, et pour terminer cette introduction avant d’étudier de Notions
plus prés les méthodes de quasi-Newton poguelconque, on peut d'ores et déja dire qu’un critére
de bon fonctionnement de la méthod&l(4) serait que I'on ait au moins

lim B, = A7}, Documents
k—o0
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dans le cas quadratique.
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V.2 Les méthodes de quasi-Newton
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Relation de quasi-Newton

Une méthode de quasi-Newton est une méthode du type :

{ e = =R (V.2.5)
Tpr1 = Tp+ prdy,
ou .
dy, = —H gk
’ V.2.6
{ Tpr1 = Tp+ prdy, ( )

ol By, (respectivement;) est une matrice destinée a approcher I'inverse du hessi¢nas-
pectivement le hessien ¢@ enz,. |l se pose donc un probléme : quelle stratégie adopter pour faire
cette approximation. On peut par exemple pd3gr= I, mais comment ensuite mettre a jour I'ap-
proximationB;, au cours des itérations ? L'idée est la suivante : on sait que auzpgite gradient
et le hessien d¢ vérifient la relation

Grt1 = gk + V2 f(@k) (Ths1 — zx) + €(Tpp1 — T).-

Sion suppose que I'approximation quadratique est bonne, on peut alors négliger le reste et considérer
quelona

9 Sommaire
Ir+1 — 9k = V- f (k) (Tk41 — k), Concepts
cela conduit a la notion de relation de quasi-Newton : Notions
Définition V.2.1 On dit que les matriceé3;1 et H,,, vérifient une relation de quasi-Newton si on
a
Hyi1(2h1 — 2) = Vf(@h41) — Vi (@), Documents
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ou
Thy1 — Tk = BV f(xpe1) — V().

Il reste un probléme a résoudre : comment mettre a jjutout en assuranB;, > 0? C’est ce que
nous allons voir maintenant.

<< 106
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Formules de mise a jour de I'approximation du hessien

Le principe de la mise a jour consiste, a une itération donnée de I'algorithme

Tk+1 = Tk + prdr,
a appliquer une formule du type
Biy1 = By + Ay, (v.2.8)

avecA, symétrigue, assurant la relation de quasi-Newton

Tht1 — Tk = Brr1(gr+1 — 9k)s

ainsi queBy1 > 0, sous I'hypothese quBj > 0.

La formule {.2.8) permet d'utiliser les nouvelles informations obtenues lors de I'étape
l'algorithme, c’est & dire essentiellement le gradignt; = V f(xx41) au pointzy. 1, obtenu par
recherche linéaire (exacte ou approchée) dans la diredtioih existe différentes formules du type
(V.2.8). Suivant que);, est de rang 1 of, on parlera de correction de rang 1 ou de rang 2.

Sommaire
Concepts
Notions

Documents
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Formule de Broyden

On peut chercher & déterminer une formule de correction de rang 1 de la fagon suivante. On écrit
By.+1 sous la forme
Biy1 = B + UUTa

et on cherche tel que la relation de quasi-Newton
Bi+1yr = sk,
ol 0N a pos&y = gk+1 — gk et sy = xxr1 — xx. On adonc
By + vv 'y, = sp,
et en prenant le produit scalaire des deux membres de I'égalité précédenie aneabtient
(i v)* = (sk — Bryk) ' vk

Si on utilise maintenant I'égalité

T _ 'UUTyk('UUTyk>T Sommaire
(UT )2 ) Concepts
Yk Notions

alors on peut écrire, en remplacarity,, pars, — Byyx et (v yx)? pary] (sy — Bryx), la formule
de correction

(sk — Bryw) (s — Bruyw)
(sk — Bryr) "k

Byy1 = B + (V.2.9)

Documents
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connue sous le nom dermule de BroydenLa validité de cette formule provient du résultat sui-

Formule de
vant :

Broyden

Théoreme V.2.2 Soit f une forme quadratique définie positive. Considérons la méthode itérative
qui, partant d’'un pointcy arbitraire engendre sucessivement les points

Tkl = Tk + S,

ou lessy, sont des vecteurs linéairement indépendants. Alors la suite de matrices générgég par
une matrice symétrique quelconque et la formule

(sk — Bryr) (sk — Biyi) '

Byi1 = Bi +
FH g (st — Bryk) "y

oly, = Vf(zr41) — Vf(x1), converge en au plus étapes versi—!, I'inverse du hessien dg.

Démonstration

Le probléme de la formule de Broyden est gu'il n'y a aucune garantie que les madficesentt
défines positives méme si la fonctigrest quadratique et si par exemgilg = 1. On peut cependant

noter I'intérét de la propriét®, = A~!, qui sera aussi vérifiée par les méthodes de mise a jour que  sommaire
nous allons voir maintenant. Concepts
Notions

Documents
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Formule de Davidon, Fletcher et Powell

La formule de mise a jour de Davidon, Fletcher et Powell est une formule de correction de rang
2 donnée par
T T
SkS Biyryy, Br
Bjy1 =By + & - ——F (V.2.10)

Sy Yk Y Bryk
Le résultat suivant montre que sous certaines conditions, la forri#el() conserve la définie-
positivité des matrices).

Théoreme V.2.3 On considére la méthode définie par

dk = _Bkgk> .
{ Tpr1 = T + prdy, pr optimal (V.2.11)

Ou By > 0 est donnée ainsi que). Alors les matriced3;, sont définies positivesk > 0.
Démonstration

Remarque V.2.4 La propriétésgy,C > 0 est vérifiée également par des méthodes de recherche li-
néaire approchées comme par exemple la regle de Wolfe de Powell : en effet dans ce cas on détermingommaire

un pointxy; tel que Concepts
Notions

O (pr) = VI(wps1) T dp > maVf(zy)  di, 0<may <1,
d’ou
T Tk41 — Tk > TTk+1 — T

Jk+1 — 2> 9 Documents
Pk Pk
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etdonc(gr1 — g) ' (zk41 — zx) > 0.

section A

suivant »
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Algorithme de Davidon-Fletcher-Powel
On peut donc formuler maintenant la méthode utilisant la formule de corrett®i() :

Algorithme de Davidon-Fletcher-Powel
1. Choisirzg et By définie positive quelconque (par exemgple = I)
2. Alitération k, calculer la direction de déplacement

di, = —ByV f(zy),
déterminer le pas optimal, et poser
Tpt1 = Tk + prdy.
3. Posersy, = prdy, etyr = Vf(xrp+1) — Vf(xx) puis calculer

T T
518 Bryry,, Bi
Bk’-‘rl = Bk‘ + T ko T k
Sy Yk Y. Bryk

4. Fairek «— k + 1. Retourner en 1 sauf si le critere d’arrét est vérifié.

Comme critere d’'arrét on retiendra par exempjg. 1| < e.
Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cAiestiune forme quadratique :
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Théoreme V.2.5 Appliqué a une forme quadrati I'algorithme DFP engendre des directions :
et ! et ’ Allgemiins el
Oreeo ok Davidon-
siAs; = 0, 0<i<j<k+1, (V.2.12) Fletcher-Powel
Bk+1ASi = S, 0 S 7 S k. (V.2.13)
Démonstration
La méthodeD F' P se comporte donc, dans le cas quadratique, comme une méthode de directions
conjuguées. Dans ce cas l'algorithme converge en aurpiigsations. On peut aussi remarquer que
'on a pourk =n — 1 larelation
BpAs; =s;, i=0,...n—1,
et comme les; sont linéairement indépendants (car mutuellement conjugués) on en déduit que
B, =A%
Sommaire
Remarque V.2.6 On peut montrer que dans le cas général (non quadratique), sous les mémes ré- Concepts
serves que pour la méthode de Fletcher-Reeves (réinitialisation périodigque —g;), cet algo- Notions
rithme permet de converger vers un minimum loede f, et que I'on a
lim By = V2f(2)71,
k—o0
Documents
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ce qui montre que pres de I'optimuin si la recherche linéaire est exacte, la méthode se comporte Algorithme de
asymptotiguement comme la méthode de Newton. Cette remarque permet de justifier le choix d’'une Davidon-

estimation du pas de déplacement donnée par Fletcher-Powel

pr =1,

dans les méthodes de recherche linéaire approchée.

Sommaire
Concepts
Notions

Documents
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Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno

La formule de mise a jour de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno est une formule de correction
de rang 2 qui s'obtient a partir de la formule DFP en intervertissant les rolesete,.. La formule
obtenu permet de mettre a jour une approximafibndu hessien possédant les mémes propriétés, a
savoirHy.q > 0 si H > 0 et vérifiant la relation de quasi-Newton

yr = Hysy.
La formule est donc la suivante :

YkYp _ Hysgs) Hy,

Hyiy = Hy + (V.2.14)
ygsk s,ijsk
L'algorithme associé est le suivant :
Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno
1. Choisirz et Hy définie positive quelconque (par exemplg = I)
2. Alitération k, calculer la direction de déplacement Sommaire
i Concepts
dp = —H_ "V f(xx), Notions
déterminer le pas optimal, et poser
Tt = T+ Py Documents
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3. Posersy, = prdy etyr = V f(xx+1) — V f(zx) puis calculer Algorithme de

Broyden

T T ’

H H

Hyy1 = Hy + y]fryk — kTSksk i Fletcher,
Yr 5k Sg Hysk Goldfarb et

4. Fairek — k + 1. Retourner en 2 sauf si le critere d’arrét est vérifié. Shanno

Notons que la directiod,, est obtenue par résolution d’'un systéme linéaire. En pratique la mise
a jour deH, est faite directement sur le facteur de Cholegkyou H, = CC,| ce qui raméne le
calcul ded;, au méme coit que pour la formule de DFP. De plus, cette technique permet de contréler
précisément la définie positivité dé., qui peut se dégrader a cause des erreurs d’arrondi.

Remarque V.2.7 La méthode BFGS posséde les mémes propriétés que la méthode DFP : dans le cas
guadratique les directions engendrées sont conjuguées effhn-a A. Cette méthode est reconnue
comme étant beaucoup moins sensible que la méthade aux imprécisions dans la recherche
linéaire, du point de vue de la vitesse de convergence. Elle est donc tout a fait adaptée quand la
recherche linéaire est faite de fagcon économique, avec par exemple la regle de Goldstein ou la régle
de Wolfe et Powell. Elle est par exemple utilisée dans la fon@tdmu de Matlab.

Sommaire
Concepts
Notions

Documents
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V.3 Méthodes spécifiques pour les problemes de moindres
carrés

La méthode de Gauss-Newton . . . . . . . . . . . .. .. ... .. ..... 118
la méthode de Levenberg-Marquardt . . . . .. ... ... ......... 120
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La méthode de Gauss-Newton

Dans les problémes de moindres carrés non linéaires, la fonction a minimiser prend en général la

forme
1 m
= 5 Z fi($)2a
=il

comme on peut le voir sur I'exemple vu au premier chapitre. Quand on veut appliquer la méthode de
Newton a la minimisation dé¢(x), on doit calculer le Hessien df qui dans ce cas précis prend une
forme particuliére : on a d’'une part

= Vfi(@)fi(z)
=1

et le hessien d¢ est donné par
Z Vfi(@)V fi(z) " + Z fi(@)V2 fi(=)

Si I'on se place prés de I'optimum, ou on supposera qu¢;leg sont petis, le deuxiéme terme peut

alors étre négligé. La matrice obtenue Sommaire

Concepts
Notions

ZW; WVii(z)T,

posséde une propriété intéressante : elle est semi-définie positive. De plus dans la plupart des cas
m est trés supérieur @ et la matrice est la plupart du temps définie positive (nous reviendrons sur Documents
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ce point). La méthode originale que I'on obtient a partir de la méthode de Newton en remplaca}_rg méthode de

2 4 o
V< f(x) parH(z) est la méthode de Gauss-Newton : e —

0 donné
H, = Y0 Vii(ze)Viilar)T,
Tk+1 — Xk — H,;1Vf(mk)

Sommaire
Concepts
Notions

Documents

<< 119



<« précédent section A

la méthode de Levenberg-Marquardt

Pour assurer la convergence globale de la méthode de Gauss-Newton, on peut combiner 'algo-
rithme précédent avec une recherche linéaire, et dans ce cas on peut alors faire les itérations

{ dy = —H;'Vf(zp)
Tpy1 = Tp+ prdg,

cependant, il n'y a aucune garantie glg reste défine positive, et en général on fait appel a une
méthode modifiée, qui est la méthode de Levenberg-Marquardt : I'idée consiste a remplacer, dans
la méthode précédente, la matritlg par la matriceH;, + AI ou A\ est un réel positif. SA est tres

grand, on retombe alors sur la méthode du gradient.

Méthode de Levenberg-Marquardt

0 donné
H, = Y0 Viize)Viilar)T,

d = —(Hp+M)"IVf(xg)
Tyl = T+ prdy,
Sommaire
Concepts
Notions
Documents
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Chapitre VI
Conditions d’optimalité en optimisation avec contraintes

VI.1 Les conditions de Lagrange . . . . . . . . . . . 122
VI.2 Les conditions de Kuhnet Tucker . . . . . . . . . .. ... ... ... .. ..... 134
VI.3 Exemples de probléemes . . . . . . .. 142
V1.4 Conditions suffisantes d’optimalite . . . . . . .. ... ... ... ......... 149 _
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V1.1 Les conditions de Lagrange
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Introduction

On s’intéresse maintenant a des problémes d’optimisation de la forme

min f(x), (VI.1.1)
zcR"™ (=)
sous les contraintes
(PC)
g(z) <0, (VI.1.2)
h(z) =0, (VI.1.3)

ou les fonctionsf, g et i sont différentiables au moins une fois, feest typiquement non-linéaire.
Cependant nous étudierons le cag@ih sont linéaires avec un intérét tout particulier. Dans ce cha-
pitre nous allons nous efforcer d’obtenir les conditions d’optimalité associées au probléme (PC). Les
chapitres suivants mettront ensuite I'accent sur les méthodes numériques permettant de le résoudre.
Nous nous intéresserons précisément dans ce chapitre aux problémes

(PCE) probléme avec contraintes d’'égalité,

(PCIl) probleme avec contraintes d'inégalité, Sommaire

et les résultats s’étendront facilement aux probléme gé(e@)| Concepts
Notions

Documents
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Probléme avec contraintes d’égalité

Onvatout d’abord s’intéresser au probléme suivant, dit probléme d’'optimisation avec contraintes
d’égalité seulement :

min f(x), (VI.1.4)
zeR"

(PCE) sous les contraintes
h(z) = 0. (VI.1.5)

La raison majeure justifiant que I'on s'intéresse en premier au probléme (PCE) est que (PC) est un
probléme du type (PCI) dont on ne sait pas quelles sont les contraictiges(nous reviendrons
sur cette terminologie plus tard). Nous allons dans un premier temps nous intéresser au cas ou les

contraintes sont linéaires.

Sommaire
Concepts
Notions

Documents

124



<« précédent section A suivant »

Contraintes d’égalité linéaires

Un probléme d’optimisation avec contraintes d'égalité linéaires prend la forme

min f(z), (VI.1.6)
{ zeR"
Az —b=0. (VI.1.7)

ou A est une matrice x n avecp < n etb € RP. On notera
S={zeR", Az —b=0}.
Nous allons maintenant définir le concept de direction admissible$lans
Définition VI.1.1 On dit qued € R" est une direction admissible enc S s'il existea > 0 tel que
x+tde S, Vt € [—a,a]

Dans notre cas, on &(z + td) — b = tAd puisquer € S, et donc les directions admissiblésont
caractérisées par
Ad = 0. (VI1.1.8)

Rappellons maintenant un résultat bien utile d’algébre linéaire :
Théoreme VI.1.2 Soit A une matricep x n. On a la relation suivante

(KerA)t = (ImA")
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On peut donc énoncer les conditions nécessaires d’optimalité pour le probéme)(: Contraintes

Théoreme VI.1.3 Soitz € S solution du probleme\(l.1.6), vérifiant donc ﬁ;i%?rlgi
f(@) < flx), Vzes
Alors il existe nécessairement un vectaue R” vérifiant
Vi@#) +ATA=0.
Si de plusA est de rang alors A est unique.
Démonstration : Soitd une direction admissible, vérifiant dodae Ker A. Pour toutt € R on a
f(@) < f(& +1td),
soit
f(:f - tcff) f(aj) z 0, >0, Sommaire
&+ to? —J@ <4, i< s
Si on prend la limite de ces deux expressions quaedd ver9) en en déduit que
Vf(#) d=0, Vd € KerA Socuments
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soitVf(2) € (KerA)*, doncVf(2) € Im AT. Il existe donc un vecteux tel que
V@) =—-AT)
ce qui démontre le résultat. Pour I'unicité, supposons qu’il existe deux vecteets\, vérifiant
V@) =—-ATA\ = —-AT .

On a donc
AT = A) =0,

etdonch; — Ay = 0 si A estde rang.

<< 127
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Contraintes d’égalité non-linéaires
Nous étudions maintenant le probléme
min f(x),
{ zeR"
h(z) = 0.

ouh : R" — RR” est différentiable. On note comme précédemment
S ={r eR", h(z)=0}.

suivant »

(V1.1.9)
(V1.1.10)

Le concept de direction admissible d&fise peut pas se définir comme pour les contraintes linéaires,
car pourz € S il peut ne pas exister > 0 etd € R" tels quet + td € S. On doit donc définir le

concept de courbe admissible.
Considérons une courhgt) définie pourt > 0 vérifiant

z(t) € S, Vte|-a,a], a>0

z(0) = z.
Puisquer(t) € S on ah;(z(t)) = 0 pourl < i < p et on peut écrire que
%hi(x(t)) = Vhi(z(t))i(t) =0, 1<i<p.
Si on notey = #(0) le vecteur tangent a la courbét) ent = 0, on a donc

Vhi(2)Ty =0, 1<i<np.

Cela conduit a la définition suivante :
128

Sommaire
Concepts
Notions
(VI.1.11)
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Définition VI.1.4 On dit quey € R" est une direction admissible énc S s'il existea > 0 et une Contraintes

courbex(t) vérifiant d’égalité
x(t) € S5 Vte [_aa O‘]a non-linéaires
z(0) = z,
z(0) = .

On notera alorgy € T'(%).

L'ensemblel’(z) définit le plan tangent & enz. L'analyse faite précédemment montre que 'on
a l'implication
y € T(#) = Vhi(#) 'y =0, 1<i<p,
qui sera insuffisante pour montrer la condition nécéssaire d’optimalité. Nous allons donc maintenant
nous attacher a montrer sous quelles conditions la relatibd.{1) est une condition suffisante
d’appartenance &(z).

Définition VI.1.5 On dit quez est un point régulier pour la contrainte(z) = 0 si
— h(z) =0,
— Les vecteur&/h,(z) sont linéairement indépendants.

Si on noteVh(z) la matricen x p

Vh(z) = [Vhi(Z)... Vhy(2)], Sommaire
Concepts
la condition d’indépendance linéaire d€4,;(z) peut s’écrire Notions

RangVh(z) = p.

et on adondvh(z) "4(0) = 0 pour toute courbe admissibiet).
On a la proposition suivante : Documents
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Proposition VI.1.6 Siz est un point régulier pour la contrainte(x) = 0, alors Contraintes
. . d’égalité
T —
Vh(#) 'y =0=y e T(2). non-linéaires
Démonstration : Soity € R" vérifiantVh(2) Ty = 0. On considére la courbe(t) donnée par
z(t) = T + ty + Vh(Z)u(t).
La fonctionu(t) € R?, pour l'instant inconnue, va étre déterminée de telle fagcon/quét)) = 0.
On va pour cela poser le probléme de la déterminatiantlesous la forme d’'une équation implicite.
On définit la fonctionF' : R x R? — R” par
F(t,u) = h(z +ty + Vh(Z)u).
Le probléme de la détermination dét) se ramene donc a la résolution de I'équation
F(t,u) =0,
au voisinage du poin®, 0). On a d’'une parf’(0,0) = h(z) = 0 et SN,
o Concepts
5 F(tu) = Vh(z)"Vh(z + ty + Vh(Z)u), Notions
soit 5
—F(0,0) = Vh(2)"Vh(2).
du Documents
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La matricea%F(O, 0) est inversible puisque par hypoth&8é (%) est de rang. On peut alors appli- Contraintes
quer le théoreme des fonctions implicites : il existe un voisinage du paifi} et une fonctionu(t) dégalité
tels que non-linéaires

F(t,u) =0< u = u(t).

Notons que I'on a donc nécéssaireme(it) = 0 puisqueF'(0,0) = 0.
On a donc maintenant
#(t) =y + Vh(2)u(t)
soitent =0
&(0) =y + Vh(2)u(0).
Montrons quei(0) = 0. Pour cela on écrit que I'on a

 h(a(t)) = Vha(®)T (v + Vh@E(H) =0,

puisqueh(z(t)) = 0, et donc ert = 0 la relation précédente prend la forme

d
Zh((t)| = Vh(z) "y + Vh(&) T Vh(E)i(0) = 0.
=0
Le premier terme du second membre est nul par hypothése, et.flone 0 puisqueVh(z) " Vh(z) Sommaire
- ] ! Concepts
est inversible. Donc Notions
£(0) =y,
soity € T'(x), ce qui démontre le résultat annoncé.
Documents
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Le théoréme de Lagrange

Théoreme VI.1.7 Soitz € S = {z € R", h(z) = 0} un point régulier solution du probleme
(VI.1.9), vérifiant donc
f(@) < f(z), VzeS§

Alors il existe nécessairement un vectaus R” unique vérifiant
Vf(z)+ Vh(z)\ =0,
soit encore

p
V() + Y \iVhi(&) =0.
=1

Les composantes du vecteusont appelées multiplicateurs de Lagrange.

Démonstration : Considérons une courhegt) définie pourt € [—a, «] vérifiant

{x(t) € S, Vte[-a,a], a>0

m(o) = 3. Sommaire
Concepts
Ona Notions
f(z(0)) < f(z(t), Vt € [-a,al,
donc nécessairement p
Ef(x(t)) = Vf(:)})Ti’(O) =0, Documents
t=0
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ce qui signifie qué/ f () se trouve dans I'orthogonal d¢z) le plan tangent & enz. Sil'on utilise

I'équivalence
T(i) = KerVh(#)" & T(i)* = ImVh(z),

il existe donc un vecteux € R? tel que
Vf(z) =—Vh(z)A.

L'unicité résulte du fait qué/h(z) est de rang et se montre comme dans le cas linédite.
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V1.2 Les conditions de Kuhn et Tucker

Probléme avec contraintes d’inégalité . . . . . ... ... ... ... .... 135
Interprétation géométrique des conditions de Kuhn et Tucker . . . . . . . . 140

Sommaire
Concepts
Notions

Documents
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Probléme avec contraintes d’inégalité

On s’intéresse maintenant au probleme suivant, dit probleme d’optimisation avec contraintes
d’'inégalité seulement :

min f(x), (VI.2.12)
xe]R’lL

(PCI) sous les contraintes
g(z) <0, (VI.2.13)

oug : R" — R™, est différentiable (il n'y a ici aucune condition suf). On noterak I'ensemble
des points admissibles, c’est a dire

K ={z eR", g(z) <0}

Au point solution de(PC1) il va de soi que les contraintes effectivement actives vérifieront
gi(#) = 0. Cependant, puisque I'on ne sait gagriori quelles sont ces contraintes, le passage de
(PC1I) aun probléme du typePCE) n'est pas direct.

Sommaire
Définition VI1.2.1 On appelle contraintes saturées £i¥ensemble des indicestel queg;(z) = 0, Concepts
et on note Notions
I(#) = {i] g:(#) = 0}.
On note alorsS(z) 'ensemble
S(z)={xeR", gi(x) =0, i€ I(z)}. Documents
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Le concept de direction admissible se définit comme suit :

Définition VI.2.2 On dit quey € R" est une direction admissible énc K s'il existea: > 0 et une
courbex(t) vérifiant

z(t) € K, Vte[-a,aq,

z(0) = z,

z(0) = .

On notera alorgy € C(z).
Lemme VI.2.3 Soity € R" une direction admissible eine K, alors on a nécessairement

Vgi(2) Ty <0, ielI).

Démonstration : Considérons une courhbgt) définie pourt € [—a, a] vérifiant

z(t) € K,Vte|-a,a],a>0
z(0) = =z,
z(0) = .

Commey; (&) < 0 pouri ¢ I(z), onauratoujours;(z(t)) < 0 pourt suffisamment petit. Par contre,
pouri € I(z) on doit avoirg;(x(t)) < 0 pourt suffisamment petit. Si on utilise le développement

de Taylor dey;(z(t)) ent = 0 on doit donc avoir

9i(2) +tVgi(2) "y + te(t) < 0.
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Puisquey;(z) = 0 il faut donc nécessairement que 'on ait Bl avEe

R contraintes
Vg; (:C)Ty <0.

d’'inégalité

0 Comme dans le cas des contraintes d’'égalité, on doit définir la notion de point régulier, qui est
nécessaire pour que la condition précédente soit suffisante :
Définition VI.2.4 On dit quez est un point régulier pour la contraintgz) < 0 si

- g(2) <0,

— Les vecteur§ Vh; () };cr(z) sont linéairement indépendants.
Sous I'hypothése de régularité den aura, comme dans le cas des contraintes d’égalité

Vgi(#) 'y <0, i€ (@) =ye ).

La proposition suivante permet d’effectuer le premier pas vers les conditions de Kuhn et Tucker.
Proposition VI.2.5 Soitz la solution du probleméPCT). Il existen > 0 tel que
ou on a notéB(, n) la boule de centre et de rayor). Alors z est la solution du probleme Sommaire

Concepts
{ min _f(z), (V1.2.14) Notions
z€B(2,m)
gi(z) =0, i € I(%). (VI1.2.15)

Ce résultat est uniqguement dd a la continuitégdet montre que I'on est localement ramené a un
probléme avec contraintes d’'égalité. On peut donc maintenant énoncer le résulat principal : Documents
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Théoreme VI.2.6 Soitz € K un point régulier solution du problem@C1I). Alors il existe un
unique vecteui € R™ tel que

V@) +> AVe(E) = 0, (VI.2.16)
=1

ANi > 0,i=1...m, (V1.2.17)

Aigi(Z) = 0,i=1...m (V1.2.18)

Démonstration : Les relation ¥1.2.16) (VI.2.18) sont une conséquence directe du théoréme de

Lagrange, car il suffit de prendrg = 0 pouri ¢ I(z). On peut ensuite montrel(.2.17) par
I'absurde : supposons qu'il existec I(z) tel que\, < 0. On définit la surface

Sk ={z]gi(x) =0, 1 € I(&), i # k}.
On définity € R" tel que
Vai(&)'y = 0,i€l(®),i#k,
Voe(@)y = —1.
Alors y est une direction admissible érpuisque
Vgi(#) Ty <0, i€ I(z),
et quez est un point régulier. Il existe donc une couri¢) € Sy, et vérifiant de plus:(¢) € K, pour
t € [a, a, telle quez(0) = y. On a donc
d ANT
Z/@®)] = V@), (V1.2.19)
t=0
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- Z A\iVgi(2) v, (V1.2.20) Probléme avec
= —MVor(@) Ty =\ <0, (VI1.2.21) contraintes
d’inégalité

ce qui est impossible cgrest minimum erk. O

Sommaire
Concepts
Notions

Documents
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Interprétation géométrique des conditions de Kuhn et Tucker

On considere un cas ai{z) = {1,2}. Au pointz, 'ensemble des directions admissiblé&z)
forme un cbne qui est l'intersections des demi-espaces d'équation

Vgi(2)'y<0,i=1,2.

Pour quez soit un optimum local, il faut que le vectewV f(z) forme un angle obtus avec les

Vga(2)
-~ V(@)
P Vo (@)
g2(x) =0
C(2)
K
g1(z) =0

FiG. VI.2.1 — lllustration des conditions de Kuhn et Tucker sur un exemple a deux dimensions.
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directions admissibles. On vérifie aussi gu¥€ f(z) est combinaison linéaire (a coefficients positifs)

des vecteur¥/g;(z),i = 1, 2.

<<
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V1.3 Exemples de problemes

Distance d'un pointaunplan . ... ... .........
Pseudo-inverse de Moore et Penrose . . . . ... ... ..
Exemple de programme quadratique . . ... .. ... ..
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Distance d’un point a un plan

On cherche a calculer la distance d’'un paigte R™ au plan défini par I'équatiodz = b, ou
A € M,,, avecRang A = p. Se probléme se pose sous la forme

1 2
min, 5 o —al
Az =b.
On pose don¢(z) = 3 [lzo — 2[|*. On a
Vi(z) = —(z0 — 2),
et donc le systéme d’optimalité est donné par
(Z—xz0)+ATA = 0, (V1.3.22)
Az = b. (V1.3.23)
En multipliant I'équation Y1.3.22) par A on peut exprimeA par
A= (AAT) YAz — d),
et on obtient en substituaitdans ¥1.3.23)
g=T—-AT(AAT) 1 A)zg+ AT(AAT) Ld.
Un probléeme voisin est celui de la projection d’'une directibaur le planAxz = 0. Le résultat

précédent donne donc
d = Pd,

avecP =1 — AT(AAT)~L.

143
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Pseudo-inverse de Moore et Penrose

On cherche a résoudre le systéeme
Az = b,

avecA € M,,,p < netAderang. |l s’agit donc d'un systéme sous-déterminé. La pseudo-inverse
de Moore-Penrose est par définition la matridetelle que le vecteur

&= A'b,
est la solution de norme minimale du systeme
Ax =b.

Le probleme d’optimisation a résoudre est donc :

t 9
min — ||z||

xeRn 2
Az = b,
et le systéeme d’'optimalité est donné par Sl
i+ ATA = 0, (VI1.3.24) concepts
A = b (V1.3.25)
Il suffit de substituer: dans la deuxiéme équation et puisqlid’op est de rang on obtient
5= AT(AAT)*lb, Documents
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et donc la pseudo-inverse est donnée par

Al =AT(AAT) L

suivant »
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Exemple de programme quadratique

On cherche a résoudre le probléme

X1 Z 07
xI9 Z 0
T1 + T2 S 17

olizg = (1, 3). Il S'agit d’un probléme avec contraintes d'inégalité se mettant sous la fpfme< 0
avec

] +x9—1

Sur le dessin, on peut s’assurer que trés probablement seule la contrainte numéro 3 est active. On
peut s’en persuader par le calcul de la facon suivante : on peut tenter de résoudre le systéme

Vf($)+)\3Vgg($) = 0,

Sommaire
g3(z) = 0, Congepts
Notions
soit ici
1
T — xo+ A3 1 = 0,
1+ = 1, Documents
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T2 Exemple de
programme
guadratique

K
z
g1(x) =0 x
g2(x) =0 g3(x) =0
FiG. VI.3.2 — Exemple de programme quadratique
ou bien encore Sommaire
Concepts
T1+A3 = 1, Notions
1
To + )\3 = 57
r1+x2 = 1,
Documents

<< 147 > >



<« précédent section A

dont la solution est donnée par

3 1, 1
T Ty

On a bien\s > 0 ce qui justifiea posteriorile choix de saturer la contrainte numéro 3.

r1 =

<< 148
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V1.4 Conditions suffisantes d’optimalité

Définition du lagrangien . . . . . . . . . ... 150
Condition nécéssaire du secondordre . . . . . . . . . . ... ... ... 151
Condition nécéssaire du secondordre . . . . . . . . . . ... ..., 154
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Définition du lagrangien
Considérons le problem@C E) avec contraintes d’égalité

(g

ouh:R" — R?,

Définition VI1.4.1 On appelldagrangierassocié au problemegCE) la fonctionL : R" x R” — R
définie par

L(z,)) = f(z) + Y _ Aihi(=).
=1

Les conditions de Lagrange peuvent se reformuler a l'aide du lagrangiert:ssmittion de(PCE).
Alors il existe\ tel que

me(:& 5‘) =0,
ou on a notév, le gradient partiel par rapport & la variableDans la suite nous ferons I'hypothese
qgueh et f sont deux fois continlment différentiables. Sommaire
Concepts
Notions
Documents
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Condition nécéssaire du second ordre

Théoreme VI1.4.2 Soiti un point régulier solution déPCE). Alors il existe) tel que
V.L(i,\) =0,

et de plus pour touy € T'(z),y # 0, 0n a

y V2, L(2,\)y > 0.

Démonstration : Soity € T'(z). On sait qu'il existe une courbe(t) définie pourt € [—a, o]
vérifiant

z(t) € S, Vte[-a,a], a>0

z(0) = =z,

z(0) = .
Puisquez est optimal on a

f(2(0)) < f(z(t)), Vt,

et puisque la fonctiorf est deux fois différentiable, on a nécessairement Sommaire
Concepts
d? Fa(®) >0 Notions
- a5 .
dt? =0

On aici d’'une part ;
ZF(@(®) = V(@) a(0), Documents

151 > >



<« précédent section A suivant »

et donc Condition
d? T _ - nécéssaire du
d? .
af@®)] = yTVf(@)y+ VF@)TE0) 20 (V1.4.27)
t=0
D’autre part on & (x(t)) = 0 donc
d2
Zh®)| = y ' V2hi(2)y + Vhi(2)T#(0) =0, i =1,...,p.
t=0
On peut multiplier chacune de ces égalités Jaet en faire la somme, ce qui donne
b R p R
T (Z AN%(:&)) Y+ (Z Athi(:f:)T)> #(0) = 0.
=1 i=1
En additionnant cette derniére égalité/.4.27) on obtient
P P T
( Z >y+<wg:~ Z ) #(0) > 0,
i=1 i=1 Sommaire
. N .. . . ., y , Concepts
et puisque le deuxieme terme est nul (condition de Lagrange) on obtient bien I'inégalité anhdngee.  \otions
Le résultat suivant est une généralisation du théoréme précédent dont la démonstration sera admise.
Théoreme VI.4.3 Soitz € R™ et \ € R? vérifiant les conditions
h(z) = 0, Documents
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p
V@) +> AVhi(E) = 0,
i=1
y V2, L(E, Ny >0 ,VyeT(z),y#0,

alors & est un minimum local du probléni&@CE).
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Condition nécéssaire du second ordre
Théoreme VI.4.4 Soitz € R"™ et \ € R” vérifiant les conditions
g(z) < 0,
p A~
VIE) + ) AVe@) = o

N > 0,i=1...m,
ngl(iﬁ) = 0, = 1...m,
y V2, L(E Ny >0 ,VyeT (2),y#0,

ou on a notél'* () le plan tangent et a la surface

St={zeR" ¢(2) =0, i€ I(z)et); > 0}.

Alors & est un minimum local du probléeni&CE).
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Chapitre VII
Méthodes primales

VII.1 Contraintes d’égalité linéaires . . . . . . . . . . . . ... ... 156

VII.2 Contraintes d’'inégalité linéaires . . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 165

VII.3 Méthodes de pénalisation . . . . . . . . . . .. ... 169

VIl.4 Méthodes par résolution des équations de Kuhn et Tucker . . . . . ... ... .. 177

Exemples du chapitre VII . . . . . . . . . . 183 Sommaire
Concepts
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VIl.1 Contraintes d’égalité lineaires

La méthode du gradient projeté
La méthode de Newton projetée

156
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La méthode du gradient projeté

On s’intéresse a un probléme avec contraintes d’égalité lineaires

i (), (VI1.1.1)
{ zeR"”
Az —b=0, (VII.1.2)

et nous ferons I'nypothéese que e M,,, est de rang maximal. Une idée assez naturelle consiste a
appliguer une méthode de descente qui prenne en compte la conttairté = 0. Supposons que
nous disposons d’un poing € K = {z € R", Az — b = 0}. On sait qu'une direction admissible
doit vérifier

Ad = 0. (VII.1.3)

On peut chercher la meilleure direction de descente respedtir {1) en résolvant le probleme

min Vf(x)'d, (VI.1.4)
Ad =0, (VII.1.5)
Ild|| = 1. (VII.1.6)
Sommaire
Concepts
Proposition VII.1.1 Le vecteurd solution du probleme\(l.1.4),(VIl.1.5),(VII.1.6) est donné par Notions
d =y/ ||ly|| ouy est la projection orthogonale deV f(z) sur Ker A.
Exemples
Documents
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Démonstration : On peut écrire que lLa mathode du

—Vf(x)=y+z, gradient
projeté
oly € Ker Aetz € (Ker A)*, ces deux sous-espaces étant complémentairedtfar®n a donc

—Vf(z)'d=—y'd.
Commed est un vecteur unitaire quelconquéd sera maximal pour
Je Y
Iyl
d’ou le résultat. On remarquera queysi 0, le vecteurd est bien une direction de descente car on a

Vi) =-y (y+2)=-y'y<o.

[
Pour former la matrice de projection sifer A on utilise en général la factorisati@pR de la
matriceA ", qui s’exprime sous la forme

T _ R
'A - Q ( 0 bl
Sommaire

ou R € M,, est triangulaire supérieure & € M,,, est orthogonale, et se décompose(gnr= Concepts
[U V] ou les colonnes d& € M,,, forment une base orthogonale fe AT et les colonnes de Notions
V € My -, une base orthogonale ¢ém AT)L = Ker A. Dans ce cas la matrice de la projection
orthogonale suiKer A s’écrit

P=I-UUT =vVT, Exemples

Documents
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Remarque VII.1.2 Dans l'algorithme que nous allons étudier, la matrice de projection peut étrel_a méthode du
calculée une fois pour toutes puisgdesst donnée. Cependant, pour les probléemes avec contraintes gradient
d’'inégalité lineéaires, on sera amené a considérer une succession de problémes avec contraintes projeté
d’'égalité, et la matriced pourra évoluer a chaque itération, par ajout ou supression d’'une ligne.
Le choix de la factorisatiod) R est tout indiqué car il existe des techniques de mise a jour par-
ticulierement économiques, ce qui n'est pas le cas quand on exprime la mAtsoes la forme
classique

P=1—-AT[AAT]71A.

La méthode du gradient projeté consiste tout simplement a mettre en oeuvre une méthode de descente
utilisant & chaque pas la directidp = —VV TV f(x}). Les itérations sont poursuivies jusqu’a ce
quedy, = 0. Cela signifie alors qu¥ f(z) € Im AT et donc qu'il existe tel que

Vf(xk) =—ATA\.
On peut utiliser la factorisation dé' pour obtenir\ par résolution du systéme linéaire
R\ =-U"Vf(z).
Sommaire

Concepts

Algorithme du gradient projeté Notiors

Exemples

Documents
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1. Poserk = 0 et choisirzy admissible.
2. Calculer la projectionl;, = —VV 'V f(x3),

3. Sid, =0
— Calculerh = —R7'U TV f(x})
— Arréter les itérations.

4. Déterminerp, > 0 réalisant le minimum dé¢ (xx + pdy).

5. Poserry 1 = xx + prdy, fairek — k + 1 et retourner en.
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La méthode de Newton projetée

La méthode du gradient projeté souffrant des mémes problémes que la méthode du gradient
(vitesse de convergence trés sensible au conditionnement), on lui préfere souvent les méthodes de
guasi-Newton adaptées au cas des contraintes linéaires. |l est plus facile de comprendre comment
fonctionnent ces méthodes en faisant I'analyse suivante

Supposons que I'on dispose d’un point admissible. L'idée est de poser= x5 + Vz et de
considérer une nouvelle fonctighdéfinie par

f(2) = f(zo + V),

ou les colonnes d& forment une base orthogonale @#&r A (on a vu comment obtenir une telle
matrice). Alors par construction le problén#?| est équivalent au probléme sans contraintes

min f(2),
R (VI.1.7)
puisque
A(xg+Vz)—b=Azg— b+ AVz=0.
On peut donc appliquer n'importe quelle méthode de descente a la résolutivii.der§. Notons Scommaitre
, oncepts
que I'on a ~ Notior?s
Vi(z) = VIV f(xg+V2),
donc la méthode du gradient appliquée a la minimisatioﬁ(de s'écrit Exemples
Zk4+1 = Rk — PkVTVf(fo + Vz), Documents
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et sion poser, = o + V2, les itérations précédentes s'écrivent Lardleda e

Newton
=z —pVV'V -
Thil = Tk — Pk f(zx), Dijelde
ce qui redonne exactement la méthode du gradient projeté. On peut de la méme maniere écrire la
méthode de Newton appliquée a la résolution\dé 1.7) : le hessien d¢ s’écrit
V2f(2) = VIV2f(x0 + V2)V,
si si on note5y, = VQf(zk) la direction de Newton eny, s'écrit
pe = =G 'V ().
Si la matriceGG, est définie positive alors, sera une direction de descente pgiet le vecteu py,
sera une direction de descente pduyuisque
V (k) Ve = VF(z) pe < 0.
Remarque VII.1.3 On sait que dans le cas général un optimum local du problEREFE) est ca- S
ractérisé par X Concepts
y V2.L(& ANy > 0, Vy € T(2), y # 0. Notions
Or dans le cas des contraintes linéaires on a
Exemples
V2, L(x,)\) = V2f(x), (VII.1.8)
Documents
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et le sous espacé(z) n'est autre queKer A. Et donc si I'on dispose d’une matridé dont les
colonnes forment une base orthogonalelder A, tout vecteury € T'(&) s’exprime sous la forme

La méthode de

. e Newton
y = Vz et la condition ¥11.1.8) s’écrit projetée
ZVIV2f(2)Vz >0, V.

On est donc assuré que le hessien projeté est défini positif a 'optimum, ce qui justifie I'utilisation

des méthodes de quasi-Newton.

On peut donc envisager une méthode de quasi-Newton ou la mise a jour opére non pas sur le hessien

de f mais sur le hessien projeté. Voici I'algorithme correspondant pour la méthode BFGS :

Algorithme de la méthode BFGS projetée
Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Documents
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1. Poserk = 0, choisirzy admissible et posdtly = 1.
2. Poselg, = VIV f(xp).

Si gk = 0

— Calculer\ = —R7'U TV f(xy)

— Arréter les itérations.

w

Calculer la directionpy, = —H, ' g.

Posercy1 =z + prVpk.
Calculergyy = V'V f(2pt1) €tyr = grt1 — G-
Mise a jour du hessien projeté
T T
YkYp 4 9k

PEYN DK Dy Ok
9. fairek — k + 1 et retourner en2.

© N o g &

Hy 1= Hy +

<< 164

Déterminerp;, > 0 réalisant le minimum dé¢ (xy + pVpg).

La méthode de
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VIl.2 Contraintes d’inégalité linéaires

Méthode de directions réalisables . . . . . ... ... ...

165

section suivante »

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples

Documents



section A

Méthode de directions réalisables

On s’intéresse maintenant & un probléme avec contraintes d’inégalités lineaires

min f(x), (VI1.2.9)
{ o
Az —b<0. (VI1.2.10)

On peut essayer de voir comment adapter la stratégie de I'algorithme du gradient projeté. Supposons
que nous disposons d’un point initial admissiblee K = {z € R", Az — b < 0}. NotonsI,
I'ensemble des indices des contraintes saturées, soit

Iy = {Z | Ajxg — b; IO}.

On peut chercher une direction de descehtgii permette, au moins pour un petit déplacement, de
rester dang<. Si on noted, € M,, la matrice composée des lignes I, on doit donc avoir

Apd = 0. (VI1.2.11)

R

Apres calcul de la factorisatiait/ V') ( 0

) deA?O, une direction admissibleé peut étre obtenue

Sommaire

pard = —VV 'V f(x). Concepts

Il'y a ensuite deux cas a envisager :
1. Sid # 0, il faut déterminer le déplacement maximal autorisé par les contraintes non saturées,

c’est a direp,, . tel que Exemples

pmaz = {p |p > 0, Ai(zo + pd) — b <0, i & Io}. Documents
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Ensuite, on cherche le pas opting); dans directionl. Ce pas pouvant faire sortir du domaine Méthode de
admissible, on prendra donc toujours directions
réalisables

p = min(popt, Pmaz);
en notant bien que lorsque= p..q., Cela signifie qu’'une nouvelle contrainte sera saturée.
2. Sid = 0 cela signifie quéV/ f(z) € Im A?O et donc qu’il existe\ tel que
Vi(z) = —Af N
et qui s’obtient par résolution du systéme linéaire
R\ = —U'Vf(x),

et il faut ensuite considérer deux cas

(@) Si A > 0, alorsz satisfait les condition de Kuhn et Tucker. Le pointest donc un
optimum local du probléme.

(b) Sinon, on supprime dang une des contraintes pour lesquellgs< 0 (par exemple la
plus négative). On obtient alors une nouvelle matrgequi permet de déterminer une

nouvelle direction de descente £ On peut ensuite poursuivre les itérations. Sommaire
2 , . . Concepts
On peut donc résumer I'algorithme de la fagon suivante : Notioﬁs

Algorithme du gradient projeté (contraintes d’inégalité) Exemples

Documents

<< 167 > >



<<

. Calculer ou mettre & jour IafactorisatiGX}Tk = [Ux Vi ( B )

section A

1. Poserk = 0 et choisirz.
2. Déterminerl}, = {i | A;z, — b; = 0}.
3. Former la matriced;, = {A;}ier, -

5. Calculer la projectionl, = — ViV, V f (zy)
6. Sid, =0

— Calculerh = —(Ry,) U,/ V ()
— Si A > 0 alors on s'arréete
— Sinon, choisirj tel que); < \;, Vi, faire I, = I, — {j} et retourner en 3.

7. Calculerpmaz = {p |p > 0, Ai(zx + pdi)a —b; <0, i & Iy }.
8. Déterminerpy, réalisant le minimum dé¢ (zj + pdy) sur|0, pmaz)-
. Poserzy. 1 = xp + prdy, fairek — k + 1 et retourner ei.
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VI1.3 Méthodes de pénalisation
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Estimation des multiplicateurs . . . . . ... ... ... ..
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Méthode de pénalisation externe

Exemples :
Exemple VII.1

On considére un probléme avec contraintes d’inégalité non-linéaires :

min f(x), (VI11.3.12)
xe]R’lL

(PCI) sous les contraintes
g(z) <0, (VI1.3.13)

Le but des méthodes de pénalisation est de résquitird ) de fagcon approchée de la fagcon suivante :

on définit la fonctionp(z) par

m

o)=Y (97 (@)

i=1
ou[.]" est la fonctiorpartie positivedéfinie par
yT = max(0,y).
Sion noteK = {z € R", ¢g(z) < 0}, la fonctione vérifie par construction

o(z) =0, pour z € K,
() >0, pour z € K.
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On introduit alors le problemeé. Méthode de
min fe(x), (VI1.3.14) pénalisation
(P.) zeR” externe

fe(x) = f(z) + Lo(x), (VI1.3.15)

dont on notera; la solution, vérifiant
fe(ze) < fe(x) Vo € RY.

Le nom de pénalitéxtérieureprovient du fait quer. est toujours a I'extérieur (au sens large)ide
comme le montre le résultat suivant :

Proposition VI1.3.1 S’il existe au moins une contrainte saturée a I'optimiiaiu problemeg PCT)
alors le vecteur solution du probléme pénalig&) verifie nécessairement

Ji0, gip(ze) > 0.

Démonstration : Montrons la contraposée : gi(xz.) < 0, Vi on a par définitionr, € K. Puisque

fe(xe) < fe(x), Vo e R, Sommaire
Concepts
donc en particulier pout = z, on a Notions
fe(xe) < fs(i)v
mais commme:. € K et € K ona Exemples
o(ze) = (&) =0, Documents
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et donc A Méthode de
f(ze) < f(2). pénalisation
D'ou z. = . On a dongy; (%) < 0, Vi et aucune contrainte n’est saturéeiel] En général, on a externe

toujoursz. ¢ K comme le montre P? mais sous des hypothéses assez peu restrictivésnd vers
une solution du problem@C1T) quande tend vers 0.

Théoreme VII1.3.2 Soity : R™ — R une fonction de pénalisation extérieure vérifiant :

- ¢(z) = 0,

—p(r) =0z kK,

—  continue.
On suppose d'autre part qué est continue, quel est fermé et que I'une des deux conditions
suivantes est vérifieé :

— f(z) — +oo quand||z| — oo,

— K estborné etp(z) — +oo quand||z|| — oo.

—  continue.
Alors, quandg;, tend vers 0, la suite,, admet au moins un point d’accumulation qui est alors une
solution optimale du probléme’CI).

Lorsqu’on met en oeuvre cette méthode de facon pratique, on ne peut pas prendre toutdle suite
trés petit, & cause des problémes de conditionnement que cela peut causer. On commence donc avéemmaire
une valeur du type, = 1, et chaque solution,, est prise comme vecteur initial pour résoudre le Concepts
probléme avee,,; = €;/100 (par exemple). On peut bien sar utiliser n'importe quelle méthode Notions
pour résoudre le problémein, f., (z) (BFGS, gradient conjugué, ...).

Exemples

Algorithme de la méthode de pénalisation D
ocuments
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1. Choisirzg, e, = 1 et poserk = 1 Méthode de
2. Trouverzy, solution du problémenmin f, (z) en partant de;y, ;. pénalisation
e externe

3. Posere, 1 = €,/100
4. fairek — k + 1 et retourner en 2

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples

Documents
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Méthode de pénalisation interne

Dans le cas des méthodes internes, en généralest jamais dan& (sauf cas particulier) : cela
peut poser des problémes si par exemple la foncfiorest pas définie hors d&. Les méthodes
internes permettent d’'éviter cet inconvénient. Leur principe est le méme que pour les méthodes ex-
ternes : on considére une fonction

fe(z) = f(x) + e(z),

mais ici la fonctiony(z) est défine pour € K et est du type

m

1
Y(x) = ;
( z; gi(z)?

1=

Puisque lI'on ay(z) — oo quand on s’approche de la frontiere #ie on qualifie souvent) de
fonctionbarriére. Les propriété de convergence sont les méme que pour les méthodes externes, mais
il faut ici disposer d’'unzy € K, ce qui peut étre difficile dans certains cas.

Sommaire
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Estimation des multiplicateurs

Les méthodes de pénalisation ne sont en général jamais utilisées pour obtenir la solution du
probléme avec contraintes, car cela nécessitérait d'utiliser des parametres de pénalisation beaucoup
trop petits. En revanche, elles permettent de calculer des estimations correctes des multiplicateurs.

Pour les méthodes externes, le paiptest solution du problémein f, (x) ou

1 m
fol@) = f@) + < X loi @),
=1
et vérifie donc les conditions d’optimalité

Vf(zk) + % Zg;r(xk)Vgi(:rk) =0.
i=1

Sous les hypothéses du théoréwie3.2 z;, — & et donc pour les contraintes non saturées, puisque
9i(Z) < 0, il existek tel que
k> ko = gL<SL'k-> <0,i¢ I(.@)

Si on suppose que est régulier, les conditions de Kuhn et Tucker sont vérifiées et on a

Sommaire
V(@) + Y AVai(d) = 0. Notons
iel
Si on note maintenant que pokir> ko, - |
xemples
Vf(xg)+ 2 Zg;r(xk)Vgi(xk) =0, g
€ Documents

iel
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alors par continuité d¥ f et Vg on en déduit que poure I e .

9 multiplicateurs
: +
lim —g;"(x) = \i.

k—oo €

On peut bien sdr faire le méme type de raisonnement pour la méthode de pénalité interne.
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VIl.4 Méthodes par résolution des équations de Kuhn et
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Cas des contraintes d’égalité

On cherche a résoudre le probléme :

min f(x),
2eR" (VI1.4.16)
hz(x> =0,:1= p

On sait que la recherche d’'un point de Kuhn et Tucker revient a résoudre le systémdrconnues
etn + p inconnues
ViL(z,\) = 0,
{ h) = 0 (VI.4.17)

ou on a notéL(z,\) = f(z) + >_%_; \ihi(z) le lagrangien associé &.4.16). La méthode de
Newton consiste, a partir d'un poifi, \x), a linéariser YI1.4.17) au voisinage de ce point, et a

définir (41, Ak+1) comme la solution du systéme obtenu. On peut écrire les équations suivantes :

Ve L(wg, M) + V2L(zk, M) (Tt — 1) + Vh(2E) Mey1 — k) = O,
h(l‘k) + Vh(xk)T(ka — l‘k) = 0,

ouVyL(xk, \i,) = V f(xr) + Vh(zi)\s. Sion pose
oh
_ T _
Jr = Vh(zg) = 9 (zx),

et Hy, = V2L(x, \x), on obtient le systéme

(5 9)(72)=(56) e

178
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Une méthode basée sur la résolution itérativeMde4.18) présentera les inconvénients habituels de

la méthode de Newton : la convergence est locale. De plus, les équations de Kuhn et Tucker sont aussi
vérifiées pour les maximums. Si on veut remédier & ces inconvénients il faut diposer d’une bonne
estimation initiale déz, 5\), gui peut par exemple étre fournie par une méthode de pénalisation.
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Méthode de Wilson

Dans la méthode précédente, pour éviter les points stationnaires qui ne sont pas des minimum,
on peut faire 'analyse suivante : si on ne{g= =1 — z; on observe que le systémel(.4.18)
s’écrit
Hiyr, + Iy Mer1 = =V f ().

Le vecteury,, est la solution du probleme d’optimisation quadratique suivant :

. 1. T T
miny 5y Hiy + Vf(zr) v, VIl.4.1
{ Jry + h(zx) =0, (Vil419

et \;.1 estle multiplicateur associé. Au lieu de résoudre le systéfiigl(18) on peut donc résoudre

le probleme YI11.4.19), ce qui permet d’éviter les points stationnaires qui ne sont pas des minima.

La résolution de ce probleme peut se faire avec toute méthode adaptée aux problémes quadratiques.
Cette extension de la méthode de Newton est due a Wilson.
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Cas des contraintes d’inégalité

La méthode de Wilson vue au grain précédent se généralise trés facilement au cas des contraintes
d’'inégalité. Si le probléme original est de la forme :

ﬁ@&? f@), (VI1.4.20)
gi(x) <0,i=1...m,

les contraintes linéarisées prennent la forme
Vg(ar) 'y + g(zx) < 0.

On peut alors utiliser une méthode consistant a résoudre itérativement le probléme quadratique

0 1T T
{ Jry + g(zr) <0, Wile2,

Remarque VII.4.1 Comme on I'a déja dit la méthode de Wilson (pour les contraintes d’égalité et
d’'inégalité) ne converge que localement. La globalisation de cette méthode peut se faire en utilisant sommaire

une approximation de quasi-Newton pour la matriég = V2 L(z, \¢) et en faisant une recherche Concepts
linéaire dans la directiors;, pour définirzy 1 = x;+ pgsk. Lors de la recherche linéaire, on cherche Notions
alors a minimiser unéonction de méritelu type
. Exemples
0(x) = f(x) + ; hi()], Ceemonts
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dans le cas des contraintes d’'égalité, ou

Cas des
m contraintes
o(z) = f(z) + CZ g (), d’'inégalité
k=1
dans le cas des contraintes d’'inégalité (dans ce derniercadsit étre un majorant des multiplica-
teurs optimaux). Les fonctiorgx) etf(z) sont des fonctions de pénalisation exacte : cette termi-
nologie traduit le fait que contrairement aux fonctions de pénalisadiffiérentiablesque I'on a vu
précédemment, le minimum @eu o peut coincider ave¢ pour des valeur§iniesdec.
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Documents
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Exemples du chapitre VII

VIl.1

Un probleme pénalisé

chapitre A
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Exemple VII.1 Un probléme pénalisé
On considére le probléme

)
min 5%,
x> 1.

La fonction pénalisée s’écrit

1 1

fe(@) = za® + —([L — 2] )%

2 €

Pourxz ¢ K on a
2
Vi(z)=xz— E(l —x).

Si on fait I'hnypothése a priori que, ¢ K alors on a

2
e — — 1-— e) = Yy
% 6( xe) =0
etdoncz, = (1 +¢/2)~!. On a bienr. ¢ K et

lim z, = 1.
e—0

Retour au grain
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Chapitre VIII
Meéthodes utilisant la notion de dualité
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Le probléme dual
On s'intéresse ici aux problemes avec contrainte d’inégalité du type

xr%lll@k%l"f(m)’ (VII1.1.1)
g(z) <0,

et on note comme d’habitud® = {z € R", g(x) < 0}. Le probleme YIII.1.1) est appellé
probléme primapar opposition aprobléme duatue I'on va maintenant définir.
Soity(x) une fonction indicatrice d&’ :

p(r) = 0,sizxeK, (VI1.1.2)
p(r) = oo, sinon. (VI1.1.3)

Alors le probléme primal est équivalent a

e, f(@) + ¢(x).

On peut construire la fonctiop de la fagon suivante :

= "y = \igi(T).
() = max A g(x) glgg; gi(x)

On peut vérifier que la fonction ainsi définie a bien les caractéristiques donnéesglpar.2)-
(VII.L1.3) : siz € K on ag;(x) < 0 etdoncA’g(x) < 0, le max est donc atteint pouk = 0.
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Siz ¢ K il existe j tel queg;(z) > 0, et doncA’ g(z) peut étre rendu arbitrairement grand en

: Le probleme
faisant tendre\; vers+-oo. dual
Le probleme primal est donc équivalent au probleme
iy, (@) + s ATa(a) ).
et si on utilise le lagrangieh(z, \) = f(z) + AT g(z), on peut alors noter que le probléme primal
s’écrit
min max L(z, A). (VI1.1.4)
zeR"™ A20
Définition VIII.1.1 On appelle probléme dual du probleméli|.1.1) le probléme
max min L(z, \), (VI1.1.5)
A20 zeR™
et appellew(A) = min__pn» L(z, A) la fonction duale.
Proposition VI11.1.2 La fonction dualev()\) est concave.
Sommaire
Démonstration : SoientA; > 0, A2 > 0,0 € [0,1] et\ = 6A\; + (1 — 0) \o. Il existez ,x2 etz Concepts
tels que Notions
w(A) = Lz, A1),
w()\g) = L($2,)\2),
w(A) = L(z,N). Documents
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On a donc par définition de la fonction duale : Le probléme

L($7)\1)7 e

L(.Z',)\Q).

Z
>
N
A IA

Si on multiplie la premiéere inéquation péet la deuxiéme pafl — ) il vient
Ow(M) + (1 — O)w(rg) < f(x)+ [0A1 4+ (1 — 0)Xa] T g(z) = w(N).

[0 Ce qui est remarquable dans cette propriété est que le résultat ne suppose absolument rien sur la
convexité des fonctiong et g;.
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Point-col du lagrangien
On montre facilement la proposition suivante :

Proposition VIII.1.3 On a

o { i, 2o )} < i, {0}

AZ0 | zeR™ zeR™ [ A=0

Démonstration : OnaL(xz,\) < maxy>oL(x, A) et donc par définition de(\)

w(A) < min max L(z, \).
zeR™ A20

On adonc
max w(A) < min max L(z, \),

A>0 zeR™ A>0

ce qui montre le résultaf] Si I'on note que par construction

o, max L(z, ) = f(2),

ou z est la solution du probléme primal, on a donc

o) = 1)
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Alors s'il existe bien un maximum de la fonction duale atteint paue ), la valeurw()\) est un Point-col du

minorant def () et il existe un pointz(\) tel que lagrangien
w(A) = L(z(A), A) < f(2).
Le théoréme suivant précise dans quelles conditionsag\ p= 3 :
Théoreme VIII.1.4 S'il existe un coupléz, \) tel que
L(&,\) < L(&,\) < L(z,\), Vo € R, VA e R™,
alors & est une solution du probléme primalfeEst le multiplicateur de Kuhn et Tucker associé.

Un point vérifiant cette propriété est appelépgint-coldu lagrangien. On a dans ce cas

L(2,\) = maxw(\) = min f(z).

(2,4) = maxw(}) = min f (z)

Lorsque ce point existe, on peut donc résoudre le probléme dual a la place du probléme primal :

I'intérét principal est la concavité de la fonction duale ainsi que la simplicité des contraintes. On

voit aussi que méme lorsqu’il n’existe pas de point col, le maximum de la fonction duale fournit un

minorant def (), ce qui peut étre utile dans certaines circonstances. On appelle alors la différence sommaire

~

f(z) — w(A) le saut de dualité Concepts
Notions

Théoreme VIII.1.5 Si f est strictement convexe, si lgssont convexes et & est d’intérieur non-
vide, I'existence dé est équivalente a I'existence dest on a

w(j\) = L(z, ;\) = f(2). Documents
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Il existe cependant des cas ou il existe un point-col et les conditions précédentes ne sont pasgint-col du

vérifiées. Quand il n'y a pas de point-col, on peut faire alors appel a des techniques ou on utilise un lagrangien
lagrangieraugmentélu type

m

Lz, \,r) = f(@) + ATg(@) + 7Y (g7 (@),
1=1

pour définit la fonction duale. Ce type d’approche permet de généraliser les méthodes duales pour
les cas typiquement non-convexes.
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Méthode d’'Uzawa

Le principe de la méthode d’'Uzawa est d'utiliser la méthode du gradient pour maximiser la
fonction duale, tout en tenant compte de la contrainte 0 : cela donne la méthode

Akl = [)\k + kaw()\k)]+ .

L'utilisation de cette méthode suppose que la fonction duale est différentiable (au moins a I'opti-
mum). Ce sera le cas si le minimum erde L(z, \) est unique. Dans ce cas si on nate\) le
vecteur tel que

on peut écrire que

dx(A

Vw(\) = ViL(z(N),)) ‘Z& )
= g(z(N),

puisquez(\) est par définition le minimum ende L(x, ). L'algorithme de la méthode est donc le

suivant :

s V)\L(I‘()\), )‘)7

Algorithme d’'Uzawa
1. Poserk = 0et)yg =0.

2. Determinerz, solution du problémemin f(z) + A g(x)
e

3. Simax; g;(x) < € alors on s’arréte.
4. Sinon, calculeR, 1 = [\ + prg(zr)] ™

5. Fairek < k£ + 1 et retourner en 2.
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section A suivant »

Au point 4 on peut choisip;. fixe ou bien faire une recherche linéaire. Lorsque la fonction duale Méthode
est mal conditionnée, on peut aussi utiliser une méthode de quasi-Newton. Dans le test d’arrét choisi d'Uzawa
la valeur dec > 0 devra étre choisie prudemment : en effet, s'il n’existe pas de point-col on ne peut
avoirz € K et donc sk est trop petit I'algorithme ne s’arrétera pas.
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Méthode d’Arrow et Hurwicz

Cette méthode est trés voisine de la méthode d'Uzawa. Au lieu de détermireamme le
minimum deL(z, A\;) on se contente d’un pas dans la directio¥ , L(x, A) : on définitxy, par

Tht1 = Tk — Vg L(xg, \g),

et gy par
Metr1 = Mg + prg(@e)] T
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A.1 Documents du chapitre |
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Document A.1.1 Démonstration de la proposition 1.3.3
Onaf(a+th) = f(a)+tf (a)h + |t]| ||h] e(th), d'ou

flap = TETIZIE oy o,

Il suffit de noter quéim,_,q e(th) = 0 pour conclure.

Retour a la proposition 1.3.3 A
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Document A.1.2 Démonstration de la proposition 1.3.4

On note{e’, ..., e"} la base canonique d&". Par définition de la matrice, [5fM€colonne de

f'(a) est obtenue en appliquafita) auy eMeyecteur de la base canoniqueld@. On obtient donc
le vecteur

fa+te?) — f(a)
t 9
grace a la propositioh3.3. La définition def donnée parl(3.8) permet d’écrire que

' i1
f'(a)e’ = lim

[f’(a)ej]i — }E% fz‘(a—I—tei)—fi(a),
= lim fi(al’“"aj—i_t’"'van)_fi(ab...,an)a
t—0 ;
_ Ofi

Retour a la proposition 1.3.4 A .
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Document A.1.3 Démonstration du corollaire 1.4.4
Si¢(t) est convexe sup, 1] on a en particulier
p(A) < Ap(1) 4 (1 = A)p(0), VA € [0,1],
ce gui donne exactement
fOz + (1= Ny) <Af(2) + (1= f(y).

La réciproque est admise.

Retour au corollaire 1.4.4 A
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Document A.1.4 Démonstration du théoréme 1.4.6

La démonstration fait appel a un résultat obtenu dans I'exetdicesi on définitp(t) = f(x +
ty) alors on a

¢'(t) =y V2 (z + ty)y,

et on sait grace a la propriété.5 que f convexe sip”(t) > 0, Vt. On aura dong convexe si et
seulement si
y V2 f(z +ty)y >0, V(z,y) € K?,

d’ou le résultat.

Retour au théoréme 1.4.6 A
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Document A.1.5 Démonstration du théoréme 1.5.4

Soitzy € R". Puisquélim,| . f(z) = oo il existe M > 0 tel que||z| > M = f(z) >
f(zo), donc
M >0, f(z) < f(zo) = ||=]| < M.

Puisquet est caractérisé paf(z) < f(z), Vo € R", on a donc forcémerjtz|| < M. Donci est
solution du probleme

min f(x

HxIISMf( )

et le théoreme précédent s’'applique, la bdules R", ||z|| < M} étant compacte.

Retour au théoréeme 1.5.4 A
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Document A.1.6 Démonstration du théoreme 1.6.1
Pour toutt € R* et pour touth € R" on a
f(&) < f(& +th).
On adonc
f(@) — f(&+th)
t

f(&) = f(&+th)
t

=Vf&) Th<o,

limt_,0+

et
= V(&) h>0,

Zimt—>0*

suivant »

doncV f(#)Th =0, vh € R", doncV f(z) = 0 (prendre par exemple = V f(#)).

Retour au théoréme 1.6.1 A
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Document A.1.7 Démonstration du théoréme 1.6.2
Soientr € R" et € [0, 1]. Puisquef est convexe on a
fO&+ (1= Nz) <Af(2) + (1= A)f(2).
On retranchef (z) de chaque c6té de 'inégalité, on note que
M+ (1= Nz =2+ Mz — ),
puis in divise par\, ce qui donne l'inégalité

Et si on fait tendre\ vers0 on obtient

V@) (z—2) < f(z) - f(&),
doncO < f(z) — f(2).
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Document A.1.8 Démonstration du théoréeme 1.6.4
Ona
fl@z*+th) = fl@*)+tVf(z*)Th+ ghTVQf(x*)h + 82 ||h||? e(th),
= f(z*)+ ghTVQf(x*)h + 12 ||n||2 e(R).

On a donc pout > 0

fla” +th) - f(z¥)
$2

1
= SHTV2F(@)h + |[B]]* £(¢h).
Donc sit est suffisamment petit on aura bigaw* + th) — f(z*) > 0 puisqueV? f(z*) > 0.

Retour au théoréme 1.6.4 A
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A.2 Documents du chapitre Il

A.2.1 Démonstration de la proposition 11.1.2 . . . . . .. ... ... ... 208
A.2.2 Démonstration de la proposition 11.2.1 . . . . . ... ... ..... 209
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Document A.2.1 Démonstration de la proposition 11.1.2

on a pourt > 0
flz+td) = f(z) + tVf(z)"d+ te(t),
donc si on écrit
f(z+td) — f(z)
t
on voit bien que pout suffisamment petit on aur(z + td) — f(z) < 0.

— Vi) d+e(),

Retour & la proposition 11.1.2 A
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Document A.2.2 Démonstration de la proposition 11.2.1
Si on introduit la fonctionp(t) = f(x + tdy), on a
@' (t) = Vf(zg +tdy) " dy,
et puisquep est dérivable on a nécessairemefit;) = 0 donc

V(g +trdy) "de = V f(zh41)  di = —djyqdi = 0.

Retour a la proposition 11.2.1 A
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A.3 Documents du chapitre Il

A3.1
A.3.2
A.3.3
A3.4

Démonstration du théoreme 111.2.1 . .
Démonstration de la proposition 111.3.2
Démonstration de la proposition 111.3.4
Démonstration du théoreme 111.3.5 . .
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Document A.3.1 Démonstration du théoreme I11.2.1
On raisonne par récurrence guen supposant qué, . . . , dx sont mutuellement conjuguées.

- Montrons d'abord I'équivalence dil.2.4 et 111.2.7. Commedy, ..., d; sont mutuellement
conjuguéesy réalise le minimum d¢ surxzg + Ej, on ag,;rdk_l =0dou

g di = g (—gr + Brdi—1) = — 93 gr-

- Pour montrerl(l.2.8) on note que

9k+1 — 9k = A(Try1 — zx) = prAdg, (A.3.2)

on a alors .

Gri1 Ady, = p_kgl;:-l(gk—i—l - 9k),

et en utilisant i{1.2.7) il vient bien

-
B, = 9k+1(9k+1 — k) Sommaire
g;jgk ’ Concepts

Notions

ce qui démontrel(].2.8). On a de p|U$]l;r+1gk = 0 cargy = di — Br_1di_1 appartient &, et
queg1 est orthogonal a ce sous-espace (les directigns. ., d; sont conjuguées, par hypothése

de récurrence), ceci démontié.@.9).
Documents
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- Montrons maintenant qu({HAdi =0, pouri =0,...,k. Onadune part Document
T - A3.1
par définition dej;. D’autre part, on a pour < k o theolzlerzni
dpp1Ad; = —gg 1 Ad; + Brdy T Ad;,
avecd, T Ad; = 0 en vertu de I'hypothése de récurrence. On a ensuite, en utilisant la forn8I&](
1
gni1Ad; = ;91411(9@‘“ — i),
7
et si 'on note que
gi+1 — 9i = —diy1 + (Bi + 1)d; — Bi—1di—,
on a bien
9hr1(9it1 — 9i) =0,
carg, ., dit1 = g4 ,1di = gp1di—1 = 0, en vertu du fait quey; est orthogonal &}, et que
i < k. On adonc bier, ; Ad; = 0, ce qui achéve la démonstration.
Sommaire
Retour au théoréme 111.2.1 A Concepts
Notions
Documents
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Document A.3.2 Démonstration de la proposition [11.3.2

Cette propriété est vérifiée a I'ordke= 1 puisquedy = —gg. Supposons qu’elle soit vérifiee a
I'ordre k. On a alors la formulell].2.8) qui nous permet d'écrire

dp1 = A(zg + prdy) — b+ Brdy,
9k + prAdy, + Brdy,
= dp — Br—1dk—1 + prAdy + Brdy,

ce qui permet de conclure qdg,; € Ki1. La propriété est donc vérifiée pour taut> 0.

Retour a la proposition 111.3.2 A
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Document A.3.3 Démonstration de la proposition 111.3.4

Puisque la matriced est définie positive il existe une matrice orthogonéldelle queA =
UDU'" avecD =diagA1,..., ), ouo(A) = {\;i}i=1..n Sont les valeurs propres dé Si on
définit A2 = UD'2UT on a

9

2
l2ll% = |42

donc )
Ip(4) (@0 — D)% = | AY2p(A) (w0 — 2)|| < Ip(A) 2 heo — 213,

o on a utilisé la propriété que A) et A'/2 commutent (ces deux matrices ont les mémes vecteurs
propres). Puisque I'on a ausdi = UD’U les valeurs propres dg(A) sont données par les
nombresp(A;) pouri = 1...n, etdonc

Ip(A)]|* = max p(A;).

1=1...n

On a donc bien
E < FE min max 4
(-’L'k) - ($0) pEPy,,p(0)=1 on%A)p(Z)
Sommaire
Concepts
Notions
Retour a la proposition 111.3.4 A
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Document A.3.4 Démonstration du théoréme I111.3.5

Dans les deux cas possibles, notons

/\i—Z

p(z) = IIF_

On a bienp(z) de degrék, p(0) = 1 et par constructiom(\;) = 0 pouri = 1...k. En vertu du
résultat montré dans la propositith3.4, on a donc

E(xg) =0,

>

SOitzy =

Retour au théoréme 111.3.5 A
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A.4 Documents du chapitre V

A4.1 Démonstration du théoreme V.2.2 . . . . . . . . . . . . ... ... 217
A4.2 Démonstration du théoreme V.2.3 . . . . . . . . . . .. . .. ... 219
A.4.3 Démonstration du théoreme V.25 . . . . . . . . . . . . . .. ... 220
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Document A.4.1 Démonstration du théoréme V.2.2

Puisque le hessien deest constant et égal&on a
¥i = VI(@i+1) — f@i) = A(@iv1 — z3), Vi.
On a vu queBy,, 1 est construit de fagon a ce que I'on ait
Bi+1yr = sk,

montrons que I'on a aussi
Bk—l—lyi = S4, 1=0...k—1.

On raisonne par récurrence en supposant que cette propriété est vralg,. pawwavoir
Bkyizsia 1=0...k—2.
Soit donci < k& — 2 quelconque. On a

(sk — Biyk)(sp vi — Beyg i)

Bi+1yi = Bryi + = . (A.4.2)
(Sk - Bkyk) o Sommaire
Par I'hnypothése de récurrence olgy; = s; donc Concepts
Notions
Yn Bryi = yp sis
mais commeds; = y;, V4, on obtient
Yd s; = s) As; = 55 i, Documents
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donc dansA.4.2) le numérateur est nul et onf, 1y; = Bry; = s;. On adonc

Bk+1yi:3i7 1=0...k.

Au bout den itérations on a donc

Bhy,=s;,1=0...n—1,

et puisque I'on aj; = As; cette derniere formule d’écrit

Comme less; constituent une base @& on aB,, A = I ou encore

ce qui montre le résultat.

<<

B,As; =s;,i=0...n—1.

Bn = A_la

Retour au théoreme V.2.2 A
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Document A.4.2 Démonstration du théoréme V.2.3

Soitz un vecteur dR™. On a

(s 2)>  (yg Biw)®

T T
T Bk+1$ = X ka ol - )
Sp Uk Y3 By
_ yi Bryra" Brz — (yf Bra)?  (spx)?
= T +
Yy, Bryk Sk Yk

Si on définit le produit scalairé: , y) = =" By alors on a

2" Byyiz = v, i) (@, @) — (g, z)’ + (SZHJ)Z. (A.4.3)

) S Uk

Le premier terme du second membre est positif ou nul d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Quant
au deuxieme terme on peut faire I'analyse suivante : puisque le pas est optimal, on a la relation

gl;r+1dk =0,
et donc
spYk = +ok(gk+1 — gr) ' dk = prgs Brgr > 0, .
Sommaire

onadone: ' B,z > 0. Les deux termes dand @.3) étant positifs, cette quantité ne peut s’annuler Concepts
gue si les deux termes sont simultanément nuls. Le premier terme ne peut s’annulet guesi Notions
pour un scalaire\ # 0. Dans ce cas le deuxiéme terme est non nulsgar = )\sgyk. On a donc

bieanH > 0.

Retour au théoréme V.2.3 A Documents
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Document A.4.3 Démonstration du théoréme V.2.5
En utilisant la formule.2.10) on a pour touk

Bri1A4sy = Briiyk,
= Sk,
par construction. DonéA2.13) est en particulier vérifiée pour= 0, soit
BlAS() = S0.
On a aussi
sgAsl = —plsgABlgl,
= —p1sg ABig1,
= —,018591,

= ()7

puisqueB; Asy = sg et quex; est obtenu par un pas optimal dans la directigrDonc (/.2.13) est
vérifiée pourk = 0.

Supposons maintenant quéZ.12) et (V.2.13) sont vérifiées a I'ordré — 1. On peut écrire d’'une
part pouri =0...k — 1.

Jk+1 — Gi+1 = Yit1 T Yi + ... Yk,
= A(Sprl + s+ ... S/C)

220 > >

Sommaire
Concepts
Notions

Documents



<« précédent section A

car f est une forme quadratique de hessienD’autre part, puisque;;; est obtenu par un pas

, Lo T Document
optimal dans la directios; on as; g;+1 = 0 et donc A43
Démonstration
T T .
S; (gk+1 = gi+1) =s; A(Slurl + 8+ ... Sk), 1=0...k—1, ST
donc en vertu de I'hypothese de recurrence (conjugaisor;jies a V.2.5
S gkp1 =0, i=0...k—1, (A.4.4)
Cette relation reste aussi valable pous k puisque I'on as/ gx+1 = 0 (pas optimal). La deuxiéme
hypothése de récurrence permet donc d’écrire, en remplacpat By As; dans A.4.4)
5] ABpy19k41 =0, i=0...k
et donc, puisqQuély 1 1gk+1 = —Sk+1/Pk+1s
5] Aspy1 =0, i=0...k,
ce qui démontre donc la propriété2.12) au rangk.
Montrons maintenant que
. Sommaire
Bk—l—lASi = S, 1 = 0...k—1. Concepts
] 8 . . Notions
Cette relation est vraie pour= £ comme on I'a déja montré plus haut. On a
T T
sks; As; B ' B As;
Bk_;,_lASi = By As; + ks—’; L — kykTyg i L
k Yk L=l Documents
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Le deuxiéme terme du second membre est nulsgaﬁtsi = 0. Si on note que par I'hypothése de
récurrence on &, As; = s; pouri = 0...k — 1 ety, = s/ Ale numérateur du troisiéme terme est
donné par

Biyrys BrAsi = Byyisy, As; = 0.

Par conséquent on a bien
Bk—i—lASi = Sy, i=0...k— 1,

ce qui démontre la propriét®.@.13 au rangk.

Retour au théoréme V.2.5 A
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Aide 1, Exercice 1.4

Utiliser I'expression dé/ f (z) donnée a I'exercice précédent.

Retour a I'exercice A
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