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Modélisation de séquences

» La supposition |ID est pratique, mais pas correcte pour
beaucoup de données du monde réel.

» L'abandon de la supposition d'indépendance conduirait a
des modeles difficiles parce que la distribution deviendrait
trop complexe.

» De maniére moins stricte, on peut supposer que beaucoup
de données ont la structure d'une séquence : (par exemple
les signaux sonores/vocaux, la langue, les séries
chronologiques financieres, les brins d’ADN, les
précipitations quotidiennes a un endroit, etc.)
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Plan

» Modélisation de séquences
» Markov Model (Modéle de Markov)
» Hidden Markov Model (Modele de Markov caché)
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Différentes représentations d'une séquence
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Application de modeles de séquences

» Prédiction : Sachant n observations d'une séquence,
quelle est la prochaine valeur (n + 1).

» Un modele probabiliste d'une séquence peut étre utilisé
comme une distribution dans un classifeur génératif.

» Pré-traitement.
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Modele de Markov

» On peut représenter le modele graphiquement.

» Dans le graphe, chaque fleche représente une distribution
conditionnelle d'une variable.

» Représenter des indépendences en utilisant des graphes
est un probleme qui est étudié dans le domaine graphical
models.

» La forme exacte des distributions conditionnelles dépend
du type de données :
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Modele de Markov

» Le modele probabiliste le plus simple d'une séquence :

Modele de Markov/Markov Model

p(x1, ..., Xn) = p(x1) HP(Xn|Xn—1)

» Le Modele de Markov suppose que chaque observation
dépend de son prédécesseur.

» Comme les observations forment une chaine, un autre
terme commun est “chaine de Markov” (Markov Chain).

» Les probabilités conditionnelles s'appellent les probabilités
de transition. p(x;) s'appelle la probabilité initiale.
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Paramétrisation

» Pour des données continues, il est courant d'utiliser les
gaussiennes :

P(Xp|Xn-1) = N(Xn|l‘(xnfl)a 3(Xp-1))

» Pour des données discretes, il est courant d'utiliser les
distributions discrétes :

p<xn - j|Xn—1 = Z)

Ces probabilités peuvent étre représentées sous forme
d'un tableau multidimensionnel, qu'on appelle souvent
Conditional probability table (CPT) dans le domaine de
graphical models.

» Dans le plupart des cas, p(x,|x,_1) est le méme pour
tous les n. Le modele s’appelle Modele de Markov
homogene dans ces cas.
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Modele de Markov discret comme Machine d’état

Une autre maniere de visualiser un modele de Markov discret
homogene sous forme de graphique :
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» Chaque nceud représente une valeur possible pour x,,,
chaque aréte représente une probabilité.

» Comme les Modeles de Markov discrets peuvent étre
considérés comme des machines d'état, x,, sont parfois
appelés des états.
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Modeles de Markov d'ordre supérieur

» En pratique, représenter des dépendances qui couvrent un
seul pas de temps est souvent trop restrictif.

» Une solution est de conditionner sur plusieurs pas de
temps précédents (Modéles de Markov d’ordre supérieur).

» Exemple d'un modele d’ordre deux :

N

= p(x1)p(xalx1) | [ p(xnlXn-1,%n2)

n=3

p(X1, ..., XN)

» Malheureusement, le nombre de parametres croit de facon
exponentielle avec I'ordre du modele.

» Une approche plus commune pour la modélisation de
dépendances a longue portée est d'utiliser des variables
latentes :
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L'estimation de la CPT

» Avec x,, en codage orthogonal, les probabilités de
transition peuvent étre estimées comme :

A - > o TnjTn-1

Y Zn Lni

» C'est facile a vérifier que cela représente |'estimation de
maximum de vraisemblance pour le Modele de Markov.

» Pour les probabilités initiales m; := p(x; = 7), on obtient

Zn Lni
N

™, =

Hidden Markov Model (Modeéle de Markov caché)

Hidden Markov Model (HMM) :
p(X1,. .., XN) = Z P(X1y. oy XNy Z1, -, ZN)
Z1,..ZN

avec

N N
p(Xl)"'axNaZl?"'azN):p(ZI)H Zn|zn 1 prmlzm

n=2 m=1

ol Xi,...,Xy sont des observations

et z1,...,zy sont des variables latentes

» Cela définit un Modele de Markov qui est caché
N . .
p(z1,...,28) = p(z1) [ ,,—5 P(Zn|2Zn—1) ol chaque état
émet une observation stochastique en utilisant les
probabilités d'émission p(x,|z,)
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Hidden Markov Model (Modele de Markov caché)

Z1 Zo Zn—1 Zn Znp+1

X1 X2

» Le HMM est un Modele de Markov discret qu'on ne peut
observer que de maniére indirecte par ses émissions.

» |l est aussi comme un modele de mélange dont les états
sont couplés dans le temps.
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HMM comme modele de mélange gaussien avec
dépendances entre les états
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Paramétrisation
» Les probabilités du Modele de Markov caché sont :

Aij = p(2y = j|2n—1 = 1)

et
i =p(z1 =1)
» La choix des probabilités d'émission dépend des données.
discrete :
i = p(xp = |z, = 10)
gaussienne :

p(anzn = Z) = N(Xnmzﬁ Ei) ¢ = VeC(Nu Ei)
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Représenter les transitions d'état comme un treillis

n—2 n—1 n n+1

» Chaque chemin a travers ce réseau représente une
séquence possible des états latents zq,...,zy.

» Il y en a un nombre exponentiel !
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Des calculs intraitables

» Empilez les observations (d'une seule séquence) et les
variables cachées rangée par rangée dans les matrices X
et Z.

» Pour faire I'entrainement en utilisant I'algorithme EM, il
faudra itérer :
1. Calculez p(Z|X)
2. Optimisez |'expected complete log-likelihood
>z P(Z]X)logp(X, Z)
» Pour un modele de K états et N observations, la variable
Z peut prendre KV valeurs.

» La probabilité des données, X, selon le modele est
= Zp(X,Z) = Z p(X1,. .y
zZ

Z1,..ZN
C'est également une somme sur KV termes.
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Simplification des sommations

XN,Zl,...,ZN)

» La loi distributive permet de réécrire la marginalisation
sur Z comme suit :

zZ
= Z"'ZP(X’Z)
z1 zN
N
= E Zp Zl) Hp(zn|zn 1 H p Xm|zm
z ZN n=2 m=1
= Y p(z)p(xalz1) > p(zalzi)p(xalza) Y plzs|za) -
Z1 V) z3
» Ceci est efficace si nous commencons le calcul de la

droite !
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Des indépendances

» Les regles de la probabilité permettent de dériver des
indépendances et indépendances conditionnelles entre
différentes variables dans le modeéle, ce qui nous aide a
trouver des expressions moins exigeantes.

» Les indépendances les plus importantes sont :
p(X|z,) = p(x1, . ..

Xn|Z)p (K1, Xy |2n) |

et

p(X17~~-;XN,Z1,...7ZN) =
p(z1) H::f:2 P(Zn|Zn1) HZ:1 P(Xm|Zm) (définition du modele)

» Pour d'autres indépendances, voir Bishop, page 619.

Simplification de |'expected complete log-likelihood

» Le complete log-likelihood est un peu plus compliqué.
» Nous pouvons écrire :

> p(ZIX)logp(X, Z)
Z

N N
= Zp(zl, ...,zN|X) log p(z1) H P(2Zn|zn-1) H P(Xim|2m)
n=2 m=1
K K
= ny 21k logﬂ'k-i-zzz Zn—1,75 #nk 10gAJk
=1 k=
N K
> (2 log p(xal k)
n=1k=1

ol Y(z,) = p(zn|X), &(Zn-1,2n) = p(Zn_1,2,|X) et
¢ sont les parametres d'émission.
(il faut toujours calculer v, €)
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M-step

» En mettant la dérivée a zéro, on obtient :

7(21k)
Zf’il 7(21]’)

A, — Znsz f(zn—l,j, an:)
kT K N
Doim1 Dom=2 §(Zn-1,5%n1)

T —
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L'algorithme forward-backward

» Nous avons

p(X|zn)p(25)
p(X)

» Gréce a la propriété d'indépendance conditionnelle (diapo
18), nous pouvons écrire

Y(2zn) = p(2,|X) =

X1y oo Xy Zn ) P(Xng 1y - - -y XN |2, a(z,)5(zn
iy e ) _ ot
avec

a(zy) = p(X1, .-, Xn, Zn)
et
B(Zn) = p(Xpi1s- - XN|Zn)
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M-step

» HMM gaussien :

i = 25:1 Y(Znk)Xn
Zivzl V(an)

25:1 ’Y(an:)(xn _ /J'k)(xn B F”kz)T

ZnNzl V(an)

Y =
» HMM discret :

N
I Zn:l ’}/(an)xm
/I’Zk - N

anl ¥(2nk)
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L"algorithme forward-backward

» «(z,) représente la probabilité de voir la séquence
Jjusqu'au temps n et d'étre dans |'état z,, au temps n.

» [(z,) représente la probabilité de voir la séquence a partir
du temps n + 1, sachant |'état z,, au temps n.

» Nous pouvons calculer tous les « et 3 (et donc aussi v et
€) de maniere récursive. Cela est connu comme
algorithme forward-backward.

» C'est un cas de programmation dynamique.

Roland Memisevic Fondements de |'apprentissage machine



L'algorithme forward-backward

récursion « (forward) :

a(zn,1)

récursion /3 (backward) :
a(zn—l,l)

B(2nt1,1)

\p(xn‘zn+1,1)
ﬂ(zn+1,2)

\p(xn‘zn+1,2)
B(zn+41,3)

P+ TN p(¢nl2t1.9)

Calculer £ et p(X)

g(znfla Zn)
= p(zn-1,2n|X)
p(X|zn—1,20)p(Zn—1, Zn)
p(X)
P(X1, -, Xn—1|Zn—1)P(Xn|20)P(Xnt 1, -, XN |20)P(2Z0 |20 —1) P(Z0n—1)
p(X)
(Zn—1)p(Xn|2n)P(2n|Zn—1)B(2n)
p(X)

» Pour calculer p(X), utilisez la définition efficace de (z,,)
(diapo 23) :

p(X) = Z Oé(Zn)ﬁ(Zn)

Zn
pour n'importe quelle n
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L'algorithme forward-backward

récursion «

p(Xn|2n) Z (zp—1)p(Zn|2n-1)

Zp—1

a(z,) =

K
04(21) Xlazl H TP X1|¢k
k=1

récursion (3

B(Zn) = Z B(Zn+1)p(xn+1’Zn+1>p(zn+1|zn)

Zn+1

Blzy) =1

7/ . .
Décodage Viterbi

» Le calcul de v(z,) dépend de la marginalisation de
p(Z|X) sur (un nombre exponentiel de) Z.

» En remplagant la somme avec un max, on peut calculer le
chemin le plus probable vers les états cachés, sachant X.

» Cela est connu comme I'algorithme Viterbi.

-0 o o

n+1
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Kalman filter

» Le HMM est un modéle de mélange ou les variables
latentes sont couplées dans le temps.

» |l existe également des modeles avec des variables cachées
continues.

» Si les variables latentes sont des gaussiennes et toutes les
dépendances entre les variables sont linéaires, le modéle

s'appelle Kalman filter ou Linear Dynamical System
(LDS).
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