


Sources d’erreurs

Erreurs de données

1. Erreurs de modeles
Exemple:

e [gnorer la viscosité dans un modele en mécanique des
fluides.

e Utiliser la mécanique classique plutdt que quantique en
physique atomique.

e Loi de Hooke (modele linéaire) pour un ressort
F =k xalors que F =k(x)x (modele non linéaire).

2.Erreurs de mesures
Exemple:
e la précision de ce thermometre est de V2 degré Celcius .
e ce voltmetre offre une précision de 0.0001 volt.

Erreurs numériques

1. Erreurs de troncature

Exemple:
n 100 ..n

e X X
A— —_— e~ —
oe_§,|~

n=0 . n=0 n'

e Un processus infini est tronqué afin d’obtenir une
procédure finie => Erreurs

1ft2421 2 Chapitre 1




2.Erreurs d’arrondis (d’affectation)

Que vaut 0.1 en base 27?

(0.1),, =(0.0001100110011....),

Cela ne peux pas €tre conservé exactement dans
I’ ordinateur!

Rne peux pas €tre représenté dans 1’ ordinateur.

y Y » Procédure >
A
Erreurs Erreurs

de données numériques
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Arithmétique des ordinateurs

Notation flottante:
A(X)=+.dd,d,...d *b°

b est la base

e est ’exposant avec m<e< M

s est le nombre de chiffres de la mantisse
et ol

0<d <b-letd #0

Ceci nous assure 1’unicité de la représentation.

Un systeme de numérotation flottante est défini par le quadruplet

(b,s,m,M)
_(]_2—24) %9127 _27127 O 27127 (1_2—24)*2127
| I | R
. | i I I I
Depassement Nombres —_— Nombres Depassement
Negatif Negatifs Positifs Positifs
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Représentation des nombres dans un ordinateur

Le nombre de bits pour représenter les nombres en point flottant
est fini.

Le nombre de valeurs distinctes représentables dans un
ordinateur est donc lui aussi fini.

Exemple:
Soit le systeme de numérotation flottante défini par:

b=2,s=2et-2<e<3
Dans ce systeme, les nombres normalisés sont de la forme
+.10,*2°out.11,*2%avec-2<e <3
Voici la liste de tous les nombres positifs représentables dans ce

systeme.

3
1 11,%27 =—
.102*2’2=§ 2 16
3

1 11,#%27 ==
.102*2_1=Z 2 8
3

o 1 11,%2% ==

10, *2 =3 4
3

10,%2' =1 .112*21:5

2
10, %27 =2 11,%2% =3

.102*2324 .112*2326
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Erreurs de calcul en points flottant:
Représentation:

Exemple:
code Mathematica

x=1.0;
While[ x != 0.0,
Print[x];
Xx = x —-0.1
]
Précision:

Epsilon machine:

Pour chaque machine, de la plus petite calculatrice au plus grand
ordinateur, on peut associer un nombre positif,

EPS = "Epsilon Machine”
Par définition, Eps est le plus petit nombre positif tel que:
1+EPS#1

Oou €ncore

(1+EPS)-1+0
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Troncature:
Exemple avec b=10, s=3
X =1237.
f1(X) = fI( +0.1237 * 10%) = + 0.123 * 10

La troncature est toujours biaisée puisque
fIX)<X

Arrondissement:
Méme exemple.
X =1237.

f1(X) = f1( + 0.1237 * 104) =+0.124 * 10*
L’arrondissement est non biaisé et, tour a tour, on

fiX)<X (50% du temps)

et
f1(X) > X (50% du temps)
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Procédure pour tronquer a s chiffres

X=*.ddd,..dd,,, . *b

sUs+1

tron(X)==.dd,d,...d, *b

Procédure pour arrondir a s chiffres

t+.dd,d,...dd,,..*b

sVs+1

‘=+.ddd,..dd._..*b°

s s+

+.00 O...Ovm...*be

v, =bl/2

Arrondi(X) = tron(X")
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Propriétés des 4 opérations
X+Y > fI(fI(X) + f1(Y))
X-Y 2 fI(fiX) - fI(Y) )
X*Y > fI(f1I(X) * fI(Y) )

XY 2 fI(fI(X) /1Y) )

On arrondit ou on tronque?

Pour les exemples, b=10, s=3.

Multiplication:

(1/3)x3 >

f1( f1(1/3) x f1(3) ) =
f1( (.333 * 10°%) x (0.300 * 10"))=
f1( 0.0999 * 10}) =
0.999 * 10°

Si I’exposant n’est pas le méme, on peut perdre de la précision a
cause de I’erreur de décalage.
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Addition
1.37 +0.0269 > .137 * 10" + .269 * 10!

137 *10'

+.00269 *10'
13969 *10'

Tronqué > .139 * 10’
Arrondi > .140 * 10!

Soustraction
4850 - 4820 > 485 * 10*- 482 * 10*

485 *10°*
— 482  *10*
003 *10°
300  *10°

Tronqué = .300 * 10°
Arrondi > .300 * 107
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Soustraction (Autre exemple)
3780 - .321 > .378 * 10* - .321 * 10°

378 #10"

— 0000321  *10*
3779679  *10*

Tronqué > 377 * 10*
Arrondi > .378 * 10*

Multiplication (Autre exemple)
403000 * .0197>> .403 * 10° » .197 * 10!

403 6
* 197 + -1
079391 5

079391 * 10°
79391 * 10*

Tronqué > .793 * 10*
Arrondi = .794 * 10*
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Attention:

Addition

1.3685 + 0.0269 ->

f1(f1(.13685 * 10" +f1( .269 * 107))=

Tronqué = .138 * 10"
Arrondi = .140 * 10"

1ft2421

Pour une suite d’opération, il faut
arrondir ou tronqué chaque résultat
intermédiaire.

L’ordre dans lequel sont effectuées les
opérations est tres important.

On n’a plus ’associativité des
opérations + et *.
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Erreurs sur les données:

Définition:

Q valeur exacte
(m=23.14159265...)

Q" approximation de Q
(n =3.14)

Comment définir I’erreur sur Q?

Erreur absolue

AQ=]0-Q
Intervalle de confiance:

I'intervalle de largeur 2AQ et
de centre Q™

Erreur relative

0-0

Ar(Q) = ‘Q‘

On emploie plutot

&@D=Ei§5

1ft2421

13 Chapitre 1




Chiffres significatifs exacts
(cse)

Un chiffre significatif d’une valeur Q" est exact
si ’erreur absolue (AQ)

sur cette valeur est

<15 fois I'unité du rang du chiffre.

Exemple:
Q =3.2189 £ 0.0003
Le ‘8 est- il un cse?
Rang du 8 =-3
Unité du rang du 8 = 0.001
15 fois cette unité = 0.0005

AQ =0.0003 < 0.0005

le 8 est un cse et c’est le dernier.
Q a donc 4 cse.

Q=3.2189+0.0003
(souvent on souligne les cse)
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Conséquences:

La n"™ décimale d’une valeur est exacte

=
AQ<0.5x% 10™

Le n**™ chiffre devant le point est exact

=
AQ<0.5x%x10™!

1ft2421

Remarques:

e Si tous les chiffres sont exacts, une borne

pour l'erreur absolue est égale a 2 fois
I’unité du dernier chiffre.

e Souvent aussi, lorsque ’erreur absolue

n’est pas connue, on suppose que le
dernier chiffre n’est pas exact.
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Exemple:
Combien y a t il de cse dans la valeur approchée de  donnée par

n=22/17
T =3.1428571...
AQ=Im-m |=0.0012644... <0.00 5<0.5 102
Le rang du dernier cse est -2.
T =3.1428571...

on écrit en général 3.143 + 0.005

Combien y a t il de cse dans la valeur approchée de ® donnée par
T =3.1416

AQ=Im-m 1=0.73 107

T =3.1416
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Cancellation de ‘cse’
Soustraction de valeurs presque égales

U =+7001 U =083672x10”(avec5cse)
V =47000 V' =083666x10°(avec5cse)

X=U-V =059759%107
X =U -V =06x%x107?

AX =024 %107
= X =0.6x107 £0.0024 x107

Plus que 4 cse, probleme

Remarque:

X =a—+b
or
(Va —b)x (Na ++/b) = (a—b)

n N . )
donc b e 3 l'ordre d’évaluation
a- des opérations.

Attention

X=—Fr
Ja+b
et e aux simplification a
. 1 B " apporter pour minimiser
X = L6734x10° 059759%x10 les erreurs.

Scse!
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Séries de Taylor

Fonction a une variable

f)=fla)+ f'(a)x—a)+ . (x—a)’+.. +
+ R(x,a)

’7” (n)
f (’a) > f ()(x )"

R(x,a) = j@ £ ()t

(x a)n+l

TESN ")

Fonction a plusieurs variables

foy)=fla.b)+ f.(a,b)(x—a)+ f (a,b)(y—b)+

fo(ab)(x=a)’ + f, (a,b)(x—a)y=b)+ [, (a,b)(y—b)®
2!
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Propagation d’erreurs
X=X +tAX
F(X)=F(X £AX)=F(X ) *AF
Taylor au premier ordre
F(X)=F(X)+F (X )X(X-X)+...

= F(X)~F(X)+|F(X")| AX

donc AF = ‘F (X *)‘ AX (Variable au premier ordre)

Exemple
Si F(X) = X" et X" = 1.234 (avec 4 cse)

alors X = .1'234 + 0.0005
et F(X) =1.11086

1

1 =
F'(X)=(5X ?)

AF =|F'(X")

AX =(0.0005)(0.4501) = 0.0002251

F(X)=1.1109 £ 0.0002251
4 cse aussi

1ft2421 19 Chapitre 1




Méthode de la fourchette
Si X € [a, b]
et si f est continue monotone sur [a, b]
alors

F[X] e [F(a), F(b) ]

F(X) = X°
F(X) = In(X)
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Exemple
Si F(X) = X2 et X" = 1.234 (avec 4 cse)

alors X = 1.234 £ 0.0005

X € [1.2335, 1.2345]

F(1.2335) =1.11063
F(1.2345) =1.11108

donc F(X ) e [ 1.11063, 1.11108]

F(X)=1.11086 £ 0.000225052

F(X)=1.1109 = 0.0003
4 cse aussi
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Propagation de ’erreur
dans les fonctions a plusieurs variables

F(X.)F(X" . Y)+F, (X", Y)x(X-X")
+F (X ,Y)x(Y-Y")

I’intervalle de confiance de F(X,Y) est alors donné par

F(X,Y))=F(X ,Y )t AF

avec AF approché au 1 ordre par

AF=|F (X",Y")

AX +|F, (X", Y")|AY
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H' + AH

ﬂ 03636 £ 00058 rad

+—2000 £ 50 métres —-

Trouver H + AH
IciH =L tan (8")

avec L"=2000 m
et 0" = 0.03636 radians

donc H™ = 2000 tan ( 0.03636) = 72.8

AH =|H,(L 0 |AL+|H (L0 )[a0

AO

L
cos’(0 ")

2000 | 000058
lcos>(003636)|

:‘tan(e *)‘AL+

=|tan(0.03636)| x 50+

=3.0

doncH=H"+AH=73+3

1 seul cse
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Addition

F =FU V)H=U+V"

AF = 1|AU + [I]AV
= AU + AV

Soustraction

F'=FU " V)H=U"-V"

AF = |I|AU +|-1]av
= AU+ AV

Multiplication
F'=FU \V)=U xV"
AF =|V'|AU +|U"|AV

AF _ AU AV
F ot v

Division

—U*|

AF = AU + | AV
STy
AF AU AV
FI T

1ft2421
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L’erreur absolue sur la somme ou
la différence de deux valeurs est
la somme des erreurs absolues.

L’erreur relative sur la
multiplication ou la division de
deux valeurs est la somme des
erreurs relatives.

Calculer F(X,Y) = X* - Y?
avec
X=10+0.05 et Y= 2+0.03

F =FX.,Y)=96
AF =2 XI AX + 2 YIAY
= (20) (0.05) + (4) (0.03) = 1.12
donc F=96+1.12

or

FX,)Y)=(X+Y) (X-Y)=UV

U =X+Y donc AU = AX + AY

V =X-Y donc AV = AX + AY
et

AF = VI AU + [Ul AV
=(8) (0.08) + (12) (0.08) =1.6
donc F=96*+1.6
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Annexe au chapitre 1 :

Arrondissage et CSE :

Cas Arrondi Erreur d’arrondi
1 XX X -x
2 X' - X. X, - X

1.X > X

Si un nombre exact X est arrondi a n chiffres
alors on obtient un nombre approché X de n chiffres
significatifs exacts.

X =X1X2X3...%j...Xn2Xn-1 Xn Xnel Xn42 - - -
E3
X =X1XX3...%...X2X.1Xp 0000 ..

Soit k le rang de Xp41.
Arrondissage a n chiffres = ‘X -X ‘ <510°=0510""

Donc le rang du dernier CSE est k+1 : c’est le rang de x,.

Il y a donc n CSE dans X'.
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2. X, = X,

Si un nombre approché X . de n chiffres significatifs exacts est

arrondi a n chiffres alors le nouveau nombre approché X )
possede n-1 chiffres significatifs exacts garantis.

Soit k le rang de Xp41.
X, est une valeur approchée de X.
X; an CSE donc |X - X;|<510¢
X vraie valeur
X =X X X3 . X e s X Xot X Xnel Xt « o -
X, =Xi Xa%3...Xi+ .. Xn2Xn1 Xa 0000, ..
X/ est arrondi a n chiffres donc ‘Xl - Xg‘ <510

La question est donc ‘X -X 2‘ <M

X - x3| =[x - x; +x; - x;]

<|x - x;|+[x; - x;
510 +510F
1010 = 10"

510
Donc le rang du dernier CSE est k+2 : c’est le rang de X,.;.

IN A

IA

1l y a donc n-1 CSE garantis dans X, .
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