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Chapitre 5 Dérivation & Intégration numérique

] Dérivation numérique.

Il Intégration numérique : Méthode des trapézes.

1 1 Intégration numérique : Méthode des trapézes et de Simpson.

IV Intégration numérique.




I. Dérivation numérique

Soit la relation suivante,
di .
v(t) = 0.985(& + 0.1424(¢)

et le tableau suivant

t || 1.00 | 1.01 | 1.02
v || 3.10 | 3.12 | 3.14

Calculer v au temps ¢t = 1.00, t = 1.01 et t = 1.02 en utilisant la meilleure formule de dérivation utilisant
trois points pour approximer di/dt.

Réponse

Nous avons les formules suivantes!, pour approximer une dérivée en ¢, en utilisant trois points

iy + 4y — 3i
i'(to) = 12 + 2;1 0

—Big 4+ 4i g —i
Zl(to) _ 3ZO+27'hl 12
ll(to) = 2! ;hz_l

On a donc au temps t = 1.00, ¢t = 1.01 et t = 1.02

—i(1.02) + 4i(1.01) — 3i(1.00)
2 x 0.01
—3.14+4 x3.12 -3 x 3.10
0.02

i'(1.00)

= 2

i(1.02) — i(1.00)
2 x 0.01

3.14 — 3.10
0.02

i(1.01) =

—3i(1.02) + 4i(1.01) — (1.00)
2 x —0.01
—3x3.1444x3.12-3.10
—0.02

P(1.02) =

= 2

Le calcul de v au temps ¢t = 1.00, ¢t = 1.01 et ¢ = 1.02 est ensuite immeédiat et évident.

LCf. Notes de Cours, Chapitre 5, page 8.



II. Intégration numérique : Méthode des trapézes.

Calculer une valeur approchée de I'intégrale suivante,

1 1
[ tow = [
0 0 1+1‘+l‘2

par la méthode des trapézes, en partageant 'intervalle [0, 1] en 10 intervalles égaux. Calculer ensuite la valeur
exacte de cette intégrale et sa valeur numérique avec quatre décimales exactes.

Réponse

Les valeurs de la fonction f aux points de subdivisions de l'intervalle [0, 1] sont données dans le tableau
suivant

[« [ 00 [ 01 | 02 [ 03 [ 04 | 05 [ 06 | 07 [ 08 | 09 [ 1.0 |
[ /(x) ][ 1.0000 [ 0.9009 | 0.8065 | 0.7194 | 0.6410 | 0.5714 [ 0.5102 | 0.4566 | 0.4098 | 0.3690 | 0.3333 |

La somme des valeurs comprises entre [0.1,0.9] étant égale & 5.3848, la valeur approchée de l'intégrale
par la méthode des trapéze est donc,

/ﬁ - g(f(o.o)+2f(0.1)+2f(0-2)+---+2f(0-8>+2f(0-9)+f(1'0))
_ h(w +FO.0) + F(02)+ ...+ F(0.8) + [(0.9))
_ %(ﬂ+5.3847)
= 0.6051

Pour calculer cette intégrale de fagon analytique, on écrit ’expression (1 + z + x?) sous forme canonique
1 1 1 3
1 2= N2rl1- = 24z
+z+x (:13+2) +1-7 (:13+2) +3

On obtient ainsi

/1 dzx _ /1 dx
l+z+22 2
0 0 ((I+ ) +1>

En faisant le changement de variable ¢ = 2%1, il vient

dt = —dx

dr = —dt



et donc

/1 dx B 2/“5 dt
o l+z+22 V3 Jyvati+1
2 V3
= —[arctant]\/g/3

(5-%)
™3
9

Sl

la valeur numérique de 'intégrale est donc 0.6045997881 et I’erreur obtenue en faisant le calcul par la
méthode des trapéze est égale & ~ 5.002 x 1074,

ITI. Intégration numérique : Méthode des trapézes et de Simpson

On propose de calculer une valeur approchée de l'intégrale suivante

I = /sin:cd:c
0

en utilisant 5 intervalles équidistants (ou 6 points).

1. Utiliser les deux premiers paires d’intervalle pour une intégration avec la méthode de Simpson 1/3 et
le dernier intervalle avec la méthode d’intégration des trapézes.

2. Utiliser la premiére paire d’intervalle pour une intégration avec la méthode de Simpson 1/3 et le dernier
triplet d’intervalle pour une intégration par la méthode de Simpson 3/8.

3. Calculer ensuite la valeur exacte de cette intégrale et sa valeur numérique.

4. Indiquez analytiquement et par calcul quelle est la méthode la plus précise.

Réponse

Les points de subdivisions auront donc les abscisses suivantes o = 0, x1 = 7/5, 22 = 27/5, 3 = 37/5,
T4 2471'/5 et r5 = .

1.

L’intégration par la méthode de Simpson 1/3 de 2o = 0 & 2 = 27/5 donne
T2
I = / sin(z) dz = (/15) x (sin(o) + 4sin(n/5) +sin(27r/5)) ~ 0.6916
0
L’intégration par la méthode de Simpson 1/3 de xo = 27/5 & 24 = 47/5 donne

I, = /u sin(x) dz = (7/15) x (sin(27r/5) + 4sin(37/5) + sin(47r/5)) ~1.1191

x2



L’intégration par la méthode des trapézes de x4 = 47/5 & x5 = m donne

I = / " sin(z) dz = (7/10) x (sin(47r/5) n sin(w)) ~ 0.1847

Zq

On obtient donc

/ sin(z)dz =~ I + I+ I3 = 0.6916 + 1.1190 4 0.1847 ~ 1.9954
0

2.

L’intégration par la méthode de Simpson 1/3 de z9 = 0 & x3 = 27/5 donne
2
I = / sin(z) dz = (/15) x (sin(o) + 4sin(n/5) +sin(27r/5)) ~ 0.6916
0
L’intégration par la méthode de Simpson 3/8 de xo = 27/5 & x5 = m donne

I = /ws sin(z) dx = (3/8)(m/5) x (sin(27r/5) + 3sin(37/5) + 3sin(4w/5) + sin(w)) ~ 1.3118

Z2

On obtient donc

/ sin(x)dx ~ I + I = 0.6916 + 1.3118 ~ 2.0034
0

/ sin(z)dr = [—cosz]f =1+1=2
0

4.

Analytiquement,

L’erreur sur les sections calculées par la méthode de Simpson 1/3 est de O(h*), lerreur sur les sections
calculées par la méthode des trapézes est de O(h?). En combinant les deux (premiére méthode), l’erreur
globale est de 'ordre de O(h?). I’erreur sur les sections calculées par la méthode de Simpson 1/3 est de
O(h*), Verreur sur les sections calculées par la méthode de Simpson 3/8 est de O(h*). En combinant les deux
(deuxiéme méthode), ’erreur globale est de 'ordre de O(h*). La deuxiéme méthode est donc plus précise.

Numériquement,

L’erreur engendrée par ces deux méthodes est

Ey=2-19954 = 0.0046
Ey=2-20034 = 0.0034

Qui confirme que la deuxiéme méthode est plus précise que la premiére.



IV. Intégration numérique

Prouvez que pour trois points équidistants, 'intégrale du polynéme de degré deux passant par les trois
points et celle de 'unique polynoéme de degré trois passant par ces trois mémes points et un quatriéme point
équidistant donnent le méme résultat.

Réponse

Soit ’abscisse de ces trois points, xg, 21, 2. Un polynéme de degré deux passant par ces trois points est
unique et son intégrale s’écrit avec le changement de variable s = (z — ) /h,

On veut montrer que

/:2 Py()da = h/o2 Py(s)ds = g(fo +4f1+ 1)

h/02 Py(s)ds = h/02 P3(s)ds = %(fo +4f +f2)

Par définition, on a

h/02 Ps(s)ds

h/OQ(fo—i-sAfo—i—s(S;D A3fo)ds

2 2 2 2 3 2
th/ ds—|—hAf0/ sds+ hA2f0/ s(s—1)ds+ hAGfO/ s(s—1)(s—2)ds
0 0 0 0

hA’fo s s*, WA fy s? 3 212
5 [5—3]04' 6 [Z_S + 5715

A2fy+ s(s — 1()5(8 —2)

2
hfolsld + hASIST +

hA2
9 fo + 2hA fo + Tfo

OI‘, par déﬁnition, Afo = fl — fo, et A2f0 = Afl — Afo = f2 — 2f1 + fo. DOIIC, on obtient

2
h/o P3(s)ds = 2hf1+%(f2—2f1+fo)
= g(fo+4f1+f2)
2
= h/o Py(s)ds

zo



