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I. Méthode du point �xeOn se propose de 
al
uler une valeur appro
hée à 10−3 près de la ra
ine r de l`équation
x2 + x − 1 = 0. (1)Si on pose g(x) = 1/(1 + x), l' équation (1) est équivalente à g(x) = x.1. Trouver un intervalle J sur lequel la 
onvergen
e de la méthode du point �xe est assurée (i.e., trouverun intervalle J sur lequel g est 
ontra
tante).2. Déterminer analytiquement, en utilisant le théorème des a

roissements �nis ou de la valeur moyenne(
f. 
ours 
hapitre 2 page 33), une majoration du type |rn − r| ≤ K, ou rn désigne la valeur appro
hée,à la nième itération, de 
ette ra
ine par la méthode itérative du point �xe. En déduire le nombred'itérations né
essaire pour obtenir, par 
ette méthode, une valeur appro
hée à 10−3 près de 
ettera
ine.3. En déduire une valeur appro
hée de r à 10−3 près en partant de r0 = 1.Réponse1.Une étude sommaire de la fon
tion f dé�nie par f(x) = x2 + x− 1 permet de lo
aliser r dans l'intervalle

J = [0.5, 1] (par
eque f(0.5)f(1) < 0 et f 
roissant sur J). La fon
tion g est 
ontinue sur J et sa dérivées'é
rit
g′(x) = −

1

(1 + x)2
.Cette dérivée véri�e sur J ,

|g′(x)| ≤
4

9
. (2)don
 g est 
ontra
tante sur J (en toute rigueur, on doit aussi véri�er que ∀x∈J, g(x)∈J , 
e qui est le 
asi
i aussi). La 
onvergen
e de la méthode du point �xe est assurée sur 
et intervalle.2.En utilisant le théorème de la valeur moyenne, on obtient, puisque g(r) = r et rn = g(rn−1) ave
 rn lavaleur appro
hée de la ra
ine à la n-ième itération

rn − r =
g(rn−1) − g(r)

(rn−1 − r)
× (rn−1 − r)

= g′(ζ) × (rn−1 − r) ave
 ζ ∈ JEn utilisant l'inégalité (2), on obtient les inégalités suivantes
|rn − r| ≤

4

9
|rn−1 − r| ≤

(

4

9

)2

|rn−2 − r|...
≤

(

4

9

)n

|r0 − r|

≤

(

4

9

)n (

1

2

)



On obtiendra don
 |rn − r| < 10−3 des que
(

4

9

)n (

1

2

)

< 10−3

n ln

(

4

9

)

< ln(2 × 10−3)Soit pour tout n > 8. En partant de r0 = 1, on a, rn = g(rn−1) et
r0 = 1

r1 = 0.5

r2 = 0.666666666

r3 = 0.6

r4 = 0.625

r5 = 0.615384

r6 = 0.61904

r7 = 0.617647

r8 = 0.61818Pour n = 8, on a (

4
9

)8 (

1
2

)

< 0.0008. Ce qui permet de 
hoisir 
omme valeur appro
hée de r à 10−3 prèsl'une des valeurs appro
hées dé
imales r′8 de r8 à 10−4 près, puisqu'alors
|r′8 − r| = |r′8 − r8 + r8 − r| ≤ |r′8 − r8| + |r8 − r|

≤ 10−4 + 8 × 10−4 < 10−3.On pourra don
 prendre 0.6182 ou 0.6181 
omme valeur appro
hée à 10−3 près.II. Méthode de NewtonOn 
onsidère l'équation f(x) = lnx − x
5 = 0.1. Montrer que 
ette équation a une ra
ine r appartenant à l'intervalle J =]1, 2[.2. Véri�er analytiquement la 
onvergen
e de la méthode de Newton pour la résolution de l'équation

f(x) = 0 dans J .3. Soit g la fon
tion intervenant dans la méthode, asso
iée à la résolution de 
ette équation dans J . Enutilisant rn = rn−1 − f(rn−1)
f ′(rn−1)

, où rn désigne la valeur appro
hée de r à la nième itération, montreranalytiquement que l'on a la majoration suivante
|rn − r| ≤ K |rn+1 − rn| ,où K est un majorant de ∣

∣

∣

1
1−g′(x)

∣

∣

∣ sur J . On pourra évaluer (rn+1 − rn) = (rn+1 − r)− (rn − r) à l'aidedu théorème des a

roissement �nis ou de la valeur moyenne.En déduire une valeur appro
hée à 10−6 près de la ra
ine r.Réponse



1.Soit f dé�nie par f(x) = lnx − x
5 . L'étude de la variation de f met en éviden
e une ra
ine dans 
ha
undes intervalles ]0, 5] et ]5, +∞[ où f est respe
tivement 
roissante et dé
roissante (f ′(x) = 1/x − 1/5 > 0,don
 
roissant, si x < 5 et inversement). Comme on a f(1) = −0.20 et f(2) ≈ 0.293, on peut lo
aliser lapremière ra
ine dans l'intervalle ]1, 2[.2. La fon
tion g utilisée dans la méthode de Newton est

g(x) = x −
f(x)

f ′(x)
=

5x

5 − x
× (1 − lnx)qui a pour dérivée sur ]5, +∞[

g′(x) =
f(x) × f ′′(x)

(f ′(x))2
=

25

(5 − x)2
×

(x

5
− lnx

)On a
|f(x)| =

∣

∣

∣ln x −
x

5

∣

∣

∣ ≤ 0.293 sur J ∀x ∈ Jet d'autre part
∀x ∈ J 0 ≤

25

(5 − x)2
≤

25

9D'où il résulte :
|g′(x)| < 0.82 ∀x ∈ J (3)La fon
tion g est don
 
ontra
tante sur J (en toute rigueur, on doit aussi véri�er que ∀x∈J, g(x)∈J , 
e quiest le 
as i
i aussi). La 
onvergen
e de la méthode de Newton est assurée pour la résolution de l'équation

f(x) = 0.3. La méthode itérative de Newton s'é
rit
rn = rn−1 −

f(rn−1)

f ′(rn−1)
=

5rn−1

5 − rn−1
× (1 − ln rn−1)En utilisant le théorème des a

roissement �nis, on a

rn+1 − rn = (rn+1 − r) − (rn − r)

= (g(rn) − g(r)) − (rn − r)

=
(g(rn) − g(r)) − (rn − r)

(rn − r)
× (rn − r)

= (g′(ζ) − 1) × (rn − r) ave
 ζ 
ompris entre rn et rDe 
e fait, on a
|rn − r| =

1

|1 − g′(ζ)|
× |rn+1 − rn|D'après l'équation (3), on a

∀x ∈ J |g′(x)| < 0.82



d'où
1

|1 − g′(ζ)|
≤ 5.56et on peut é
rire

|rn − r| ≤ 5.56 × |rn+1 − rn|Si on veut |rn − r| inférieur à 10−6, il su�t de 
hoisir n tel que
|rn+1 − rn| <

10−6

6En partant de r0 = 1, on obtient rn = 5rn−1

5−rn−1

× (1 − ln rn−1) et
r0 = 1

r1 = 1.25

r2 = 1.294760748

r3 = 1.295854885

r4 = 1.295855509

r5 = 1.295855509

III. Méthode de CramerRésoudre le système suivant ave
 la méthode de Cramer :






5x1 −2x2 +x3 = 1
3x1 +2x2 = 3
x1 +x2 −x3 = 0RéponseOn a Ax = b ave
 A, x, et b, les matri
es suivantes

A =





5 −2 1
3 2 0
1 1 −1



 , x =





x1

x2

x3



 , b =





1
3
0



 .On 
al
ule les déterminants de A et des matri
es A1, A2 et A3 obtenues en rempla
ant la jième 
olonne de
A par le ve
teur b. On obtient,

|A| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −2 1
3 2 0
1 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −2 1
3 2 0
6 −1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣en faisant (ligne 3=ligne 3 + ligne 1) et on obtient
|A| = 1 ×

∣

∣

∣

∣

3 2
6 −1

∣

∣

∣

∣

= −3 − 12 = −15



En rempla
ant dans A, la première 
olonne par le ve
teur b, on a
|A1| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 1
3 2 0
0 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 1
3 2 0
1 −1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣en faisant (ligne 3=ligne 3 + ligne 1) et on obtient
|A1| = 1 ×

∣

∣

∣

∣

3 2
1 −1

∣

∣

∣

∣

= −5De même
|A2| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 1 1
3 3 0
1 0 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 1 1
3 3 0
6 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣en faisant (ligne 3=ligne 3 + ligne 1) et on obtient
|A2| = 1 ×

∣

∣

∣

∣

3 3
6 1

∣

∣

∣

∣

= −15De même, on a
|A3| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −2 1
3 2 3
1 1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 −7 1
3 −1 3
1 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣en faisant (
olonne 2=
olonne 2 - 
olonne 1) et on obtient
|A3| = 1 ×

∣

∣

∣

∣

−7 1
−1 3

∣

∣

∣

∣

= −20Et don
, par dé�nition (
f. 
ours) :
x1 =

|A1|

|A|
=

−5

−15
=

1

3

x2 =
|A2|

|A|
=

−15

−15
= 1

x3 =
|A3|

|A|
=

−20

−15
=

4

3

IV. Méthode d'élimination de Gauss1. Transformer le système de l'exer
i
e pré
édent en un système triangulaire supérieur.2. Résoudre le système par substitution arrière.



Réponse1.




5 −2 1
3 2 0
1 1 −1









1
3
0



En faisant l2 = 5l2 − 3l1 et l3 = 5l3 − l1, on obtient




5 −2 1
0 16 −3
0 7 −6









1
12
−1



En faisant l3 = 16l3 − 7l2, on obtient




5 −2 1
0 16 −3
0 0 −75









1
12

−100



2.Par substitution arrière, on obtient
x3 =

4

3
16x2 − 4 = 12 don
 x2 = 1

5x1 − 2 +
4

3
= 1 don
 x1 =

1

3

IV. Méthode d'élimination de Gauss ave
 pivotage1. Trouver la solution du système suivant par élimination de Gauss et pivotage partiel.
x + 2y + 3z = 26

3x + 2y + z = 39

2x + 3y + z = 342. Trouver la solution du système suivant par élimination de Gauss et pivotage total.
x + y + 2z = 1

2x + y + z = 1

x + 2y + 3z = 1Réponse1.







1 2 3
3 2 1
2 3 1









26
39
34



 l1 ⇄ l2





3 2 1
1 2 3
2 3 1









39
26
34



En faisant l2 = − 1
3 l1 + l2 et l3 = l3 −

2
3 l1, on obtient





3 2 1
0 4

3
8
3

0 5
3

1
3









39
13
8



 l2 ⇄ l3





3 2 1
0 5

3
1
3

0 4
3

8
3









39
8
13



En faisant l3 = − 4
5 l2 + l3, on obtient





3 2 1
0 5

3
1
3

0 0 36
15









39
8
33
5



Par substitution arrière, on obtient




x
y
z



 =













37
4

17
4

11
4











2.




1 1 2
2 1 1
1 2 3









x
y
z



 =





1
1
1



 l1 ⇄ l3 c1 ⇄ c3





3 2 1
1 1 2
2 1 1









z
y
x



 =





1
1
1



En faisant l2 = − 1
3 l1 + l2 et l3 = l3 −

2
3 l1, on obtient





3 2 1
0 1

3
5
3

0 − 1
3

1
3









z
y
x



 =





1
2
3
1
9



 c2 ⇄ c3





3 1 2
0 5

3
1
3

0 1
3 − 1

3









z
x
y



 =





1
2
3
1
3



En faisant l3 = − 1
5 l2 + l3, on obtient





3 1 2
0 5

3
1
3

0 0 −6
15









z
x
y



 =





1
2
3
3
15



Et don





x
y
z



 =





1
2

− 1
2

1
2






