
DIROIFT 2425 DÉMONSTRATION No
4Max MignotteDIRO, Département d'Informatique et de Re
her
he Opérationelle, lo
al 2384.http : //www.iro.umontreal.
a/∼mignotte/ift2425/E-mail : mignotte�iro.umontreal.
a

Chapitre 2 Résolution de système d'équations linéairesI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Dé
omposition P tLU .II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Méthode des moindres 
arrés pour les systèmes surdéterminés.III . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Amélioration itérative (
omplément du 
ours).IV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Conditionnement d'une matri
e.V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Résolution d'un systéme par la méthode de Ja
obi et de Gauss-Seidel.



I. Dé
omposition P
t
LURésoudre le systéme suivant et dé
omposer sa matri
e A en produit de matri
es P tLU ave
 P la matri
ede permutation et LU le produit de deux matri
es triangulaires inférieures et supérieures obtenues par laméthode d'élimination de Gauss ave
 pivot (résolution du système par substitution arrière).






x2 −x3 +x4 = 1
x1 +x2 −x3 +2x4 = 4

−x1 −x2 +x3 = 0
x1 +2x2 +2x4 = 3RéponseLe système pré
édent 
onduit à la matri
e augmentée suivante






0 1 −1 1
1 1 −1 2
−1 −1 1 0
1 2 0 2













1
4
0
3





On intervertit la ligne 1 et la ligne 2 
e qui donne







1 1 −1 2
0 1 −1 1
−1 −1 1 0
1 2 0 2













4
1
0
3





L'opération lignej = lignej − mj1ligne1 donne, (j = 3 et 4).







1 1 −1 2
0 1 −1 1
0 0 0 2
0 1 1 0













4
1
4
−1





L'opération ligne4 = ligne4 − ligne2 donne,







1 1 −1 2
0 1 −1 1
0 0 0 2
0 0 2 −1













4
1
4
−2





En inter
hangeant les lignes 3 et 4, on trouve,







1 1 −1 2
0 1 −1 1
0 0 2 −1
0 0 0 2













4
1
−2
4





La résolution par substitution arriére nous donne x4 = 2, x3 = 0, x2 = −1 et x1 = 1. Les permutations ;(ligne 1 ↔ ligne 2) et (ligne 3 ↔ ligne 4) ont été fait durant 
ette triangularisation. La matri
e originale A



est don
 multipliée par la matri
e de permutation suivante :
P =







0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0





obtenue en inter
hangeant (ligne 1 ↔ ligne 2) et (ligne 3 ↔ ligne 4) de la matri
e identité de même dimensionpour donner le système







1 1 −1 2
0 1 −1 1
1 2 0 2
−1 −1 1 0













x1

x2

x3

x4







=







4
1
3
0





On obtient fa
ilement la dé
omposition LU de 
ette matri
e (
f. pré
édente démo)







1 1 −1 2
0 1 −1 1
1 2 0 2
−1 −1 1 0







︸ ︷︷ ︸

PA

=







1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 1 0
−1 0 0 1







︸ ︷︷ ︸

L







1 1 −1 −2
0 1 −1 1
0 0 2 −1
0 0 0 2







︸ ︷︷ ︸

UAve
 PA = LU et P tP = I don
,
A = P tLU =







0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0













1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 1 0
−1 0 0 1













1 1 −1 2
0 1 −1 1
0 0 2 −1
0 0 0 2





Nota : Si à l'étape du 
al
ul de la matri
e de permutation, on avait inter
hangé les 
olonne au lieu deslignes de la matri
e d'identité, on aurait eu une dé
omposition A = P L U .II. Méthode des moindres 
arrés pour les systèmes surdéterminésLors d'une expérien
e, on a les observations suivantes sur un phénoméne physique

(x , y)

(2 , 6.5)

(4 , 8.5)

(5 , 11)

(6 , 12.5)On 
her
he à trouver une relation linéaire liant la premiére et la deuxieme donné de 
ette experien
e.Con
rétement on 
her
he à trrouver la meilleur droite (au sens de l'erreur quadratique moyenne) passantpar 
es points.Réponse



L'équation de la droite passant plus près (au sens des moindres 
arrés) de tous les points 
i dessus estdonnée par :
y = mx + bEn suppoant que 
ette droite passe par tous les points, on doit résoudre le système surdéterminé et in
on-sistant suivant







2m +b = 6.5
4m +b = 8.5
5m +b = 11
6m +b = 12.5En notation matri
ielle, le système s' é
rit :







1 2
1 4
1 5
1 6







︸ ︷︷ ︸

A

(
b
m

)

=







6.5
8.5
11

12.5





Cal
ulons le produit AtA,

AtA =

(
1 1 1 1
2 4 5 6

)







1 2
1 4
1 5
1 6







=

(
4 17
17 81

)Cal
ulons le produit (AtA)−1,
(AtA)−1 =

1

35

(
81 −17
−17 4

)Cal
ulons le produit (AtA)−1At,
(AtA)−1At =

1

35

(
81 −17
−17 4

)

×

(
1 1 1 1
2 4 5 6

)

=
1

35

(
47 13 −4 −21
−9 −1 3 7

)Don
 (
f. 
ours), on a,
(

b
m

)

= (AtA)−1Atb =
1

35

(
47 13 −4 −21
−9 −1 3 7

)

×







6.5
8.5
11

12.5







=

(
3.1
1.5

)Par 
onséquent, la relation linéaire liant la première et ls deuxième donnée (x, y) de 
ette expérien
e estdonnée par y = 1.5x + 3.1.III. Amélioration itérative (
omplément du 
ours)Soit x∗ la solution approximative (à 
ause de l'erreur d'arrondie et de tron
ature) du système Ax =
b. Il est possible d'améliorer itérativement ou de 
orriger 
ette approximation en dé�nissant l'erreur surl'approximation e = x − x∗ et r = b − Ax∗. Montrer que e est solution du systéme suivant :

Ax = r.



Cal
uler ensuite une valeur plus pro
he de la valeur exa
te de x en réalisant l'opération suivante
x = x∗ + e.En fait, 
ette estimation de e et 
ette dernière 
orre
tion est elle aussi sujet aux erreurs d'arrondis, et de
e fait, on peut répéter 
ette opération de 
orre
tion itérative jusqu'à 
e que l'on obtient la vraie valeur de

x. Faite un exemple sur le systéme suivant, en prenant 3 
se apres la virgule (tronquée) pour la premièreapproximation et en 
al
ulant la 
orre
tion ave
 6 
se (double pré
ision) :
A =





4.23 −1.06 2.11
−2.53 6.77 0.98
1.85 −2.11 −2.32



 ave
 b =





5.28
5.22
−2.58





RéponseOn a
r = b − Ax∗ = Ax − Ax∗ = A(x − x∗) = Ae.Car Ax = b. Don
 si on 
onnait la vraie erreur e, on pourrait 
al
uler la vraie valeur du ve
teur x par larelation : e = x − x∗En prenant l'exemple donné, on obtient

A−1 =





0.199 0.101 0.224
0.059 0.200 0.138
0.105 −0.102 −0.379



La vrai solution est x = (1.000 1.000 1.000)t. Une solution approximative est :
x∗ =





0.992
1.000
0.997



On trouve r en posant
r = b − Ax∗,

=





5.28
5.22
−2.58



 −





4.23 −1.06 2.11
−2.53 6.77 0.98
1.85 −2.11 −2.32









0.992
1.000
0.997





=





0.0394601
−0.0172384
0.00799668



Trouvons maintenant une approximation e∗ de e tel que Ae∗ = r

e∗ =





0.00787252
−0.0000120394

0.00282218



Don
,
x = x∗ + e∗ =





0.992
1.000
0.997



 +





0.00787252
−0.0000120394

0.00282218



 ≈





0.999
0.999
0.999







Ce qui a permis d'améliorer la solution. On peut faire plusieurs itérations jusqu'à 
e que l'on obtient unesolution très pro
he du résultat.IV. Conditionnement d'une matri
eTrouver le 
onditionnement des matri
es suivante en utilisant la norme ‖.‖1 = max1≤j≤n

∑n

i=1 |aij |.
A =





1 4 −2
−1 2 −1
3 3 0



 et B =





1 4 −2
1.000001 4.000001 −2.000001

3 3 0





RéponseOn trouve1,
A−1 =





1/3 −2/3 0
−1/3 2/3 1/3
−1 1 2/3



 et B−1 =





−666667 666667 0.22222
666667 −666667 0.11111

106 −106 1/3



On trouve,
‖A‖1 = |4| + |2| + |3| = 9et ‖A−1‖1 = |1| + |2/3|+ |2/3| = 7/3don
 
ond(A)1 = ‖A‖1 × ‖A−1‖1 = 9 × 7/3 = 21Ainsi que,

‖B‖1 = |4| + |4.000001|+ |3| = 11.000001et ‖B−1‖1 = 2333334don
 
ond(B)1 = ‖B‖1 × ‖B−1‖1 = 11.000001× 2333334 = 2.6 × 107Don
, A est beau
oup mieux 
onditionnée que B.V. Méthode de Ja
obi et de Gauss-Seidel.Résoudre le système suivant par la méthode de Ja
obi puis par la méthode de Gauss-Seidel en prenantla 
ondition initiale x(0) = (0 0 0)t dans les deux 
as.






8x1 +x2 −x3 = 8
2x1 +x2 +9x3 = 12
x1 −7x2 +2x3 = −4Réponse1Rappel : Le 
onditionnement d'une matri
e est 
ond(A) = ‖A‖ × ‖A−1‖. Une matri
e A est d'autant mieux 
onditionnéeque 
ond(A) est petit.



Méthode de Ja
obiOn réarrange le système pour avoir les éléments maximals sur la diagonale, on obtient,






8x1 +x2 −x3 = 8
x1 −7x2 +2x3 = −4

2x1 +x2 +9x3 = 12La 
ondition de 
onvergen
e est bien remplie 
ar la matri
e de 
e systéme est diagonalement dominante(i.e., nous avons |aii| >
∑N

j=1,j 6=i |aij |). On exprime le système sous la forme suivante,






x
[n+1]
1 = 1 −0.125x

[n]
2 +0.125x

[n]
3

x
[n+1]
2 = 0.571 +0.143x

[n]
1 +0.286x

[n]
3

x
[n+1]
3 = 1.333 −0.222x

[n]
1 −0.111x

[n]
2En prenant la 
ondition initiale x[0] = (0 0 0)t, on obtient itérativement,Itération 0 1 2 3 4 5 6 7

x1 0 1.000 1.095 0.995 0.993 1.001 1.001 1.000
x2 0 0.571 1.095 1.027 0.990 0.998 1.001 1.000
x3 0 1.333 1.048 0.968 0.998 1.003 0.999 1.000Méthode de Gauss SeidelOn exprime le système sous la forme suivante







x
[n+1]
1 = 1 −0.125x

[n]
2 +0.125x

[n]
3

x
[n+1]
2 = 0.571 +0.143x

[n+1]
1 +0.286x

[n]
3

x
[n+1]
3 = 1.333 −0.222x

[n+1]
1 −0.111x

[n+1]
2En prenant la 
ondition initiale x(0) = (0 0 0)t, on obtient itérativement,Itération 0 1 2 3 4 5

x1 0 1.000 1.040 0.997 1.001 1.000
x2 0 0.714 1.015 0.996 1.000 1.000
x3 0 1.032 0.990 1.001 1.000 1.000On peut remarquer que la 
onvergen
e est plus rapide ave
 
ette méthode.


