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I. Cal
ul de spline 
ubique naturelleDéterminer la fon
tion spline 
ubique naturelle passant par les points suivants,
x 1 2 3 4 5
y 4 -2 3 1 1RéponseOn a s1 = s5 = 0 (spline 
ubique naturelle) et pour i = 2, 3, 4, le système suivant,







h1s1 +2(h1 + h2)s2 +h2s3 = 6(y3−y2

h2
−

y2−y1

h1
)

h2s2 +2(h2 + h3)s3 +h3s4 = 6(y4−y3

h3
−

y3−y2

h2
)

h3s3 +2(h3 + h4)s4 +h4s5 = 6(y5−y4

h4

−
y4−y3

h3

)On a aussi,






h1 = 2 − 1 = 1
h2 = 3 − 2 = 1
h3 = 4 − 3 = 1
h4 = 5 − 4 = 1En rempla
ant 
es valeurs dans le système pré
édent, on trouve,







4s2 +s3 = 66
s2 +4s3 +s4 = −42

+s3 +4s4 = 12ou en
ore le système tridiagonal suivant




4 1 0
1 4 1
0 1 4









s2

s3

s4



 =





66
−42
12



que l'on résoud fa
ilement par élimination de Gauss1, et on trouve




s2

s3

s4



 =





(585/28)
−(123/7)
(207/28)



Don
,






s1 = 0
s2 = 585

28

s3 = −
123

7

s4 = 207

28

s5 = 01Cf. Notes de Cours, Chapitre 4, pages 55.



Ave
 
e
i, on peut 
al
uler les 
oe�
ients du polyn�me,
a1 = (s2 − s1)/6h1 = 3.48

a2 = (s3 − s2)/6h2 = −6.41

a3 = (s4 − s3)/6h3 = 4.16

a4 = (s5 − s4)/6h4 = −1.23De même, on a,
b1 = (s1/2) = 0

b2 = (s2/2) = 10.44

b3 = (s3/2) = −8.78

b4 = (s4/2) = 3.69De même, on a,
c1 = (y2 − y1)/h1 −

h1(2s1 + s2)

6
= −9.48

c2 = (y3 − y2)/h2 −
h2(2s2 + s3)

6
= 0.96

c3 = (y4 − y3)/h3 −
h3(2s3 + s4)

6
= 2.63

c4 = (y5 − y4)/h4 −
h4(2s4 + s5)

6
= −2.46De même, on a,

d1 = y1 = 4

d2 = y2 = −2

d3 = y3 = 3

d4 = y4 = 1Don
, on obtient les quatres polyn�mes suivants
Q1(x) = 3.48(x− 1)3 − 9.48(x − 1) + 4

Q2(x) = −6.41(x− 2)3 + 10.44(x − 2)2 + 0.96(x − 2) − 2

Q3(x) = 4.16(x− 3)3 − 8.78(x − 3)2 + 2.63(x − 3) + 3

Q4(x) = −1.23(x− 4)3 + 3.69(x − 4)2 − 2.46(x − 4) + 1

II. Cal
ul de spline de BézierCal
uler la spline de Bézier 
ubique passant par les points suivants,



x 1 2 3 4
y 4 -2 3 1RéponseLa spline de Bézier est dé�nie par la forme paramétrique suivante2,

P (u) =
n∑

i=0

(
n
i

)

(1 − u)n−i ui

︸ ︷︷ ︸Polyn�me de Bernstein Piave
, (
n
i

)

=
n!

(n − i)! i!
et Pi =

(
xi

yi

)où n est le degré de la spline de Bézier. Don
, pour n = 3, on a,
P (u) =

3∑

i=0

(
3
i

)

(1 − u)3−i ui Pi =
(Bez03(u)P0 + Bez13(u)P1 + Bez23(u)P2 + Bez33(u)P3

)Les di�érents Polyn�mes de Bernstein s'é
rivent,Bez03(u) =

(
3
0

)

(1 − u)3−0u0 = (1 − u)3Bez13(u) =

(
3
1

)

(1 − u)3−1u1 = 3u(1 − u)2Bez23(u) =

(
3
2

)

(1 − u)3−2u2 = 3u2(1 − u)Bez33(u) =

(
3
3

)

(1 − u)3−3u3 = u3On obtient le polyn�me suivant
P (u) = (1 − u)3

(
1
4

)

+ 3u(1 − u)2
(

2
−2

)

+ 3u2(1 − u)

(
3
3

)

+ u3

(
4
1

)Et on obtient la représentation paramétrique suivante,
(

xu

yu

)

=

(
1 + 3u

4 − 18u + 33u2 − 18u3

)

2Cf. Notes de Cours, Chapitre 4, pages 56-58.



III. Méthode matri
ielle pour le 
al
ul des splines de BézierCal
uler la spline de Bézier 
ubique passant par les points suivants en utilisant la méthode matri
ielle3,
x 1 2 3 4
y 4 -2 3 1RéponseLa représentation matri
ielle des 
ourbes de Bézier 
ubique peut s'é
rire,

P (u) = ut MBEZ p,

P (u) =
(
u3 u2 u 1

)







−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0













p0

p1

p2

p3





Dans notre 
as, on a,

P (u) =
(
u3 u2 u 1

)







−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0













1 4
2 −2
3 3
4 1







P (u) =
(
(1 − u)3 3u(1 − u)2 3u2(1 − u) u3

)







1 4
2 −2
3 3
4 1





Et on obtient la représentation paramétrique suivante,

(
xu

yu

)

=

(
1 + 3u

4 − 18u + 33u2 − 18u3

)

IV. Identi�
ation de 
ourbe spline (1)On dé�nit l'expression,
(x − ξ)3+ =

{

(x − ξ)3, si x > ξ

0, si x ≤ ξSoit maintenant a = x0, x0 < x1 < x2 < x3, x3 = b et on dé�nit,
S(x) = c1(x − x1)

3
+ + c2(x − x2)

3
+ où x ∈ [a, b]3Cf. Notes de Cours, Chapitre 4, page 63.



Montrer que S est une spline 
ubique.RéponseOn va montrer que la 
ontinuité de S, S′ et S′′ est respe
tée.
• Sur [x0, x1], on a S(x) = 0, S′(x) = 0 et S′′(x) = 0
• Sur [x1, x2], on a S(x) = c1(x − x1)

3, et don
 S′(x) = 3c1(x − x1)
2 et S′′(x) = 6c1(x − x1)

• Sur [x2, x3], on a S(x) = c1(x − x1)
3 + c2(x − x2)

3, et don
 S′(x) = 3c1(x − x1)
2 + 3c2(x − x2)

2 et
S′′(x) = 6c1(x − x1) + 6c2(x − x2)On a,

S(x1−) = s(x1+) = 0 et S(x2−) = S(x2+) = c1(x2 − x1)
3De même,

S′(x1−) = S′(x1+) = 0 et S′(x2−) = S′(x2+) = 3c1(x2 − x1)
2De même,

S′′(x1−) = S′′(x1+) = 0 et S′′(x2−) = S′′(x2+) = 6c1(x2 − x1)Les fon
tions S, S′ et S′′ sont 
ontinues au points x1 et x2.Don
 les fon
tions S, S′ et S′′ sont 
ontinues sur les intervalles [x0, x1], [x1, x2] et [x2, x3].Don
 la fon
tion S est une spline 
ubique.
V. Identi�
ation de 
ourbe spline (2)Soit P (x) = a0+a1x+a2x

2+a3x
3, un polyn�me 
ubique sur [a, b], et a = x0 < x1 < x2 < x3 . . . < xn = b.Montrer que la fon
tion dé�nit par,
S(x) = P (x) +

n−1∑

j=1

cj(x − xj)
3
+est une spline 
ubique sur [xi, xi+1], pour 
haque i = 0, 1, . . . , n − 1, sa
hant que l'on dé�nit,

(x − ξ)3+ =

{

(x − ξ)3, si x > ξ

0, si x ≤ ξRéponse



On va montrer que la 
ontinuité de S, S′ et S′′ est respe
tée. Sur [xi−1, xi], on a,
S(x) = Si−1(x) = P (x) +

i−1∑

j=1

cj(x − xj)
3

S′(x) = S′

i−1(x) = P ′(x) + 3

i−1∑

j=1

cj(x − xj)
2

S′′(x) = S′′

i−1(x) = P ′′(x) + 6

i−1∑

j=1

cj(x − xj)Sur [xi, xi+1], on a,
S(x) = Si(x) = P (x) +

i∑

j=1

cj(x − xj)
3

S′(x) = S′

i(x) = P ′(x) + 3

i∑

j=1

cj(x − xj)
2

S′′(x) = S′′

i (x) = P ′′(x) + 6
i∑

j=1

cj(x − xj)En utilisant 
es équations, on a,
S(xi−) = Si−1(xi) = P (xi) +

i−1∑

j=1

cj(xi − xj)
3 = Si(xi) = S(xi+)

S′(xi−) = S′

i−1(xi) = P ′(xi) + 3

i−1∑

j=1

cj(xi − xj)
2 = S′

i(xi) = S′(xi+)

S′′(xi−) = S′′

i−1(xi) = P ′′(xi) + 6

i−1∑

j=1

cj(xi − xj) = S′′

i (xi) = S′′(xi+)Pour 
haque i = 1, 2, . . . , n − 1, S, S′, S′′ sont 
ontinues aux points xi. Don
 S est une spline 
ubique sur
[xi, xi+1] pour 
haque i = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Ce qui implique que S est une spline 
ubique.


