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I. Calcul de spline cubique naturelle

Déterminer la fonction spline cubique naturelle passant par les points suivants,

Réponse

On a s1 = s5 = 0 (spline cubique naturelle) et pour i = 2,3,4, le systéme suivant,

hlSl +2(h1 + h2)52 +h253 = 6(% - Uzh—_lyl)
h282 +2(h2 + h3)53 +h354 = 6(% - y%};m)
h383 +2(h3 + h4)54 +h435 = 6(745};744 - Mh—zyg)

On a aussi,
hy =2—-1 =1
hy =3-2 =1
hs =4-3 =1
hy =5—-4 =1

En remplacant ces valeurs dans le systéme précédent, on trouve,

49 +s3 = 66
So  +4s3 +s4 = —42
+s3 +4s4 = 12

ou encore le systéme tridiagonal suivant

4 1 0 S92 66
1 4 1] s3] =1]-42
0 1 4 Sq 12

que 'on résoud facilement par élimination de Gauss', et on trouve

So (585/28)
ss | = | —(123/7)
S4 (207/28)
Donc,

S1 =0

S92 = %

S3 = —&73

S4 %

S5 =

LCf. Notes de Cours, Chapitre 4, pages 55.



Avec ceci, on peut calculer les coefficients du polynome,

a1 = (82 — 81)/6h1 = 3.48
a9 = (83 — 82)/6h2 = —6.41
as = (s4 — s3)/6hs = 4.16
ay4 = (55 — S4)/6h4 = —-1.23
De méme, on a,

b1 = (81/2) =0

b2 = (82/2) = 10.44

b3 = (83/2) = -8.78

by =(s4/2) = 3.69

De méme, on a,

h1(281 + 82)

Cc1 = (yg — yl)/hl — 6 = —-9.48
ha(2s2 + s
Cy = (yg — yg)/hg — % = 0.96
hs3(2s3 + s
C3 — (y4 — yg)/hg - % = 2.63
ha(284 + s
Cq = (y5 — y4)/h4 — % = —246
De méme, on a,
dl = yl = 4
dy=y2 = —2
dz=ys = 3
dy=ys =
Donc, on obtient les quatres polynémes suivants
Qi(r) = 3.48(x—1)> —9.48(x —1)+4
Q2(z) = —6.41(x —2)® +10.44(z — 2)* + 0.96(z — 2) — 2
Qs(z) = 4.16(x—3)> —8.78(x —3)2+2.63(z —3) + 3
Qu(x) —1.23(x — 4)> + 3.69(x — 4)? — 2.46(x — 4) + 1

II. Calcul de spline de Bézier

Calculer la spline de Bézier cubique passant par les points suivants,



Wl w
—

Réponse

La spline de Bézier est définie par la forme paramétrique suivante?,

P(u) = Zn: (7;) (1—w)" iyl P,

Polynéme de Bernstein

| .
avec, ™) = L et P=("
{ (n—1d)!i! Yi

ol n est le degré de la spline de Bézier. Donc, pour n = 3, on a,

3
P(u) = Z (i’:)) (1 — u)3_i u’ P, = (B6Z03(U)PQ + Bezlg(u)Pl + BeZ23(u)P2 + BeZ33(U)P3)
=0

Les différents Polynomes de Bernstein s’écrivent,

Bezos (1) — <g> (1— w300 = (1 — u)?
Bezys(u) — <i’> (1— w3 tu! = 3u(l — u)?
Berag(u) — (g) (1= u)*2u2 = 362(1 — u)
Bergs (1) — (g) (1= u)? 3 =

On obtient le polyndéme suivant

P(u) = (1 —u)® <i> + 3u(l — u)? (_22) + 3u3(1 — u) <g) 8 <‘11)

Et on obtient la représentation paramétrique suivante,

Tu\ 1+ 3u
Yo ) \4—18u+ 33u? — 18u3

2Cf. Notes de Cours, Chapitre 4, pages 56-58.



ITI. Méthode matricielle pour le calcul des splines de Bézier

Calculer la spline de Bézier cubique passant par les points suivants en utilisant la méthode matricielle?,

w| w
—

Réponse

La représentation matricielle des courbes de Bézier cubique peut s’écrire,

P(U) = utMBEva
—1 3 -3 1 Po
3 -6 3 0
Plo) = (@ o v )| 5y 57 g z]j;
1 0O 0 O D3
Dans notre cas, on a,
-1 3 -3 1 1 4
3 -6 3 0 2 -2
Pu) = (u* u? u 1) 3 3 0 0 3 3
1 0o 0 0 4 1
1 4
3 2 2 3y [2 —2
Plu) = (1-u)® 3u(l—u)?® 3u?*(1-u) u?) 3 3
4 1

Et on obtient la représentation paramétrique suivante,

Tu\ 14+ 3u
Yo ) \4—18u+ 33u? — 18u3

IV. Identification de courbe spline (1)

On définit I'expression,

z—§&)3, s 2
($—€)3 {( 5)7 >§

o 0, siox<¢€
Soit maintenant a = xg, g < 1 < T2 < T3, r3 = b et on définit,

S(x)=ci(z —z1)3 +c2(x —22)3 ou € [a,b]

3Cf. Notes de Cours, Chapitre 4, page 63.



Montrer que S est une spline cubique.

Réponse

On va montrer que la continuité de S, S’ et S” est respectée.

e Sur [zg,21], on a S(x) =0, S'(z) =0et S"(z) =0
e Sur [z1,22], on a S(z) = c1(x — 21)3, et donc S'(x) = 3c1(x — 21)? et S”(z) = 6¢1(x — 21)

e Sur [z2,23], on a S(z) = c1(x — 21)3 + ca(x — 22)3, et donc S'(z) = 3e1(z — 1) + 3ea(z — 22)? et
S"(x) = 6c1(x — x1) + 6c2(z — 22)

On a,
S(x1—) = s(z1+) = et S(xa—) = S(zo+) = c1(w2 — 21)>
De méme,
S'(x1—)=8"(x1+)=0 et  S'(xa—) =95 (xa+) =3c1(x2 —21)?
De méme,

S”(Il—) = S//($1—|—) =0 et S”(IQ—) = SN(.IQ—F) = 661(172 — .Il)
Les fonctions S, S’ et S” sont continues au points z; et x».

Donc les fonctions S, S” et S sont continues sur les intervalles [xo, z1], [z1,22] et [z2, z3].

3

Donc la fonction S est une spline cubique.

V. Identification de courbe spline (2)

Soit P(z) = ag+aiz+azx®+azx3, un polynéme cubique sur [a,b], et a = 19 < 21 < 22 < x3... < T, = b.
Montrer que la fonction définit par,

n—1

S() = P(x) + Y cjl@ —a;)}
j=1
est une spline cubique sur [z;, z;11], pour chaque i = 0,1,...,n — 1, sachant que I'on définit,

(x—f)iZ{(x_€)37 siox>¢€

0, si x<¢

Réponse



On va montrer que la continuité de S, S” et S” est respectée. Sur [z;-1,;], on a,

S(x) = Sia(z) = Px) + SC;‘(I - ;)°
j:l
S'(x) = Si_i(@) +3ZCJ
S"(x) = S (z)=P'(x +620J T — ;)
Sur [z;,2;41], on a,
S(x) = Si(z)=P(z)+ icj(x z;)?
j=1
S'(z) = Si(z)=P'(x) —i—BicJ(:E —x;)?
j=1
§'x) = Si(z)=P"(z) +62i:cy( ;)
j=1
En utilisant ces équations, on a,
S(z;—) = Si—1(x;) = Pla;) + ch — x] = Si(z;) = S(x;+)
S'(xi—) = Si_i(w;)=P'(x;)+ Bch(:ci —x;)? = Si(x;) = S (xi+)
o
§'(wim) = SLy(e) = P'(@) + 63 ¢iws — ;) = 5 (@) = (i)
j=1
Pour chaque 7 = 1,2,...,n — 1, 5,5’,5" sont continues aux points x;. Donc S est une spline cubique sur

[xi, 2;41] pour chaque i = 0,1,2,...,n — 1. Ce qui implique que S est une spline cubique.



