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aI. Méthode de NewtonLe prin
ipal intérêt de la loi de distribution de Weibull réside dans sa �exibilité. Ainsi, pour 
ertainesvaleurs d'un de ses paramètres (le paramètre de forme c), on retrouve la loi exponentielle (c = 1) et la loide Rayleigh (c = 2). Cette propriété explique l'utilisation qu'en font les statisti
iens pour modéliser desé
hantillons de variables aléatoires exponentielles dont les 
ritères de dépendan
es ne sont pas pleinementvéri�és.
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Fig. 1 � Lois de Weibull pour di�érentes valeurs dufa
teur de forme c (dans 
et exemple, α = 1)

En traitement d'image, 
ette �exibilité est aussiparti
ulièrement intéressante pour modéliser la dis-tribution du bruit de spe
kle dans une image SO-NAR [1℄, ou des niveaux de gris d'une images RA-DAR de la surfa
e de la mer, ou en
ore pour modéli-ser la norme du gradient des niveaux de gris asso
iéaux 
ontours d'une image [2℄. La loi de distributionde Weibull est dé�nie par :
W(y; c, α) =

c

α

( y

α

)c−1

· exp
(

− yc

αc

)ave
 y > 0, α>0 et c>0. α et c sont respe
tivementun paramètre d'é
helle et de forme stri
tement posi-tifs. Nous avons représenté en Fig. 1 le tra
é de 
etteloi pour di�érentes valeurs du fa
teur de forme c.La méthode du Maximum de Vraisemblan
e(MV) permet d'obtenir une estimation du ve
teur de paramètres Φy = (α, c) pour un é
hantillon y donné(
'est-à-dire pour un ensemble de N valeurs aléatoires yi suivant la distribution de Weibull). Si on supposel'indépendan
e des di�érentes variables aléatoires yi de l'é
hantillon y, la fon
tion de vraisemblan
e L s'é
rit
L(Φy) = P (y/Φy) =

( c

αc

)N
N
∏

i=1

[

y
(c−1)
i exp

(

− yc
i

αc

)]Pour déterminer α̂MV et ĉMV (valeurs qui maximisent la fon
tion de vraisemblan
e), on doit résoudresimultanément les deux équations suivantes ∂ lnL(Φy)/∂α = 0 et ∂ lnL(Φy)/∂c = 0 ,
1




onduisant au système d'équations
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ĉ
+

N
∑

i=1

ln yi − N ln α̂ −
N

∑

i=1

(yi

α̂

)ĉ
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= 0Après simpli�
ation, on trouve une forme expli
ite pour αMV : αMV =
(

1
N

∑N

i=1 ycMV
i

)
1

cMV . Par 
ontre on nepeut pas obtenir de forme expli
ite pour l'estimateur cMV. En e�et cMV est solution de l'équation
f(cMV; yi) =

∑N

i=1

(

ycMV
i ln yi

)

∑N

i=1 ycMV
i

− 1

cMV − 1

N

N
∑

i=1

ln yi = 0 (1)qui n'a pas de solution analytique expli
ite et qui ne peut se résoudre que numériquement (par approxi-mations su

essives) par l'une des méthodes numériques vues en 
ours [1,2℄.Tab. 1 � Valeurs des N = 10 points de données yi

y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y10

0.11 0.24 0.27 0.52 1.13 1.54 1.71 1.84 1.92 2.011� Implémenter1 la relation itérative de Newton c
[n+1]MV = g(c

[n]MV; yi) qui 
onverge vers la solution del'équation f(cMV; yi) = 0 lorsque l'estimée initiale (premier terme de la suite) est c
[0]MV = 0.5, ave
 
omme
ritère d'arrêt, une toléran
e sur ĉMV et une toléran
e sur f de 10−6. Utiliser pour la dérivée de 
ette relationitérative, une approximation du style : f ′(x) ≈ [f(x + ǫ) − f(x)]/ǫ (ave
 par exemple ǫ ≈ 10−5).II. Fra
tales de NewtonUne �gure fra
tale ou fra
tale (néologisme 
réé par Benoît Mandelbrot en 1974 à partir de la ra
ine latinefra
tus, qui signi�e brisé, irrégulier), est une 
ourbe ou surfa
e de forme irrégulière ou mor
elée qui se 
réeen suivant des règles déterministes ou sto
hastiques impliquant une homothétie interne. Dans la �théorie dela rugosité� développée par Mandelbrot, une fra
tale désigne des objets dont la stru
ture est invariante par
hangement d'é
helle.La fra
tale de Newton est un ensemble frontière dé�ni dans le plan 
omplexe 
ara
térisé par l'appli
ationde la méthode itérative de Newton vue en 
ours (x[n+1] = x[n]−f(x[n])/f ′(x[n])) sur une fon
tion polyn�miale

f(z) de variable 
omplexe z, 
omme par exemple ; f(z) = z3−1. On 
onstruit une fra
tale de Newton sur f(z)en appliquant la méthode itérative de Newton sur 
ette fon
tion, 
'est à dire, si on 
onsidère f(z) = z3 − 1,en itérant la suite itérative :
z[n+1] = z[n] −

z3
[n] − 1

3 z2
[n]

(1)1En toute rigueur (i.e., théoriquement et non plus expérimentalement 
omme dans 
e TP), on rappelle que l'on devraitmontrer tout d'abord (
f. 
ours), que la fon
tion g(x) 
hoisie dans la relation itérative c[n+1] = g(c[n]) est telle que |g′(x)| <

1, ∀x ∈ J , un intervalle 
omprenant la ra
ine et le premier élément de la suite c[0] ou bien que la ra
ine et c[0] ne sont passéparé par un extrema de la fon
tion f , i.e., f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ J .2



Fig. 2 � Image fra
tale de Newton asso
iée au polynome
omplexe f(z) = z3 − 1 et les trois bassins d'attra
tion desra
ines du polyn�me (en blan
, gris 
lair et gris fon
é.

En fon
tion de la valeur de départ z0, 
ettesuite itérative 
onvergera (si il y a 
onver-gen
e) vers l'une des trois ra
ines possibles rkde f(z), i.e. ; r0 = 1, r1 = −1/2 + j
√

3/2ou r2 = −1/2 − j
√

3/2 (où j est le nombreimaginaire pur tel que j2 = −1). Si 
ettesuite itérative 
onverge vers la ra
ine rk, alors
z[0] = x[0] + j y[0] appartient à la région Gkde 
oordonnée (x[0], y[0]) qui est aussi appe-lée le bassin d'attra
tion de la ra
ine rk. Lestrois ra
ines possibles de la 
onvergen
e de lasuite itérative (1) divisent don
 le plan 
om-plexe en trois régions et la Figure obtenue est laFra
tale de Newton pour la fon
tion 
omplexe
onsidérée. Toutefois, pour tout polyn�me dedegré égal au moins à 2, il existe des pointspour lesquels la suite de Newton ne 
onvergepas, 
'est le 
as de la frontière des bassins d at-tra
tion de 
haque ra
ine.La fra
tale de Newton présente, 
ommetoute fra
tale, une apparen
e 
omplexe, malgréune des
ription simple et des auto-similaritésvisibles à toutes é
helles. Elle suggère égale-ment que la méthode de Newton peut être trèssensible aux 
onditions initiales et que deuxpoints initiaux in�niment pro
hes peuvent
onverger vers des ra
ines di�érentes. Ellemontre, en�n, que 
haque point de la fra
talede Newton est un point-frontière multiple, séparant 
ha
un des n bassins d'attra
tion. Si deux points in�-niment pro
hes 
onvergent vers deux ra
ines distin
tes, alors il existe un troisième point, in�niment pro
heégalement, qui 
onverge vers la troisième ra
ine [3℄.1� Retrouver le graphe de la Fig. 2 en exprimant tout d'abord la suite itérative (1) 
omme deuxsuites itératives ; l'une asso
iée à sa partie réelle (x[n+1] = x[n] − . . .) et l'autre à sa partie imaginaire(y[n+1] = y[n] − . . .). Pour 
haque 
ellule d'un tableau 2D, de dimension 512× 512 (longueur×largeur), faites
20 itérations de 
es deux suites (l'une après l'autre) en 
onsidérant 
omme valeur de départ z[0] = x[0] + j y[0]et ave


x[0] = 3 × (j − largeur/2.0)/(largeur− 1) (2)
y[0] = 3 × (i − longueur/2.0)/(longueur− 1) (3)ave
 ′′i′′ et ′′j′′ 
orrespondant respe
tivement au numéro de la ligne et de la 
olonne de la 
ellule, de tellefaçon que x[0] et y[0] varient, pour 
haque 
ellule de 
e tableau 2D, de −1.5 à 1.5 et que la 
ellule 
entrale de
e tableau 2D ait pour 
oordonné (0, 0). Remplir �nalement 
e tableau 2D en [i][j] de respe
tivement 255,

170 ou 84 (
orrespondant respe
tivement à la 
ouleur blan
he, grise blan
he et grise fon
ée) si la 
onvergen
eà lieu respe
tivement pour la ra
ine r0, r1 ou r2 (attention à la 
omparaison entre deux �ottants !). A�
heret sauver le résultat de 
e tableau 2D sous forme d'image2 (qui s'a�
hera ensuite à l'é
ran).2� Retrouver l'un des deux graphe de la Fig. 3 en donnant 
ette fois 
i à 
haque 
ellule du tableau
2D un niveaux de gris (
ompris entre [0 − 255] d'autant plus blan
 (ou pro
he de 255) si la série 
onvergelentement vers une solution.
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Fig. 3 � Image fra
tale de Newton asso
iée au polynome 
omplexe f(z) = z3 − 1 ou 
haque pixel de l'imageest 
olorié en fon
tion de la (log.) rapidité de la 
onvergen
e de la suite.Réferen
es[1℄ M. Mignotte, C. Collet, P. Pérez, and P. Bouthemy. Three-
lass Markovian segmentation of highresolution sonar images. Computer Vision and Image Understanding, 76(3) :191�204, 1999.[2℄ F. Destrempes and M. Mignotte. A statisti
al model for 
ontours in images. IEEE Trans. on PatternAnalysis and Ma
hine Intelligen
e, 26(5) :626�638, 2004.[3℄ Wikipédia.
1Remise & RapportVous devez rendre éle
troniquement le(s) programme(s) fait en C avant la date de remise spé
i�ée dans le �
hier barêmesitué sur la page web du 
ours. Pour la remise éle
tronique, utilisez le programme remise (man remise pour plus dedétails) pour remettre votre 
ode dans le répertoire TP<Numéro du Tp>. N'oubliez pas d'ins
rire vos noms, 
ourrieréle
tronique en 
ommentaire en haut du �
hier .
 remis. Les noms des programmes à remettre devront avoir le formatsuivant Tp<Numero du Tp>-IFT2425-<Numéro de la question>.
. Les programmes devront se 
ompiler et s'exe
utersur Linux tel qu'indiqué dans le barême.2Conseils PratiquesUtiliser le programme que je vous donne sur ma page web en initialisant la variable flag_graph=1 et remplisser letableau 2D nommé Graph2D dans le programme (initialement remplie d'un dégradé de niveaux de gris (du blan
 aunoir)) 
omme une feuille de papier dessin ou vous tra
erez la Figure dans l'intervalle 
onsidéré. Chaque 
ellule de 
etableau 2D de dimension 512 × 512 
orrespond à une 
oordonnée (x, y) et à une valeur 
omplexe initiale z = x + jyave
 x et y variant de −1.5 à 1.5. Le 
entre de l'image 
orrespond à la 
oordonnée (0.0). En utilisant la variableflag_graph=1, le programme que je vous donne sauvera 
ette image au format PGM. Vous pourrez ensuite la lireave
 les logi
iels display, xv ou gimp disponible sur Linux. 4



Fig. 4 � Image fra
tale de Newton asso
iée à la série z[n+1] = z[n] − a · f(z[n])

f ′(z[n])
ave
 f(z) = z3 − 1 et les troisbassins d'attra
tion des ra
ines du polyn�me et a respe
tivement égale à 1.5, 1.75, 1.95 et 2.1.
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