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1Méthode de Newton & Fratales de MandelbrotMax MignotteDIRO, Département d'Informatique et de Reherhe Opérationelle.http : //www.iro.umontreal.a/∼mignotte/IFT2425/E-mail : mignotte�iro.umontreal.aI. Méthode de NewtonLe prinipal intérêt de la loi de distribution de Weibull réside dans sa �exibilité. Ainsi, pour ertainesvaleurs d'un de ses paramètres (le paramètre de forme c), on retrouve la loi exponentielle (c = 1) et la loide Rayleigh (c = 2). Cette propriété explique l'utilisation qu'en font les statistiiens pour modéliser deséhantillons de variables aléatoires exponentielles dont les ritères de dépendanes ne sont pas pleinementvéri�és.
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Fig. 1 � Lois de Weibull pour di�érentes valeurs dufateur de forme c (dans et exemple, α = 1)

En traitement d'image, ette �exibilité est aussipartiulièrement intéressante pour modéliser la dis-tribution du bruit de spekle dans une image SO-NAR [1℄, ou des niveaux de gris d'une images RA-DAR de la surfae de la mer, ou enore pour modéli-ser la norme du gradient des niveaux de gris assoiéaux ontours d'une image [2℄. La loi de distributionde Weibull est dé�nie par :
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)ave y > 0, α>0 et c>0. α et c sont respetivementun paramètre d'éhelle et de forme stritement posi-tifs. Nous avons représenté en Fig. 1 le traé de etteloi pour di�érentes valeurs du fateur de forme c.La méthode du Maximum de Vraisemblane(MV) permet d'obtenir une estimation du veteur de paramètres Φy = (α, c) pour un éhantillon y donné('est-à-dire pour un ensemble de N valeurs aléatoires yi suivant la distribution de Weibull). Si on supposel'indépendane des di�érentes variables aléatoires yi de l'éhantillon y, la fontion de vraisemblane L s'érit
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)]Pour déterminer α̂MV et ĉMV (valeurs qui maximisent la fontion de vraisemblane), on doit résoudresimultanément les deux équations suivantes ∂ lnL(Φy)/∂α = 0 et ∂ lnL(Φy)/∂c = 0 , onduisant ausystème d'équations :
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Après simpli�ation, on trouve une forme expliite pour αMV : αMV =
(
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cMV . Par ontre onne peut pas obtenir de forme expliite pour l'estimateur cMV. En e�et cMV est solution de l'équation
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ln yi = 0 (1)qui n'a pas de solution analytique expliite et qui ne peut se résoudre que numériquement (par approxi-mations suessives) par l'une des méthodes numériques vues en ours [1,2℄.Tab. 1 � Valeurs des N = 10 points de données yi

y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y10

0.11 0.24 0.27 0.52 1.13 1.54 1.71 1.84 1.92 2.01Implémenter1 la relation itérative de Newton c
[n+1]MV = g(c

[n]MV; yi) qui onverge vers la solution de l'équation
f(cMV; yi) = 0 lorsque l'estimée initiale (premier terme de la suite) est c

[0]MV = 0.25, ave omme ritère d'arrêt,une tolérane sur ĉMV et une tolérane sur f de 10−6.1a�Utiliser pour la dérivée de ette relation itérative, une approximation du style : f ′(x) ≈ [f(x+ǫ)−f(x)]/ǫ(ave par exemple ǫ ≈ 10−5).1b�Utiliser pour la dérivée de ette relation itérative, une approximation du style :
f ′(x) ≈

[

−f(x + 2ǫ) + 8 f(x + ǫ) − 8 f(x − ǫ) + f(x − 2ǫ)
]

12 ǫ1�Utiliser pour la dérivée de ette relation itérative, la dérivée analytique de f(.).II. Fratales de MandelbrotUne �gure fratale ou fratale (néologisme réé par Benoît Mandelbrot en 1974 à partir de la raine latinefratus, qui signi�e brisé, irrégulier), est une ourbe ou surfae de forme irrégulière ou morelée qui se réeen suivant des règles déterministes ou stohastiques impliquant une homothétie interne. Dans la �théorie dela rugosité� développée par Mandelbrot, une fratale désigne des objets dont la struture est invariante parhangement d'éhelle [3℄.L'ensemble de Mandelbrot est un ensemble de points dont la frontière dé�nie dans le plan omplexe uneforme fratale failement reonnaissable et rée (entre autres) par l'appliation de la méthode itérative dupoint �xe (x[n+1] = f(x[n])), vue en ours, sur une fontion de variable omplexe z du type f(z) = z2 − z + c(ave c un nombre omplexe) et onduisant à la élèbre suite itérative de point �xe :
z[n+1] = z2

[n] + c (1)Plus préisément, L'ensemble de Mandelbrot est une fratale dé�nie omme l'ensemble des points du planomplexe c = xi + jyi (xi et yi désignant un point du plan omplexe ou de l'image située sur la olonne xi etla ligne yi) pour lesquels la suite itérative de point �xe z[n+1] = z2
[n] + c ne tend pas vers l'in�ni (en module)et pour une valeur de départ de z[0] = 0.1 En toute rigueur (i.e., théoriquement et non plus expérimentalement omme dans e TP), on rappelle que l'on devraitmontrer tout d'abord (f. ours), que la fontion g(x) hoisie dans la relation itérative c[n+1] = g(c[n]) est telle que |g′(x)| <

1, ∀x ∈ J , un intervalle omprenant la raine et le premier élément de la suite c[0] ou bien que la raine et c[0] ne sont passéparé par un extrema de la fontion f , i.e., f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ J .2



Fig. 2 � Image fratale de Mandel-brot. Un point dans l'image représen-tant le plan omplexe est en noir siil appartient à l'ensemble de Mandel-brot et en blan dans le as ontraire.

Par exemple, le point du plan omplexe (ou de l'image) c = 1 où
(xi = 1, yi = 0) onduit, pour z[0] = 0 à la séquene 0, 1, 2, 5, 26, . . .qui tend vers l'in�nie et ne fait pas partie de l'ensemble de Man-delbrot. Au ontraire, le point du plan omplexe c = −1 ou (xi =
−1, yi = 0) donne (toujours pour z[0] = 0) la séquene (de période 2)
0,−1, 0,−1, 0, . . . qui ne onverge pas vers l'in�nie et qui fait donpartie de l'ensemble de Mandelbrot.La fratale de Mandelbrot présente (omme toute fratale) uneapparene omplexe, malgré une desription simple et des autosi-milarités visibles à toutes éhelles2. Elle suggère également que laméthode du point �xe peut onverger très di�éremment pour deuxéquations de départ pourtant très similaires. Le 1er mars 1980, auentre de reherhe IBM Thomas J. Watson (dans l'état de NewYork), Benoit Mandelbrot obtient pour la première fois, une visuali-sation par ordinateur de et ensemble. Dans le numéro d'août 1985du magazine Sientifi Amerian l'ensemble de Mandelbrot est pré-senté au grand publi omme l'objet mathématique le plus omplexejamais déouvert et présente l'algorithme qui permet de le traersoi-même.1�Cette question vous demande de dessiner l'ensemble de Mandelbrot et de retrouver le graphe de la Fig.2 en exprimant tout d'abord la suite itérative donnée par l'équation (1) omme deux suites itératives ; l'uneassoiée à sa partie réelle (x[n+1] = . . .) et l'autre à sa partie imaginaire (y[n+1] = . . .).On onsidérera que c = xk + j yl (xk et yl désignant un point du plan omplexe ou de l'image de taille(longueur×largeur) 512 × 512 (xk et yl désignant respetivement les olonnes et les lignes), représenté parun tableau 2D. On fera en sorte que xk ∈ [−1.5, 0.5] et yl ∈ [−1, 1]. À ette �n, toutes les ellules [k][l] dutableau 2D de taille 512 × 512 représentant l'image représentera une valeur de c = xk + jyl ave

xk = 2.0 × (k − largeur/1.35)/(largeur− 1) (2)
yl = 2.0 × (l − longueur/2.0)/(longueur− 1) (3)On peut démontrer que dès que le module de z[n] est stritement plus grand3 que 2, la suite z[n] diverge versl'in�ni, et don c est en dehors de l'ensemble de Mandelbrot. Cela nous permet d'arrêter le alul pour lespoints ayant un module stritement supérieur à 2 et qui sont don en dehors de l'ensemble de Mandelbrot.Pour quelques valeurs de c, la divergene (|z[n]| > 2) arrivera don très rapidement après un petit nombred'itérations mais pour ertaines valeurs de c qui sont très prohes mais pas dans l'ensemble de Mandelbrot,ela peut prendre des entaines voire des milliers d'itérations pour diverger et pour les valeurs de c dansl'ensemble de Mandelbrot, la divergene n'aura jamais lieu. Le programmeur doit don hoisir à partir deombien d'ìtérations NbIterMax ou de profondeur il prend la déision de lasser le pixel (ou la ellule dutableau) [k][l] (pour c = xk + jyl omme étant dans l'ensemble de Mandelbrot ou non. Il en résulte quel'image a�hée n'est qu'une approximation du vrai ensemble et que plus NbIterMax est grand, plus l'imageest préise mais plus elle prend du temps de alul.Traer et ensemble de Mandelbrot pour NbIterMax = 200 itérations. Remplir �nalement e tableau

2D dans la ellule de oordonné [k][l] de respetivement 0 et 255 (orrespondant respetivement à la ouleur2 L'ensemble de Mandelbrot fait apparaître nombre de strutures en forme de bourgeons entourant une struture prinipaleen forme de ardioïde. La ardioïde est l'ensemble des points c qui onvergent vers un point �xe. Le bourgeon prinipal, à gauhede la ardioïde, lui est attahé au point c = −3/4. Il s'agit d'un disque entré en c = −1 et de rayon 1/4. Il s'agit de l'ensembledes points paramètres qui, à la limite, onvergent vers un yle de période 2 (f. l'exemple de onvergene donnée plus haut). Lesautres bourgeons tangents à la ardioïde sont les points admettant d'autres périodiités. En�n, haque bourgeon porte lui-mêmedes bourgeons, représentatifs d'une périodiité di�érente, selon le même shéma. Les bourgeons sont également surmontés de�laments en forme d'antenne. Le nombre d'antennes est diretement lié à la périodiité du bourgeon. Ainsi, ompter le nombred'antennes permet de déterminer la périodiité du bourgeon.3 si z[n] = x[n] + jy[n], on rappelle que le module de z[n] est |z[n]| =
q

x2
[n]

+ y2
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noire et blanhe) si le pixel de oordonné [k][l] appartient ou non à l'ensemble de Mandelbrot. A�her etsauver le résultat de e tableau 2D sous forme d'image4 (qui s'a�hera ensuite à l'éran).2�Une autre fratale se ahe derrière l'image de la Fig. 2. Pour la trouver, on va onsidérer un tableau2D (de même taille que l'image de la Fig. 2) dans lequel toutes les ellules (représentant un pixel) sontnulles. Pour des points c (c = xk + j yl) régulièrement espaés (par pas de 0.002 en xk et yl) dans le plan
xk ∈ [−1.5, 0.5] et yl ∈ [−1, 1], (ou mieux enore ; pour l'ensemble des l = 512× k = 512 ellules du tableau,parouru par pas de 0.1 en l et k, auquel orrespond un xk et un yk donné par l'Eqs (2) & (3)) si es pointss'éhappent après un nombre d'itérations NbIterMax (i.e. pour lesquelles |z[n]| > 2, don n'appartenantpas à l'ensemble de Mandelbrot, i.e., eux orrespondant aux points blans de l'image de la Fig. 2), oninrémente le tableau 2D aux pixels orrespondant aux valeurs suessives de z prises par la suite {z[n]} (on�suit� le parours des points4). Après avoir balayé tout le plan, on obtiendra une image intéressante (f. Fig.3). 3�Faire la même hose que la question 2�, mais en onsidérant ette fois les points qui appartiennent àl'ensemble de Mandelbrot (f. Fig. 3).Réferenes[1℄ M. Mignotte, C. Collet, P. Pérez, and P. Bouthemy. Three-lass Markovian segmentation of highresolution sonar images. Computer Vision and Image Understanding, 76(3) :191�204, 1999.[2℄ F. Destrempes and M. Mignotte. A statistial model for ontours in images. IEEE Trans. on PatternAnalysis and Mahine Intelligene, 26(5) :626�638, 2004.[3℄ Wikipédia.

4Par exemple, le point du plan omplexe (ou de l'image) c = 0.3 où (xk = 0.3, yl = 0) onduit, pour z[0] = 0
(x[0] = 0, y[0] = 0) à la séquene z[1] =(0.3, 0), z[2] =(0.39, 0), z[3] =(0.4521, 0), . . . qui tend vers l'in�nie puisque pour
n < NbIterMax, |z[n]| > 2. Puisque l'image de taille 512×512 represente l'espae xk ∈ [−1.5, 0.5] et yl ∈ [−1, 1], ondoit don mettre +1 au pixel assoié au point (0.3, 0) ('est-à-dire au pixel (455, 256)), mettre +1 au pixel assoiéau points (0.39, 0) ('est-à dire au pixel (478, 256)), et., en fait l'inverse des équations (2) et (3) qui nous donnaientla valeur d'un point (xk, yl) pour un pixel donné (k, l) du tableau 2D assoié à l'image de taille 512 × 512.5Remise & RapportVous devez rendre életroniquement le(s) programme(s) fait en C avant la date de remise spéi�ée dans le �hierbarême situé sur la page web du ours. Pour la remise életronique, utilisez le programme remise (man remise pourplus de détails) pour remettre votre ode dans le répertoire TP<Numéro du Tp>. N'oubliez pas d'insrire vos noms,ourrier életronique en ommentaire en haut du �hier . remis. Les noms des programmes à remettre devront avoirle format suivant Tp<Numero du Tp>-IFT2425-<Numéro de la question>.. Les programmes devront se ompileret s'exeuter sur Linux tel qu'indiqué dans le barême. 4



Fig. 3 � Image obtenue en remplissant une matrie d'aumulation, initialement vide, de la trajetoire (ousérie) des points de la suite itérative de point �xe de Mandelbrot, pour les points appartenant à l'ensemblede Mandelbrot (en haut) et pour les points n'appartenant pas à l'ensemble de Mandelbrot (en bas).5


