
DIROIFT 2425 DEVOIR No
2Méthode des Moindres Carrées pour l'Estimation du Flot OptiqueMax MignotteDIRO, Département d'Informatique et de Reherhe Opérationelle.http : //www.iro.umontreal.a/∼mignotte/IFT2425/E-mail : mignotte�iro.umontreal.aEstimation du Flot OptiqueEn vision par ordinateur, l'estimation du �ot optique onsiste à estimer, à partir d'une séquened'images1, le mouvement apparent des objets omposant une sène tridimensionnelle (ou plus formelle-ment, à reouvrer la projetion des di�érents mouvements tridimensionnels de la sène sur le plan image).

Fig. 1 �Exemple de alul du �ot optique

Conrètement, pour une image I(t) extraite d'une séquened'image {I(t = 0), I(t = 1), . . . , I(t), I(t + 1), . . .}. Le alul dumouvement apparent onsiste à assoier à haque pixel (x, y) deette image, un veteur (vx, vy) représentant la vitesse apparentedu pixel estimé à et instant t.Ce mouvement apparent est estimé uniquement à partir deshangements de la distribution spatiale des intensités lumineuses(ou niveaux de gris des pixels) existant entre deux images onséu-tives de la séquene. Ce mouvement est dit appelé �apparent� aril ne orrespond pas néessairement à la réalité. Dans le as, où ilexiste un mouvement mais aussi auune variation d'intensité exis-tant dans les deux images (as d'une sphère de ouleur homogène,non texturée, tournant sur elle -même), les vitesses apparentesseront estimées omme étant nulle ! C'est e qui distingue le al-ul du �ot optique (mouvement apparent re�été par une variationd'intensité lumineuse) et le mouvement apparent réel. Dans le as,où les objets de la sène possèdent des bords et quelques textures,le mouvement apparent réel peut raisonnablement être estimé parle �ot optique, i.e., sur la base des variations de la fontion deluminane.1Une image numérique (ou disrétisée) est simplement dé�nie parune mosaique de petits arrés appelés pixel dont le niveaux de gris(pour une image en noir et blan) est odé linéairement entre 0 et
255 ave la onvention suivante ; 0 désigne le noir et 255 le blan.Une image numérique de taille 5 lignes et 5 olonnes dé�nit donune image ave 25 pixels dont leur niveau de gris est résumé dansune struture de données qui est simplement un tableau deux di-mensions de niveaux de gris (f. Fig. à droite). Le squelette deprogramme que je vous donne sur ma page web hargera les deuximages de la Fig. 1 dans deux tableaux 2Ds à utiliser dans la mé-thode de résolution par moindres arrés qui vous est demandé dansla suite du TP. 1



Méthode de Luas & Kanade
Fig. 2 �Hypothèse d'invariane de l'intensitélumineuse (f. Eq. (1))

La méthode de Luas & Kanade [1℄ repose sur l'hypothèseprinipale que le �ot optique peut être déduit si l'on supposeque l'intensité de haque point de l'objet reste onstante lelong de sa trajetoire, e qui revient à érire :
I(x + δx, y + δy, t + δt) = I(x, y, t) (1)En utilisant l'hypothèse de petits déplaements entre lesdeux images (hypothèse 2) et en appliquant le développementen série de Taylor du premier ordre au membre de gauhe del'équation (1), on obtient :
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vx Ix + vy Iy + It = 0 (2)On obtient don �nalement, pour haque pixel, l'équation de la ontrainte de l'équation du �ot optique,ave vx = δx/δt, vy = δy/δt ; les dérivées spatiales de l'intensité, représentant la vitesse apparente dupixel estimé à l'instant t (ou omposante du �ot optique selon x et y) et (∂I/∂x, ∂I/∂y, ∂I/∂t) désignentles dérivées spatiales Ix, Iy et temporelles It de l'intensité I de l'image.La méthode de Brue D. Luas et Takeo Kanade [1℄ suppose que le �ot est essentiellement onstantdans un voisinage loal du pixel onsidéré, et résout l'équation du �ot optique pour tous les pixels danse voisinage par la méthode des moindres arrés. L'équation du �ot optique étant supposée vraie pourtous les pixels dans une fenêtre entrée au point p. Le veteur vitesse loal (vx, vy) doit satisfaire :










































Ix(p1) vx + Iy(p1) vy = −It(p1)

Ix(p2) vx + Iy(p2) vy = −It(p2)

Ix(p3) vx + Iy(p3) vy = −It(p3)... ... ...
Ix(pn) vx + Iy(p3) vy = −It(pn)

(3)où p1, p2, . . . , pn sont les pixels à l'intérieur de la fenêtre, et Ix(pi), Iy(pi), It(pi) sont les dérivées partiellesde l'image I selon les variables d'espae x, y et de temps t, évaluée au point pi et au temps ourant. Ceséquations peuvent être érites sous la forme matriielle suivante : Av = b, ave :
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Le système a plus d'équations que d'inonnues et est don sur-déterminé. La méthode de Luas-Kanadeapporte une solution par la méthode des moindres arrés. Elle résout un système 2 × 2 :
AT Av = AT b ou v = (AT A)−1 AT b (4)où AT est la matrie transposée de la matrie A. Alors on alule :
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ave les sommes allant de i = 1 à n (n pixels dans le voisinage loal du point p). La matrie AT A estappelée le tenseur de struture de l'image au point p.Résolution par les Moindres Carrées PondérésLa solution préédemment expliquée donne la même importane à tous les n pixels pi de la fenêtre.En pratique, il est préférable de donner un poids plus important aux pixels qui sont prohes du pixel p.Pour ela, on utilise la version pondérée de l'équation des moindres arrés :
AT WAv = AT W b ou v = (AT WA)−1 AT W b (5)On alule don �nalement, en haque pixel :
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(6)Le poids wi est habituellement une fontion Gaussienne de la distane entre pi et p.

Fig. 3 �Disposition des pixelsdans l'image It et It+1

De plus, les dérivées spatiales et temporelles de l'intensité I de l'image, i.e.,
(∂I/∂x, ∂I/∂y, ∂I/∂t) se alule (une fois pour toute avant l'algorithme desmoindres arrésit) de la façon suivante, Si i et j désignent respetivement laligne et la olonne de l'image :
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/4.0Dans e TP, je vous demande de résoudre pour haque pixel le système d'Equations (6) 2 ave un voisinagede 35 × 35 pixels (n = 1225) et une fontion Gaussienne du style exp(−‖pi − p‖2/4) (4) et de traer lasolution du �ot optique pour l'image rubikseq et pour l'image salesman (ette solution du �ot optiquepourra être ensuite visualisée sur l'éran de l'ordinateur5 (f. Fig. 4).2 Si ad − bc 6= 0, le système 
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a pour unique solution : x =
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ad − bc3 ‖pi − p‖2 =
p

(x − xi)2 + (y − yi)24 Pour gérer les bords de et algorithme, on prendra un modèle d'image toroidale, 'est-à-dire repliée sur elle-même.Dans e modèle d'image, ou l'image est de taille length×width, les pixels auront des oordonnées allant de 0 à length−1 enhauteur et allant de 0 à width−1 en largeur. Ainsi, le pixel de oordonnée (−3,−1), qui sort de l'image, orrespond (lorsquel'image est toroidale) au pixel de oordonné (−3 + length,−1 + width). De même, si length= 256 et width= 256, alors lepixel de oordonnée (256, 266), qui sort de l'image, aura pour oordonnée (256 − length = 0, 266 −width = 10).
3



Fig. 4 � Estimation du �ot optique obtenu sur l'image rubikseq et l'image salesman par la méthodede Luas & Kanade (fenêtre 35 × 35).Réferenes[1℄ B. D. Luas and T. Kanade. �An iterative image registration tehniquewith an appliation to stereo vision.� Proeedings of Imaging Understanding Workshop, pages 121�130,1981[2℄ Wikipedia
5Conseils PratiquesUtiliser le programme que je vous donne sur ma page web. Ce programme initialise déja tout et la suite du programmea�hera à l'éran, sous forme d'une séquene d'images, l'évolution temporelle du �ot optique que vous aurez estimé par laméthode de Jaobi que vous allez implémenter.6Remise & RapportVous devez rendre életroniquement le(s) programme(s) fait en C/C++ avant la date de remise spéi�ée dans le �hierbarême situé sur la page web du ours. Pour la remise életronique, utilisez le programme remise (man remise pourplus de détails) pour remettre votre ode dans le répertoire TP<Numéro du Tp>. N'oubliez pas d'insrire vos noms,ourrier életronique en ommentaire en haut du �hier . remis. Les noms des programmes à remettre devront avoirle format suivant Tp<Numero du Tp>-IFT2425-<Numéro de la question>.. Les programmes devront se ompiler ets'exeuter sur Linux tel qu'indiqué dans le barême. 4


