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Estimation de π par Intégration NumériqueDe nombreuses formules, de physique, d'ingénierie et bien sûr de mathématiques, impliquent π, qui estune des 
onstantes les plus importantes des mathématiques. π est dé�ni 
omme le rapport 
onstant entrela 
ir
onféren
e d'un 
er
le et son diamètre. Cette dé�nition géométrique, la première historiquementet très intuitive, permet de trouver une approximation de π grâ
e au 
al
ul intégral en le dé�nissantsimplement 
omme étant quatre fois l'aire d'un quart de disque de rayon 1 (A = π · R2 = π · 12), i.e., enposant l'intégrale suivante :
π =

∫ 1

0

4
√

1 − x2 dx (1)La vraie valeur de 
ette intégrale est π ≈ 3.14159265358979323846264338.Méthode des Trapèzes1� Implémenter un programme (utilisant des nombres doubles) permettant de 
al
uler unevaleur appro
hée de π en utilisant la méthode d'intégration des Trapèzes sur l'Eq. (1). A�
her àla 
onsole, le nombre d'intervalles, l'estimée de π et l'erreur (ave
 15 
hi�res signi�
atifs après lavirgule).Trouver le plus petit nombre d'intervalles permettant d'avoir (expérimentalement) une estimationde π ave
 une pré
ision de 10−8.Méthode de Romberg2� Implémenter un programme (utilisant des nombres doubles) permettant de 
al
uler une va-leur appro
hée de π en utilisant la méthode de Romberg ave
 1024 intervalles (i.e., ou 1025 pointsdivisant uniformément le domaine d'intégration [0; 1]) sur l'Eq. (1).On rappelle que la méthode de Romberg utilise la méthode des Trapèzes et autant d'extrapolations1



de Ri
hardson qu'il est possible de faire ave
 ses 1024 intervalles.Ré�é
hissez, à partir des éléments donnés dans le 
ours (
f. Chap. 1 : �Propagation des erreurs nu-mériques�), quelles pourraient être la ou les raisons numériques qui pourraient géner une plus grandepré
ision de 
ette estimation 
omparativement à la pré
ision que l'on devrait obtenir théoriquement.Méthode Des Suites Itératives d'Ar
himedesL'histoire de l'estimation de π, qu'on peut retra
er grâ
e aux é
rits disponibles, est divisé en troisparties : la période antique durant laquelle π a été étudié géométriquement, l'ère 
lassique, aux alentoursdu XVIIe siè
le, où les outils du 
al
ul intégral ont permis des avan
ées dans la 
onnaissan
e de l'estima-tion du nombre π, et en�n la période des ordinateurs et des méthodes d'analyse numériques où π à puêtre estimé ave
 des millions de dé
imales (ave
 des méthodes d'intégration numériques 
omme 
elle dela question pré
édente).
Fig. 1 � Un en
adrement de π peut être estimé en 
al
ulant les deuxpérimêtres asso
iés au polygone (possédant n 
otés) ins
rits et 
ir
ons
ritsdans le 
er
le de rayon 1/2. Une estimation est ensuite d'autant pluspré
ise que n augmente.

C'est durant la périodede l'antiquité, et dans letraité d'Ar
himède (287 à
212 avant notre ère) intitulé�De la mesure du 
er
le�que l'on peut lire une des toutpremières méthodes, inventéepar Ar
himedes, pour esti-mer e�
a
ement une valeurde π. Cette méthode 
onsistetout simplement à en
adrer lepérimètre du 
er
le par uneborne inférieure donnée parle périmètre du polygone ins
rit et une borne supérieure donnée par le périmètre du polygone 
ir
ons
rità un 
er
le de rayon 1/2 (
f. Fig. 1).Plus pré
isement, Ar
himedes 
onstruit une suite itérative qui, à la première itération, en
adre lavaleur de π en partant d'hexagones ins
rits et 
ir
ons
rits dans le 
er
le (dé�nissant ainsi un intervalle de
on�an
e π ∈ [πmin, πmax], ave
 πmin et πmax désignant respe
tivement le périmètre du polygone ins
ritet 
ir
ons
rit. A 
haque itération, la suite itérative d'Ar
himedes donne une estimation de π (i.e., le mi-lieu de 
et intervalle de 
on�an
e) en doublant le nombre de 
otés des polygones ins
rits et 
ir
ons
rits [1℄.Ce raisonement 
onduit à la suite itérative rn+1 = g(rn) suivante, qui peut s'é
rire ave
 deux expres-sions mathématiquement équivalente (en multipliant le numérateur et le dénominateur par l'expression
onjuguée, √

r2
n

+ 1 + 1) :
r0 =

1√
3

1ère forme : ◮ rn+1 =

√

r2
n

+ 1 − 1

rn

2ième forme : ◮ rn+1 =
rn

√

r2
n

+ 1 + 1Dans les 2 
as : π ≈ 6 × 2n × rn2



Fig. 2 � Évolution du log de l'er-reur en fon
tion du nombre d'itéra-tion pour la première et la deuxièmesuite.
3� Implémenter sur ordinateur (en utilisant des nombresdoubles), 30 itérations de 
es deux suites itératives en a�
hantà la 
onsole le numéro d'itération, l'estimée de π et l'erreur (ave


15 
hi�res signi�
atifs après la virgule). Dans le 
as où l'estimée àl'itération n n'est plus un nombre (nan : not a number), arrêter labou
le itérative (ave
 par exemple l'instru
tion : if isnan(estimée)break ;A�
her sous forme de graphe2 (
f. Fig. 2), l'erreur ǫ =
ln |π − rn| (en ordonnée) entre l'estimée et la vraie valeur de
π que l'on fait en fon
tion du nombre d'itération (en abs-
isse). On 
onsidera qu'un pixel en abs
isse 
orrespond à 1 ité-ration.Essayer aussi de 
omprendre, à partir des éléments donnés dans le 
ours (
f. Chap. 1 : �Propagationdes erreurs numériques�), pourquoi une des deux méthodes itératives est plus stable numériquement etplus pré
ise que l'autre.
Réferen
es[1℄ Wikipédia.

1Remise & RapportVous devez rendre éle
troniquement le(s) programme(s) fait en C avant la date de remise spé
i�ée dans le �
hierbarême situé sur la page web du 
ours. Pour la remise éle
tronique, utilisez le programme remise (man remise pourplus de détails) pour remettre votre 
ode dans le répertoire TP<Numéro du Tp>. N'oubliez pas d'ins
rire vos noms,
ourrier éle
tronique en 
ommentaire en haut du �
hier .
 remis. Les noms des programmes à remettre devront avoirle format suivant Tp<Numero du Tp>-IFT2425-<Numéro de la question>.
. Les programmes devront se 
ompiler ets'exe
uter sur Linux tel qu'indiqué dans le barême.2Conseils PratiquesUtiliser le programme que je vous donne sur ma page web en initialisant la variable flag_graph=1 et remplisser letableau 2D nommé Graph2D dans le programme (initialement remplie de blan
) 
omme une feuille de papier dessin ouvous tra
erez l'erreur ǫ de la suite des estimations du 
al
ul de π, pour di�érentes valeurs de n, en 
onsidérant que nest l'abs
isse et que l'erreur est l'ordonné. Le programme que je vous donne sauvera 
ette image au format PGM. Vouspourrez ensuite la lire ave
 les logi
iels display, xv ou gimp disponible sur Linux.3


