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aI. Équation Di�érentielle Du Pendule MagnétiqueLe déterminisme, au sens de Newton, est une idée selon laquelle la 
onnaissan
e de l'état d'un systèmeà l'instant t permet de 
al
uler son évolution à des temps arbitrairement lointains. Si 
ette notion dedéterminisme était vraie, 
ela voudrait dire qu'un ordinateur surpuissant nous permettrait de prédire,sans erreur, la météo qu'il ferait dans une dizaine d'années.

Fig. 1 �
Si 
ette pensée a été le pilier de la motivation s
ienti�que de-puis Newton, on s'aperçoit depuis un demi-siè
le environ qu'elleest dans 
ertaines 
onditions 
omplètement fausse. Dans 
ertains
as le déterminisme n'existe pas et il nous est don
 impossiblede 
al
uler l'avenir d'un système plus longtemps qu'une 
ertainedurée. Cette limite n'est en au
un 
as une limite te
hnologique.C'est une limite intrinsèque au système étudié, que l'on appelle
ommunément le 
haos ou l'e�et papillon.Pour s'en 
onvain
re, réalisons l'expérien
e suivante ; 
onsi-dérons un pendule 
onstitué d'une bille métallique supportéepar un �l (
f. Fig. 1). Ce pendule os
ille au-dessus de troisaimants (assez pro
hes) disposés (autour d'un 
er
le) à 120�. La longueur du �l soutenant labille est telle que la bille ne peut pas tou
her les aimants, mais elle peut être attirée par eux.

Fig. 2 � Les trois attra
tions possibles de la bille
Lorsque nous lançons le pendule auhasard dans une dire
tion quel
onque àpartir d'une position initiale, nous ob-servons un dépla
ement 
haotique de labille métallique. Mais 
ontrairement àun pendule ordinaire (où seule la gravitéagit) la bille métallique va subir l'attra
-tion magnétique des aimants. Sa traje
-toire est 
ompliquée et au �nal elle va�nir par s'appro
her trop près d'un ai-mant et �nir par pointer dans sa dire
tion. Selon di�érentes positions initiales du pendule (x0, y0) (etpour une vitesse initiale nulle (x′

0
, y′

0
), nous observons un dépla
ement 
haotique de la bille métallique,jusqu'à une stabilisation du pendule autour de l'un des trois aimants de 
ouleurs di�érentes (
f. Fig. 2).Un modèle mathématique pour la simulation de 
e pendule magnétique est donné par la résolutionnumérique, par une méthode d'Euler (par exemple) du système de deux équations di�érentielles. Ceséquations sont les suivantes, ou (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) sont les 
oordonnées des 3 aimants, d les distan
es1



entre les aimants, R et C sont des paramètres. Les fon
tions x(t) et y(t) expriment la position du penduleà l'instant t, ∂x(t)/∂t et ∂y(t)/∂t expriment la vitesse du pendule.
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Fig. 3 � À gau
he, les trois bassins d'attra
tions (en utilisant une méthode de Runge-Kutta et pour lesparamètres h = 0.1, t0 = 0, t�nal = 20), à droite, la vitesse de 
onvergen
e pour une image de taille
128 × 128 (≈ 30 se
. de 
al
ul).Puisque nous observons un dépla
ement 
haotique de la bille métallique jusqu'à une stabilisation dupendule autour de l'un des trois aimants de 
ouleurs di�érentes (
f. Fig. 2), une fra
tale, issue de 
esystème 
haotique, peut se révèler soit en 
oloriant le point à la verti
ale duquel la bille fut lâ
hée (i.e., en
(x0, y0)) dans la 
ouleur de l'aimant au-dessus duquel la bille s'est immobilisée. Par exemple, si la bille,une fois lâ
hée au-dessus du point (x0, y0) (position initiale) s'immobilise au-dessus de l'aimant rouge, lepoint (x0, y0) est alors 
oloré en rouge. Cette pro
édure permet de dé�nir les trois bassins d'attra
tionde 
e pendule magnétique attiré ses trois aimants (
f. Fig. 3). Une autre fra
tale se 
onstruit aussi en
oloriant le point à la verti
ale duquel la bille fut lâ
hée en un niveaux de gris qui est d'autant plus 
lairque le nombre d'itérations est né
éssaire pour que la bille s'immobilise.Sur l'extérieur des deux �gures 3, les régions (
ouleur ou niveau de gris uniforme) semblent s'emmêlerde façons 
omplètement désordonnées. La 
omplexité de 
es régions nous fait 
omprendre qu'il sera apriori di�
ile de prédire l'aimant sur lequel le pendule va �nir en fon
tion du point de départ ou le nombred'itérations né
éssaire pour s'immobiliser sur l'un des aimants. A priori, ses points n'ont rien de parti
ulier,et pourtant 
ontrairement aux régions uniformes, leur entremêlement nous dit qu'un petit dé
alage dansla position initiale du pendule 
hange radi
alement son évolution �nale puisqu'il se retrouve 
arrémentsur un aimant di�érent ou se stabilise après un nombre d'itérations di�érent. Si on zoomait beau
oupdans les régions emmêlées, on verrait, qu' importe le fa
teur de zoom, toujours des régions emmêlées.Une 
ondition initiale in�niment peu di�érente produit don
 une traje
toire ma
ros
opiquement trèsdi�érente. Comme on ne peut 
onnaitre la position du pendule qu'ave
 une pré
ision �nie (erreur dedonnées ou d'a�e
tation), il subsistera toujours une erreur. Sa
hant maintenant qu'une di�éren
e in�medans la position initiale du pendule mène à un 
omportement radi
alement di�érent, on voit tout de suiteque 
ette in
ertitude initiale, aussi petite soit-elle- va se traduire en une in
ertitude ma
ros
opique au2



bout d'un 
ertain temps. Pour un système 
haotique, l'in
ertitude du 
al
ul 
roit exponentiellement ave
le temps ! Bien sur, plus la 
ondition initiale est pré
ise au départ, plus vous êtes pré
is longtemps, maisle temps arrivera inexorablement où l'in
ertitude ou l'impre
ision de votre prédi
tion sera aussi grandeque la prédi
tion elle-même et qu'elle serait don
 sans au
une valeur.1. Dans 
e TP, je vous demande d'obtenir une estimée numérique de la solution de 
ette équationdi�érentielle par la méthode d'Euler simple (h = 0.0001) et de tra
er la solution obtenue dans une imagedans le plan (x, y) qui sera ensuite visualisée ave
 le logi
iel de traitement d'images gratuit �XnView� ou"Gimp� sur l'é
ran de l'ordinateur1 (
f. Fig. 4). Les paramètres de 
e problème sont les suivants :pour une image dont x ∈ [−2 2] et y ∈ [−2 2] les 
oordonnés des trois aimants sont :
[x1 = 0 ; y1 = 1], [x2 = −1/(

√
2) ; y2 = −1/2], [x3 = 1/(

√
2) ; y3 = −1/2] ,De plus, C = 0.25, R = 0.1, D = 0.3 , ∂x(t = 0)/∂t = ∂y(t = 0)/∂t = 0

Fig. 4 �Mouvement du pendule obtenu par une méthode d'Euler simple ave
 les paramètres x(t0) = 0.2, y(t0) =
−1.6, h = 0.0001, t0 = 0, t�nal = 30 pour une image de taille 512 × 512.Comme nous l'avons expliqué pré
édemment, une fra
tale peut être générée à partir de tout système
haotique, et notamment 
elui 
réé par le pendule magnétique soit en 
oloriant le point à la verti
aleduquel la bille fut lâ
hée par la 
ouleur de l'aimant au-dessus duquel la bille s'est immobilisée (
f. Fig.2.a) ou soit en 
oloriant le point à la verti
ale duquel la bille fut lâ
hée en un niveaux de gris qui estd'autant plus 
lair que le nombre d'itérations est né
essaire pour que la bille s'immobilise (
f. Fig. 2.b).Mais une fra
tale peut être aussi généré à partir des erreurs générées par une méthode de résolutiond'équations di�érentielles 
omme la méthode d'Euler simple qui génère des erreurs (de modèle) si le pas h
hoisi est trop grand (du en fait à l'approximation linéaire par mor
eaux de la fon
tion que l'on re
her
heet qui est solution de notre système d'équations di�érentielles). En parti
ulier si on souhaite visualiserles erreurs de modèle de la méthode d'Euler obtenu pour h = 0.1 (pas h trop grand), on peut visualiser,pour 
haque pixel x0, y0 de l'image, et qui 
orrespond au point, à la verti
ale duquel la bille est lâ
hée, ladistan
e existant entre les deux points obtenus, par exemple à l'instant t = 5, par une méthode d'Eulerave
 h = 0.1 et 
elle obtenue pour un h beau
oup plus petit (générant des erreus beau
oup moins grandes,voire nulle i.e., au maximum h = 0.01).2. Dans 
e TP, je vous demande de générer la fra
tale des erreurs générées par la méthode d' Eulersimple (pour h = 0.1) au temps t = 5 en 
onsidérant la méthode d'Euler simple ave
 h = 0.01 
ommeméthode générant moins d'erreurs 1 pour les mêmes paramêtres de la question 1.1Par exemple, le pixel (x0 = 0, y0 = 0) de 
ette fra
tale aura pour niveaux de gris la distan
e entre le pont (x(t =
5), y(t = 5)) obtenu lorsqu'on la
he la bille à la verti
ale du point (x0 =0, y0 =0), par la méthode d'Euler simple (h = 0.1don
 x(t = 5) = x50 et y(t = 5) = y50) et (x(t = 5), y(t = 5)) obtenu par la méthode d'Euler simple pour h = 0.01 (don

x(t = 5) = x500 et y500). Re
aler ensuite l'image obtenue pour que les niveaux de gris soient 
ompris entre 0 et 255.3
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Fig. 5 � L'image fra
tale 
haotique de l'erreur de modèle de la méthode d'Euler h = 0.1 (
omparativementà la méthode d'Euler pour h = 0.01), pour une image de taille 128 × 128 et pour respe
tivement t = 2,
t = 4, t = 5, t = 6, t = 7 (≈ 10 se
. de 
al
ul).

Fig. 6 � L'image fra
tale 
haotique de l'erreur de modèle de la méthode d'Euler h = 0.1 (
omparativementà la méthode d'Euler pour h = 0.01), pour une image de taille 1024 × 1024 et pour t = 7 (≈ 10 min. de
al
ul).3Remise & RapportVous devez rendre éle
troniquement le(s) programme(s) fait en C avant la date de remise spé
i�ée dans le �
hier barême.Pour la remise éle
tronique, utilisez le programme remise pour remettre votre 
ode dans le répertoire TP<Numéro duTp>. N'oubliez pas d'ins
rire vos noms, 
ourrier éle
tronique en 
ommentaire en haut du �
hier .
 remis qui devront se
ompiler et s'exe
uter sur Linux et avoir le format suivant Tp<Numero du Tp>-IFT2425-<Numéro de la question>.
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