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I. Moindres Carrés (44 pts)
En pharmacologie, enzymologie ou encore biochimie ou écologie, on rencontre fréquemment des lois dites

“hyperboliques” qui ont pour expression

ax

y(x):b”

Cette loi donne, par exemple, la grandeur d’une concentration d’un produit fourni par une réaction enzy-
matique (ou l’activité d’une enzyme) en fonction de la concentration d’une autre substance (une substance
nutritive par exemple). En biologie marine, cette loi intervient, par exemple, dans le taux de croissance (y)
du phytoplancton en fonction de la concentration d’un élément nutritif ().

La grandeur y (qui est un taux biologique) étant entachée d’une erreur expérimentale, on cherchera dans
ce probléme, & estimer, pour une série de N données expérimentales (y; = y(z;)), les paramétres a et b de
cette loi par la méthode des moindres carrées.

1. (a) Donner lexpression R(a,b) appelée résidu ou écart quadratique (fonction des coefficients a et b et
des N données expérimentales x;,y; = y(z;)) qui serait minimisée par cette méthode des moindres
carrés.
<3 pts>

(b) Donner les équations normales permettant de trouver les coefficients a et b au sens des moindres
carrés de cette loi (i.e., le systéme d’équations qui permettra ensuite de trouver les coefficients a
et b au sens des moindres carrés).
<9 pts>

(c) Sans résoudre ce systéme d’équations, dire quel(s) type(s) de méthode(s) numérique permettrait
de le résoudre.
<3 pts>

2. (a) On va maintenant tenter de linéariser le probléme pour pouvoir arriver 4 deux équations normales
linéaires qui seraient facilement solvables. Le changement de variables que ’on va considérer dans
un premier temps est le suivant

z = 1y
w = 1/x

En utilisant ce changement de variables, montrer que les données z; = z(w;) vont se répartir
linéairement.
<4 pts>

(b) En utilisant les données expérimentales données par le tableau ci dessous, estimer maintenant a
et b au sens des moindres carrées.

T 0511.0]207]4.07] 10
vi=y(x;) [ 1.8 12243967

On donnera le tableau suivant

YL =385 S L =5.3225

=1 wf -

N N
Din1 g~ 2.21122 3 L ~2.23181

=1 y; x;




ou N est ici le nombre de points (N = 5) de ce probléme (ce tableau et plus précisément cer-
taines/toutes de ses égalités vous permettront de sauver du temps de calcul pour la résolution de
cette question).
<8 pts>

(c¢) Utiliser les valeurs précédemment estimées de a et b pour interpoler y(z = 3.0).
<3 pts>

3. (a) Pour ce type de probléme, les changements de variables conduisant & la linéarité du modéle ne
sont pas unique et on peut considérer, par exemple le changement de variables suivant

z = z/y

w o=
En utilisant ce changement de variables, montrer que les données z; = z(w;) vont se répartir aussi
linéairement.
<3 pts>

(b) En utilisant les données expérimentales précédentes et le tableau ci dessous, estimer a et b au sens
des moindres carrées.
<6 pts>

SN 2 =175 SN 22 =1215

SV mong4626 N E & 21.6668

i=1 y; i=1 y;

(c¢) Utiliser les valeurs précédemment estimées de a et b pour interpoler y(z = 3.0).
<3 pts>

4. Qu’est ce qui rendrait cette estimation des moindres carrées plus robuste au bruit ? Vous pouvez
proposer plusieurs solutions possibles.
<2 pts>

Réponse

Le résidu que 'on cherche & minimiser par la technique de lissage des moindres carrés est

N
N
R(a,b) = Z(yz - b‘f;) < 3 pts >
i=1 v

Trouver les coefficients a et b au sens des moindres carrés, c’est trouver a et b pour que R(a,b) soit
minimal, c¢’est & dire tel que % =0et % = 0. La dérivation par rapport au paramétre a donne :

) > i (9( i %) al i i
aRgzlz - - 2;(% - b(:-xzi) - 8ab+ - 2;(% B b(:—mcci) (_bixi)

L’équation normale qui se déduit de % = 0 est donc

il Ty 2 al T Yi
S s) 2675

=1 i=1




La dérivation par rapport au parameétre b donne

N ax; N
OR(a,b ax; 5(%‘— ;) ax; ax;
MED oo ) B o o) (2
ob — b+, ob — b+ (b+x;)
L’équation normale qui se déduit de % =0 est donc

2

al i Y Ti Yi
S (oy) =2(grer)

i=1 i=1

Nous trouvons donc le systéme d’équations normales suivantes,

2
ad iy (b+zi) = >imt (H—Z)
N @} N Ti Yi
aZizl(m) = X (m—fy)
<9 pts>

On a un systéme de deux équations non linéaires a résoudre, on pourrait utiliser la méthode de Newton
(-Raphson) ou la méthode des points fixes pour le résoudre. <3 pts>

On a, avec le changement de variables (z = 1/y et w = 1/x)

_ ax
vy = b+
1 b+ b1 1
— = :__+_
Y ax axr a
b 1
z = —w+-—
a a
z = Aw+B

qui nous conduit & la distribution linéaire des données (z(w;) = z;,w;) avec les paramétres (A, B) (avec
A=1let B=1). <4 pts>

Au sens des moindres carrés, les paramétres (A, B) sont solutions des équations normales ou du systéme

matriciel suivant
<Zz]\ilw12 vazl wi) (A> -~ <va—1 wi Zl)
N - N
i1 Wi N b D i1 %i

En utilisant les informations données & 1’énoncé, on en déduit

5.3225 3.85 A 2.23181
= < 3 pts >
3.85 5 B 2.21122



puis par une opération élémentaire (Ry = Ry — £555=R1 > Ry = Ry — 0.7233Ry)

5.3225  3.85 A (2.23181)
0 221512) \B/) \0.59685
et enfin, par substitution arriére, on trouve B &~ 0.2694 et A ~ 0.2244 <2 pts>, c’est a dire, b/a = 0.2244
et 1/a =0.2694, ou a = 3.7113 et b = 0.8328 pour finalement une loi de la forme

3.7113z
y (z)

_ o0 r 3 pt
0838tz P~

3.7113 x 3.0
3.0) = 222 X590 5 9049 3 pts | RICF :1.5/3
v(3:0) = 5533 1 3.0 <oPpts > /

On a, avec le changement de variables (z = z/y et w = x)

_ azx

vy = b+

T b+ b 1

—_ = :—+—x

Y a a a
b 1

zZ = —+-w
a a

z = B+ Aw

qui nous conduit & la distribution linéaire des données (z(w;) = z;,w;) avec les paramétres (A, B) (avec
A=letB=2). <3 pts>

Au sens des moindres carrés, les paramétres (A, B) sont solutions des équations normales ou du systéme

matriciel suivant
<Efv_1 w? YN wz‘) (A> <Zij\il w; Zz')
N = N
ZiZI w; N B ZiZI Zi

En utilisant les informations données & 1’énoncé, on en déduit

121.5 175 A 21.6668

= < 2 pts >
17.5 5 B 4.4626

17.5

puis par une opération élémentaire (Ry = Ry — 5751 > Ro = Ry — 0.144Ry)

121.5 175 A 21.6668
0 2479) \B) \1.34118
et enfin, par substitution arriére, on trouve B ~ 0.54 et A ~ 0.1004 <2 pts>, c’est a dire, b/a ~ 0.54 et
1/a =~ 0.10, ou a =~ 9.96 et b ~ 5.355 pour finalement une loi de la forme

9.96 x

_ 00T 2 pt
5355 1% AP~

y(v)



9.96 x 3.0
30)= =D X% 35763 < 3pts > RICF :1.5/3
v(30) = som30 pts /

Nota : On peut noter qu’il y a une différence impressionnante entre le résultat de 'interpolation des deux

méthodes (i.e., question 2(c) et 3(c)). Il faut comprendre que dans les deux cas on se raméne & une linéarité
(et donc & des équations normales facilement solubles) mais avec un changement de variables différent. Toute
transformation, comme ce changement de variables, se fait au prix d’une modification de la structure des
erreurs. Ainsi, le premier changement de variables, accordera une plus grande importance aux faibles valeurs
de y;, le deuxiéme changement de variables, quand & lui, donnera une plus grande importance aux fortes
valeurs de y;. Si on ne fait pas de changement de variables et on résout le systéme d’équations non linéaires
obtenu en 1(c), on donnera une égale importance a toutes les valeurs de y;.
Dans certains cas, donner, grace aux modéle considéré, une plus grande importance au plus forte valeurs de
y; est préféré par les statisticiens et par les biologistes qui savent que les plus forte valeurs de y (ici il s’agit
de concentration) sont aussi les mesures qui sont les plus fiables (i.e., les moins entachés d’erreurs de mesure)
et dont il est préférables d’accorder une plus grande importance (i.e., confiance) dans le processus d’interpola-
tion.

Moindres Carres

10
Y(0)=(3.7113*x)/(0.8328+X)
8 Y(X)=(9.96*x)/(5.355+X) =====-- a
-
—~ 6 [
= °f
LA . e
5 e
o/,
e
0
0 2 4 6 8 10

X
Sur le graphique ci-dessus, on voit que le deuxiéme changement de variable (donnant une plus grande im-
portance aux fortes valeurs de y;) assure le résidu le plus faible et est sans doute la meilleur interpolation
dans ce cas. La premiére transformation est dite de Lineweaver-Burke et la seconde est dite de Woollf.

[3.]

Plus de données ou si un paramétre de la loi était connu ou si un point de donné était connu.
<2 pts>

I1. Intégration Numérique (36 pts)

Soit, 'intégrale suivante

1_/12f(x)dx_/121nﬁdx (1)

1. Méthode des trapézes

(a) Donner une approximation du calcul de cette intégrale en appliquant la méthode des trapézes
(quadratures composites) et en utilisant 4 intervalles.
<5 pts>

(b) Donner une approximation grossiére de 1’erreur commise par la méthode d’intégration numérique
précédente.
<2 pts>



(¢) Supposons que ’on ne connaisse pas ’expression analytique de la fonction f(z) mais seulement
des valeurs discrétisées de cette fonction & des abscisses équidistantes séparées d’un pas h = 0.25
(i.e., f(1.0), f(1.25), f(1.50), f(1.75), f(2.0)). Exploiter ces valeurs discrétisées pour déterminer
une approximation de la borne supérieure de la valeur absolue de cette erreur. Déterminer le
nombre de chiffres significatifs exacts dans la valeur estimée de l'intégrale trouvée en (1.(a)).
<5 pts>

2. Méthode des Quadratures Gaussiennes
(

a) Utiliser la méthode de la quadrature Gaussienne avec deux termes pour calculer une valeur ap-
prochée de I.
<6 pts>

3. Méthode Analytique
Avec le changement de variable y = 1/ et une intégration par partie, résoudre cette intégrale.
<5 pts>

4. Quadrature de Radau
Utiliser la méthode que vous souhaitez pour déterminer le systéme d’équations (on ne vous demande
pas de résoudre ce systéme) permettant de trouver les poids d’intégration w; et wy ainsi que le point
d’intégration x5 de sorte que la formule suivante (que 'on appelle quadrature de Radau)

1
J= / F(2) i~ wy f(—1) + ws f(22) (@)
-1

soit de degré de précision le plus élevé possible. Vérifier que wy = 1/2, we = 3/2 et 29 = 1/3 est
solution de ce systéme et donner le degré de précision le plus élevé possible de cette méthode (en
donnant par exemple la valeur de n ot n est le degré le plus élevé du polynéme que cette méthode
intégrera parfaitement).
<7 pts>

5. Précision des Méthodes Numériques
Si on vous donne un tableau de six points réguliérement espacés, trouvé les trois méthodes numériques
vues en cours les plus précises (par ordre décroissant de précision) en donnant leur ordre de précision
respectif.
(Nota : on supposera que I’équidistance des points est h << 1 et que le terme d’erreur de la méthode
de Simpson 1/3 et 3/8 en quadrature composite contient des termes pairs et impairs.)
<6 pts>

Réponse

On obtient, par la méthode des trapézes,

La = (0.25/2) (f(l) +2£(1.25) + 2£(1.5) + 2f(1.75) + f(2)) <3 pts >

Q

I 4 (0.25/2) (O + 0.2231435514 + 0.4054651082 4 0.559615788 + 0.345735903)
Iia =~ 0.1918497548 < 2 pts >

Terme d’erreur en O(h?) avec h = 0.25, i.e., une erreur approximatif de ~ 0.0625. <2 pts>

On a les points suivants



x 1.0 | 1.25 1.50 1.75 2.0
f(z) 1 0.0 | 0.1115 | 0.2027 | 0.2798 | 0.3465

L’erreur E sur cette intégrale s’écrit =%~ (2 1)f"(£), avec & € [1,2] et nous allons approximer numérique-
ment (&) V& € [1,2] par 1a,pprox1mat10n numérique centrée suivante pour les points z = 1.25, = 1.50,

x=1.75 5
fa = IR o g

et les approximations numériques suivantes pour le premier (z = 1.0) et dernier (z = 2.0) point respective-

ment 9
() = T2 h{}*l T ospts

et son équivalent

i—2 — 2fi— i
f//(Ii):f 2 h]; 1t/ < 0.5 pt >

Ce qui nous donne f”(z = 1) ~ —0.3248, f"(xz = 1.25) = —0.3248, f"(x = 1.50) ~ —0.2256, f"(z =
1.75) ~ —0.1664, f”(x = 2.00) ~ —0.1664. <1.5 pts>
On prend la valeur max en valeur absolue, i.e., f”(x = 1.25) &~ 0.3248, et la borne supérieure s’écrit

0.25)2
B % (12) x (2 —1) x 0.3248 <1pt>
<

|E| 5 0.0016916

|E] < 0.00169 < 0.005 = 0.5 x 1072 donc deux chiffres sont significatifs aprés la virgule pour 'estimation de
I14.On adonc I = 0.1918 <1 pt>

Nota : En utilisant la connaissance analytique de f(x), on a f”(z) = —1/222 qui sur l'intervalle [1,2]

~ 2
nous donne |f”(x)| < 0.5 puis la borne supérieure de 'erreur d’estimation de I; 4 suivante |E| < (0'1225) X
(2—1) x 0.5 = 0.002604 (qui nous permettrait aussi de dire que deux chiffres sont significatifs aprés la virgule

dans le calcul de f1,4).

t+3

En faisant le changement de variable z = 5=, pour lequel dr = 3 Lat, <1 pt>
nous obtenons

2
I = /lnﬁdm
1
1/t t+3
= = | —dt 2 pt
[P e
1 3/3+3 — 3+ 3
3 1nﬂ\/_/2+ In{/ —F—— \/—/ + ) <1 pt>

1
3 (0.2907375987 + 0.09585734539)
~ 0.1932974 <2 pts>

%

%



2 V2
J = / ln\/Edz:/ 2ylny dy <1 pts>
1 1

vz
= [y21n(y)]1/§—/1 ydy

2
Yy vz
= 1112—[?}1
= 1112—1
2

~ 0.1931471806 <4 pts>

lére méthode
Trois paramétres & déterminer comme les trois paramétres d’un polynéme de degré deux que cette mé-
thode intégrera parfaitement

1
/ K1:102 + Kozt Ksdr = wy [Kl — Ko+ K3} + wa [KliC% + Koxo + Kg]
~1

2
Kl[g] + KQ[O] + K3[2] = Kl [’LU1 + U]QI%] + KQ [—wl + ’w2$2] + Kg [wl =+ ’w2]

Soit le systéme obtenu aprés identification

2
w1 +’LU2(E% =3

—wi + wary =0

w1 + we = 2

2éme méthode (Mais qui est en faite la méme!)

Trois paramétres & déterminer donc trois relations & trouver. La premiére est trouvée en disant que
cette relation doit intégrer parfaitement tout polynéme de base de degré 0. On obtient donc f_ll ldz =
[]Y] = 2 = wif(—1) + waf(tz) = w; x 1 + wy x 1 = wy + we. La deuxiéme relation est trouvée en
disant que cette relation doit intégrer parfaitement tout polynome de base de degré 1. On obtient donc
fil rdr = [%2]1_1 =0=wif(—1)+waf(t2) = w1 X —1+wawy = —w; +wzx2. Idem pour la troisiéme relation

mais avec le polyndme de base de degré 2. On obtient donc f_ll r?dr = [%]1,1 =2 =wif(-1)+waf(t2) =
wy X 1+ wox3 = wy + wea3.

<4 pts>

On vérifie que w; =1/2, wo = 3/2 et 29 =1/3 est bien solution de ce systéme.
<1 pts>

Pour savoir si cette méthode numérique intégre parfaitement tout polynéme de degré inférieur ou égal
& trois. on vérifie si la relation trouvée intégre aussi parfaitement tout polynéme de base de degré 3. On
4
obtient donc f_11x3 de = [Z]1) = 0 = wif(—1) + waf(t2) = —wy + wazd  qui pour les parameétres
w1 =1/2, wy =3/2 et zo =1/3 n’est pas vraie.

<2 pts>
[5.]

La plus précise serait la méthode de Romberg appliquée sur trois étapes avec un terme d’erreur en O(h%)
(on obtiendrait une précision de O(h*) pour la deuxiéme étape et on gagnerait deux ordre pour chaque



étape).
<2 pts>
Ensuite la méthode de Simpson 1/3 composite combiné avec I’extrapolation de Richardson pour un terme
d’erreur en O(h®) (on gagnerait un ordre par rapport & la méthode de Simpson 1/3 composite).
<2 pts>
Ensuite la troisiéme serait la méthode de Simpson 1/3 composite en O(h?).
<2 pts>

ITI. Résolution d’Equation Différentielle (21 pts)

1. Soit ’équation différentielle suivante,
y'(t) = f(t,y(t)) = —exp(t) y*(t) 3)

avec la condition initiale y(t = 0) = 1.

(a) Résoudre cette équation différentielle avec la méthode d’Euler et avec un pas h = 0.2. Calculer
seulement y(0.2), y(0.4) et y(0.6) (donner les résultats en arrondissant et en gardant au moins
quatre décimales).
<5 pts>

(b) Résoudre cette équation différentielle avec la méthode d’Euler modifiée et toujours avec un pas
h = 0.2. Calculer seulement y(0.2) et y(0.4), (donner aussi les résultats en arrondissant et en
gardant au moins trois décimales).
<4 pts>

(¢) On voudrait maintenant améliorer y(0.2) avec une stratégie itérative utilisant son estimée obtenue
a la question précédente et une stratégie du type “Méthode de Newton”. 1) Dire comment cela est
possible, 2) trouver cette relation itérative 3) proposer donc un raffinement numérique de y(0.2)
qui utiliserait cette stratégie.
<7 pts>

2. Estimer 'expression analytique de y(t) pour respectivement les conditions initiales y(t = 0) = 1.
<5 pts>.

Réponse

Par le méthode d’Euler, la relation itérative & considérer est donc, avec h = 0.2 et yg = 1.0,

Yn+1 = Yn — h(exp(tn) yi) <1 pt>

Les valeurs de ¢, et vy, sont données dans le tableau ci-dessous

(ol te [ yn |
0 [ 0.0 | 1.000000000
1| 0.2 | 0.800000000 | <4 pts>
2 | 0.4 | 0.643660447

3 | 0.6 | 0.520048219




Par la méthode d’Euler modifiée, on a les relations itératives suivantes

Un+1 = Yn — h(eXP(tn) yi))

g(f(tna Yn) + f(tns1, ZjnJrl))

Les valeurs de t,, y, et ¢, sont reportées dans le tableau ci dessous

Yn+1 = Yn +

(el tn [ 9 [ gn |
0[] 0.0 - 1.000

1| 0.2 | 0.800000000 | 0.8218302235
2 || 0.4 | 0.656841938 | 0.6749725974

<4 pts>

Avec la condition initiale yo = 1 et h = 0.2, la relation de correction de la question précédente (Question
1(b)) s’écrit pour y; = y(t = 0.2)
h ~
= yo+ 5 (—explto) i —exp(tr) 57)
y1 = 1+0.1(=1—exp(0.2) §2) = 0.9 — 0.1221402758 5%

avec §; = 0.8 (valeur donnée par la relation de prédiction de la méthode d’Euler simple). On peut donc
appliquer plusieurs fois la correction en trouvant y; solution de I’équation g(y1) = 0.1221402758 y?+y;—0.9 =
0 qui peut étre résolu itérativement en partant de y&o] = 0.8218 et en itérant la relation (de Newton) suivante

S el g™ ~0.1221402758 53 + 1 — 0.9
1 - J1

N
g’(yg ]) 0.2442805516 y; + 1
<95 pts>
En itérant une fois cette relation on trouve ygl] ~ (0.8182288352. <2 pts>

Nota : On trouve ensuite y?] = 0.818227537, yg?’] = 0.818227537, ce qui montre qu’on ne peux plus amé-
liorer le résultat avec cette méthode. Pour plus d’amélioration il serait donc plus avantageux de recommencer
avec un pas h plus petit.

2]

On a !
y'(t)
= —exp(t)
y2(t)
En intégrant les deux membres de cette égalité, on trouve
1
- —exp(t) + Cst
y(t)
1
) = ——————
y(®) exp(t) + Cst
Et avec la prise en compte de la condition initiale, on trouve y(t) = exp(—t). <5 pts>

Nota : Par calcul analytique, on trouve donc, pour la condition initiale y(t=0) = 1.0,
y1 = y(t=0.2) = 0.8187307531, y = y(t=0.4) = 0.670320046 et y3 = y(t=0.6) = 0.5488116361.



IV. Systéme d’Equations Différentielles (11 pts)

Le mathématicien et physicien anglais Lord John William Strutt Rayleigh (1842 — 1919), connu entre
autre, pour sa recherche dans le domaine des phénoménes ondulatoires, introduisit une équation différentielle
de la forme

ma"(t)+kx(t) = az'(t)—0b (x'(t))3
pour modeéliser les oscillations (ou vibrations) d’une anche de clarinette. Dans cette équation, m, k, a, b sont
des constantes connues et les conditions initiales sont 2(0) = 0.0 et 2’(0) = 1.0. On vous demande de

1. Réécrire ce systéme en un systéme d’équations différentielles du premier ordre (pour lequel on a précisé
les conditions initiales).

<4 pts>

2. Si on utilise la méthode d’Euler ordinaire pour résoudre ce systéme d’équations différentielles, préciser
quelle serait le systéme de relations itératives qui serait obtenu. On utilisera k =a=0b=1et m = 2.
<4 pts>

3. Trouver z(t = 0.2) et x(t = 0.4).
<3 pts>

Réponse

En posant, 2'(t) = y(t), on trouve immédiatement le systéme d’équations différentielles du premier ordre
suivant

(t) = y(t)
< 3pts >
v = E(=ka®) +ayt) -biP0)
avec les conditions initiales x(0.0) = 0.0 et y(0.0) = 1.0. <1 pt>

[2.]

On obtient, avec la méthode d’Euler ordinaire, le systéme de relations itératives suivant

o(thy1) = w(tn)‘i‘hy(tn)

Y(tnr1) = y(tn) + (—z(tn) +y(ty) — yg(tn)) < 4pts >

[Nl

Nota : On peut utiliser ce schéma itératif pour résoudre le probléme. Néanmoins, on peut utiliser aussi
la valeur de z ou y la plus récente pour facilement optimiser les résultats. Dans ce cas on se retrouve avec

m(tn-&-l) = CC(tn) +hy(ts)
Yltnrn) = yltn) + & (=altnrn) + yltn) — 5(0)
ou
y(tn-‘rl) = y(tn) + %(_m(tn) + y(tn) - yS(tn))

T(tnt1) = z(tn) +hy(tntr)



[3.]

En partant des conditions initiales x(0.0) = 0.0 et y(0.0) = 1.0, on obtient immédiatement pour h = 0.2

2(0.2) = 0.0+0.2x1.0=0.2

y(0.2) = 1.0+0.1x (0.0+ 1.0 — (1.0)3) = 1.0
<1.5 pts>

2(04) = 02402x1.0=04

y(0.4) = 1.0+0.1x (0.2 +1.0- (1.0)3) = 1.02
<1.5 pts>

Nota : Pour un jeu de paramétres m,k,a,b et conditions initiales appropriées, on pourrait trouver la
courbe suivante illustrant la vibration de la manche de clarinette en fonction du temps t.
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