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I. Moindres Carrés (43 pts)Il n'est pas rare qu'en Chimie Physique, on ait à ajuster plusieurs relations de façon 
onjointe sur plusieursensemble de données.Plus pré
isement, il est intéressant quelquefois d'ajuster simultanément plusieurs droites que l'on veut voirpartager la même ordonnée à l'origine. Si les données sont bruitées, il y a peu de 
han
e de voir la 
ontraintepartager la même ordonnée à l'origine (pour 
es deux droites) véri�ée spontanément par les données. Par
ontre 
ette 
ontrainte peut être fa
ilement imposer au sens des moindres 
arrés 
omme nous le verrons dans
et exer
i
e.On dispose don
 de deux ensembles de données, notés respe
tivement1. (y1,i ; t1,i)i=1,...,N12. (y2,i ; t2,i)i=1,...,N2de longueur N1 = 5 et N2 = 4, et résumé dans les deux tableaux 
i dessous
t1,i 1 2 3 4 5

y1,i = y1(t1,i) 3.6 5.8 7.3 9.7 10.9

t2,i 1.5 3.5 5.5 7.5
y2,i = y2(t2,i) 3.3 6.7 6.9 7On sait que 
es deux jeux de donnés doivent se distribuer selon deux droites ayant la même ordonnée àl'origine. C'est à dire que l'on doit ajuster les deux relations suivantes

y1,i = a + b1 t1,i et y2,i = a + b2 t2,iqui dépendent don
 de trois paramètres, i.e., le paramètre a qui est l'ordonnée à l'origine 
ommune de 
esdeux droites et les paramètres b1 et b2 respe
tivement les pentes de la première et deuxième droite. Une façond'estimer, au sens des moindres 
arrés, 
es trois paramètres est de 
onsidérer le résidu ou é
art quadratiquesuivant
R(a, b1, b2) =

N1∑

i=1

(

y1,i −
(
a + b1 t1,i

))2

+

N2∑

i=1

(

y2,i −
(
a + b2 t2,i

))2 (1)qui devra être minimisé par 
ette méthode des moindres 
arrés.�����1. (a) Donner les équations normales permettant de trouver les 
oe�
ients a, b1, b2 qui minimisent l'Eq.(1) par la méthode algébrique (i.e., la méthode utilisant les dérivés).<12 pts>(b) Résoudre le système d'équations donné par les équations normales pré
édentes.On pourra utiliser le tableau suivant dans lequel 
ertaines/toutes de ses égalités vous permettrontde sauver du temps de 
al
ul pour la résolution de 
ette question.<8 pts>
N1 + N2 = 9

∑N1=5
i=1 t1,i = 15

∑N2=4
i=1 t2,i = 18

∑N1=5
i=1 t21,i = 55

∑N2=4
i=1 t22,i = 101

∑2
k=1

∑Nk

i=1 yk,i = 61.2

∑N1=5
i=1 t1,i y1,i = 130.4

∑N2=4
i=1 t2,i y2,i = 118.85



�����2. (a) On va maintenant tenter de résoudre 
e problème d'ajustement de 
ourbe au sens des moindres
arrées en identi�ant la solution de notre problème (i.e., le ve
teur solution x = (a b1 b2)
t)
omme étant la solution d'un système sur-dimensionné d'équations linéaires Ax = b dont les
oe�
ients (de b) sont enta
hés de bruit.Dans 
e but, trouver la matri
e A, asso
iée à un système surdéterminé d'équations tel que

A






a

b1

b2






︸ ︷︷ ︸

x

=















y1 = y1,1

y2 = y1,2...
y6 = y2,1

y7 = y2,2...
yN















︸ ︷︷ ︸

boù N = N1 + N2 = 9.<5 pts>(b) Exprimer le ve
teur solution x = (a b1 b2)
t, en l'é
rivant sous la forme

x = B








y1

y2...
yN






dans laquelle B est une matri
e que l'on exprimera en fon
tion de A.<5 pts>(
) Expliquer 
omment on peut retrouver les équations normales par 
ette méthode.<4 pts>(d) Devrait on trouver la même solution (i.e., le même x = (a b1 b2)

t ?) que 
elui trouvée à laquestion 1.b par 
ette méthode ? Justi�er.<2 pts> �����3. (a) Quelle pourrait être la stratégie d'estimation des paramètres a, b1, b2 permettant d'exploiter le faitque l'on sait que le deuxième jeu de donnée (y2,i ; t2,i)i=1,...,N2
était deux fois moins bruité quele premier ? (Dire qualitativement quelle pourrait être une stratégie sans 
al
uler les 
oe�
ients

a, b1, b2).<3 pts>(b) Quelle pourrait être une stratégie possible d'estimation des paramètres a, b1, b2 qui utiliseraitles équations normales vues en 
ours (
elles qui ajuste une droite sur un seul jeu de donné).Ré�é
hissez à une stratégie de type itérative, de type points �xe ou ja
obi (expliquer 
elle-
i sansla faire).<4 pts>Réponse1(a)Trouver les 
oe�
ients a, b1 et b2 au sens des moindres 
arrés, 
'est trouver 
es paramètres pour que
R(a, b1, b2) soit minimal, 
'est à dire tel que ∂R(a,b1,b2)

∂a
= 0, ∂R(a,b1,b2)

∂b1
= 0 et ∂R(a,b1,b2)

∂b2
= 0. L'équation



normale obtenue par la dérivation par rapport au paramètre a donne
∂R(a, b1, b2)

∂a
= −2

N1∑

i=1

(

y1,i − (a + b1 t1,i)
)

− 2

N2∑

i=1

(

y2,i − (a + b2 t2,i)
)

= 0

−a(N1 + N2) +

2∑

k=1

Nk∑

i=1

yk,i − b1

N1∑

i=1

t1,i − b2

N2∑

i=1

t1,i = 0L'équation normale obtenue par la dérivation par rapport au paramètre b1 donne
∂R(a, b1, b2)

∂b1
= 2

N1∑

i=1

t1,i

(

y1,i − (a + b1 t1,i)
)

= 0

N1∑

i=1

t1,i y1,i − a

N1∑

i=1

t1,i − b1

N1∑

i=1

t21,i = 0L'équation normale obtenue par la dérivation par rapport au paramètre b2 donne
N2∑

i=1

t2,i y2,i − a

N2∑

i=1

t2,i − b2

N2∑

i=1

t22,i = 0Nous trouvons don
 le système d'équations normales suivantes






a(N1 + N2) + b1

∑N1

i=1 t1,i + b2

∑N2

i=1 t1,i =
∑2

k=1

∑Nk

i=1 yk,i

a
∑N1

i=1 t1,i + b1

∑N1

i=1 t21,i =
∑N1

i=1 t1,i y1,i

a
∑N2

i=1 t2,i + b2

∑N2

i=1 t22,i =
∑N2

i=1 t2,i y2,i<12 pts>1(b)En utilisant les informations données à l'énon
é, on en déduit






a(+9) + b1(15) + b2(18) = 61.2
a(15) + b1(55) = 130.4

a(18) + b2(101) = 118.85puis par deux opérations élémentaires (R2 = R2 −
15
9 R1 et R3 = R3 −

18
9 R1), on obtient







a(+9) + b1(+15) + b2(+18) = 61.2
a(0) + b1(+30) + b2(−30) = 28.4

a(0) + b1(−30) + b2(+65) = −3.55puis par l'opération élémentaires (R3 = R3 + R2), on obtient






a(+9) + b1(+15) + b2(+18) = 61.2
a(0) + b1(+30) + b2(−30) = 28.4

a(0) + b1(0) + b2(+35) = 24.85et par substitution arrière, b2 = 0.71, b1 = 1.6567 et a = 2.6189.<8 pts>



Nota : graphiquement, on obtiendrait 
ela
 0
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y(x)=2.6189+1.6567*x
y(x)=2.6189+0.71*x

2(a)On a fa
ilement
















1 t1,1 0
1 t1,2 0
1 t1,3 0
1 t1,4 0
1 t1,5 0
1 0 t2,1

1 0 t2,2

1 0 t2,3

1 0 t2,4

















︸ ︷︷ ︸

A






a

b1

b2






︸ ︷︷ ︸

x

=















y1 = y1,1

y2 = y1,2...
y6 = y2,1

y7 = y2,2...
yN = y2,4















︸ ︷︷ ︸

b<5 pts>2(b)On résout 
e système sur-dimensionné par la méthode de la pseudo-inverse vue en 
ours et on obtient





a

b1

b2




 = (AtA)−1At

︸ ︷︷ ︸

B








y1

y2...
yN








< 5 pts >2(
)Par 
ette méthode, à partir de Ax = b, les équations normales se retrouvent en multipliant par At depart et d'autre de 
ette équation
AtA






a

b1

b2




 = At















y1 = y1,1

y2 = y1,2...
y6 = y2,1

y7 = y2,2...
yN = y2,4













<4 pts>2(d)Oui puisqu'on minimise dans les deux 
as le même résidu d'erreur.<2 pts>



3(a)Une stratégie serait de minimiser
R(a, b1, b2) =

N1∑

i=1

(

y1,i −
(
a + b1 t1,i

))2

+ 2×

N2∑

i=1

(

y2,i −
(
a + b2 t2,i

))2 (2)<3 pts>Nota : Cette stratégie reviendrait en fait à dupliquer le deuxième jeu de donnée (on lui donne ainsi deuxfois plus d'importan
e).3(b)Pour ajuster une droite y = at + b sur un seul jeu de (N) donnés, on doit résoudre le système
{

a
∑N

i=1 t2i + b
∑N

i=1 ti =
∑N

i=1 tiyi

a
∑N

i=1 ti + bN =
∑N

i=1 yi

(3)On pourrait imaginer la stratégie itérative suivante pour résoudre notre problème. On 
onsidère qu'il n'ya qu'un seul jeu de donné dans notre 
as (i.e., un seul et même b). On utilise le système pré
édent pour avoirune première estimation de a et b1 = b2 = b. On utilise l'estimation de a obtenu et le premier jeu de donnéet le système (3) pour obtenir une estimation plus pré
ise de b1 et l'estimation de a obtenu et le deuxièmejeu de donné et le système (3) pour obtenir une estimation plus pré
ise de b2. Puis on alterne, on utilisel'estimation de b1 et le premier jeu de donné pour obtenir une estimation plus pré
ise de a (que l'on pourraitmoyenner ave
 l'estimation de b2 et le deuxième jeu de donné et le système (3)), et ainsi de suite, jusqu'à
onvergen
e. <4 pts>II. Dérivation Numérique (8 pts)En utilisant les développements de Taylor appropriés, donner l'ordre de pré
ision de 
ette approximationde dérivée
f ′′′(x0) ≈

f(x0 + 3h) − 3f(x0 + 2h) + 3f(x0 + h) − f(x0)

h3RéponseOn a les développements limités suivants
f(x0 + 3h) = f(x0) +

3h

1!
f ′(x0) +

9h2

2!
f ′′(x0) +

27h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

f(x0 + 2h) = f(x0) +
2h

1!
f ′(x0) +

4h2

2!
f ′′(x0) +

8h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)

f(x0 + h) = f(x0) +
h

1!
f ′(x0) +

h2

2!
f ′′(x0) +

h3

3!
f ′′′(x0) + O(h4)Don
, f(x0 + 3h) − 3f(x0 + 2h) + 3f(x0 + h) − f(x0) = h3f ′′′(x0) + O(h4), et don


f ′′′(x0) ≈
f(x0 + 3h) − 3f(x0 + 2h) + 3f(x0 + h) − f(x0)

h3
+ O(h)<8 pts>



III. Intégration Numérique (29 pts)Soit l'intégrale suivante
I =

∫ 2

1

f(x) dx =

∫ 2

1

x (ln x)3.75 dx (4)1. Méthode de Simpson 1/3(a) Donner une approximation du 
al
ul de 
ette intégrale en appliquant la méthode de Simpson 1/3(quadratures 
omposites) et en utilisant 4 intervalles.<5 pts>(b) Quel est le fa
teur de gain en pré
ision obtenu par 
ette méthode 
omparativement à la méthodedes Trapèzes 
omposites, on donnera une estimation ne né
éssitant pas le 
al
ul de f ′ (i.e., si
Pt est la pré
ision obtenue par une estimation à l'aide de la méthode des trapèzes 
ompositesutilisant 4 intervalles et Ps la pré
ision obtenue par la méthode de la question pré
édente, quelest le fa
teur Ps/Pt) ?)<3 pts>2. Méthode des Quadratures GaussiennesUtiliser la méthode de la quadrature Gaussienne ave
 2 termes pour 
al
uler une valeur appro
hée de

I.<5 pts>3. Méthode hybride analytique itérative/numériqueSoit I(n), l'intégrale
I(n) =

∫ 2

1

x (lnx)n dxAve
 
ette formulation, l'intégrale dont on 
her
he l'approximation est I(3.75) =
∫ 2

1
x (lnx)3.75 dx.On se propose de résoudre 
ette intégrale par une méthode analytique itérative.Cal
uler I(0) et montrer qu'il existe, en s'aidant de l'intégration par partie, une relation de ré
uren
eentre I(n) et I(n − 1) du type :

I(n) = 2(ln 2)n −
n

2
I(n − 1)Trouver le polyn�me de 
ollo
ation d'ordre 2 qui permet d'interpoler la valeur de I(3.75) à partir de

I(2), I(3) et I(4), valeurs déduites de la relation de ré
uren
e. En déduire �nalement I(3.75).<16 pts>Réponse1(a)On obtient, par la méthode de Simpson (1/3), puisque h = (2−1)
4 = 1

4

ISimpson (1/3),4 = (1/12)
(

f(1) + 4f(1.25) + 2f(1.5) + 4f(1.75) + f(2)
)

,

ISimpson (1/3),4 ≈ (1/12)
(

0 + 4(0.0045) + 2(0.0508) + 4(0.1984) + (0.5059
)

,

ISimpson (1/3),4 ≈ 0.1182642 <5 pts>1(b)



• Approximativement : Pré
ision en h2 = 1
42 pour la méthode des trapèze 
omposites et pré
isionen h4 = 1

44 pour la méthode de Simpson (1/3) 
omposites, soit un fa
teur de gain en pré
ision de h−2 =
(0.25)−2 = 16 (pour le même 
oût 
al
ulatoire).

• Plus pré
isément : Si on veut être un peu plus pré
is en prenant la 
onstante devant le h, on arriveà un fa
teur de gain en pré
ision de 180
12 × (0.25)−2 = 240 (pour le même 
oût 
al
ulatoire).<3 pts>Nota : Dans tous les 
as, puisque le 
oût 
al
ulatoire est le même, on a don
 tout intérêt à prendre laméthode de Simpson2En faisant le 
hangement de variable x = 1

2 (−t + 3) ou t = −2x + 3, <1 pt>, nous obtenons
I =

∫ 2

1

x (lnx)3.75dx

=
1

4

∫ 2

1

(−t + 3)

[

ln(−
t

2
+

3

2
)

]3.75

dt < 1.5 pts >

=
1

4
×

(

(−
√

3/3) + 3)

[

ln(−
√

3/6 +
3

2
)

]3.75

+ (
√

3/3) + 3)

[

ln(
√

3/6 +
3

2
)

]3.75
)

< 1.5 pts >

≈
1

4
× (0.0049459344 + 0.4683315828)

≈ 0.11831937 < 1 pt >3
I(0) =

∫ 2

1

xdx =
[x2

2

]2

1
= 1.5 < 2 pts >Par intégration par partie, on trouve

I(n) =

∫ 2

1

x [ln x]ndx =
[x2

2

[
lnx
]n
]2

1
−

n

2
I(n − 1)

I(n) = 2(ln 2)n −
n

2
I(n − 1) < 4 pts >On trouve ensuite

I(0) = 1.5

I(1) = 2 (ln 2) −
1

2
× 1.5 = 0.6362943611

I(2) = 2 (ln 2)2 − I(1) = 0.3246116667

I(3) = 2 [ln 2]3 − 1.5 × (I(2)) = 0.1791318039

I(4) = 2 [ln 2]4 − 2 × (I(3)) = 0.1034065894

< 4 pts >On a don

n 2 3 4

I(n) 0.3246 0.1791 0.1034

P2 = I2(n) =
(x − 3)(x − 4)

(2 − 3)(2 − 4)
× 0.3246 +

(x − 2)(x − 4)

(3 − 2)(3 − 4)
× 0.1791 +

(x − 2)(x − 3)

(4 − 2)(4 − 3)
× 0.1034

= (x − 3)(x − 4) × 0.1623− (x − 2)(x − 4) × 0.1791 + (x − 2)(x − 3) × 0.0517



<4 pts>
I2(3.75) = 0.11578125... < 2 pts >Nota : En utilisant sur mon ordinateur la méthode des Trapèzes ave
 10 milles points (en �oats) surl'intervalle [1 2], on arrive a une estimation de 0.118251.IV. Résolution d'Équation Di�érentielle (32 pts)1. Soit l'équation di�érentielle suivante

y′(t) = f(t, y(t)) =

√

y(t)

1 + t2
(5)ave
 la 
ondition initiale y0 = y(t = 0) = 1.(a) Résoudre 
ette équation di�érentielle ave
 la méthode d'Euler et ave
 un pas h = 0.2. Cal
ulerseulement y1 = y(0.2) et y2 = y(0.4) (donner les résultats en arrondissant et en gardant au moinsquatre dé
imales).<5 pts>(b) Résoudre 
ette équation di�érentielle ave
 la méthode d'Euler modi�ée et toujours ave
 un pas

h = 0.2. Cal
uler seulement y(0.2) et y(0.4), (donner aussi les résultats en arrondissant et engardant au moins trois dé
imales).<5 pts>(
) Quel serait le nom d'une méthode itérative de résolution d'équation di�érentielles qui serait aussipré
ise que la méthode dire
te (i.e., 
elle donnée par le système d'équations que l'on devrait ré-soudre pour obtenir y(0.2) et y(0.4) par la méthode des di�éren
es �nies en utilisant une di�éren
e�nie 
entrée pour approximer y′(t).<3 pts>2. Véri�er que y(t) = (k +0.5 atan(t))2 est solution de l'équation di�érentielle. Trouver k tel que y(t) soitsolution unique de l'Eq. (5).<5 pts>3. Supposons que vous ayez un algorithme permettant de résoudre numériquement une équation di�é-rentielle. Vous ne savez pas le nom de 
et algorithme ni sa pré
ision (i.e., l'ordre n de 
ette méthodenumérique). Vous désirez estimer l'ordre de pré
ision de 
et algorithme (i.e., estimer n). Dé�nir unestratégie permettant expérimentalement et fa
ilement d'estimer n. Justi�er votre réponse. Est-
e quela 
onnaissan
e de 
et ordre n vous permettra de trouver le nom de la méthode numérique de 
etalgorithme ?<5 pts>4. Mis à part le 
oût 
al
ulatoire et le fait que l'on doit amor
er la méthode d'Adams Moulton par unepro
édure de Runge Kutta du même ordre, dire quelles sont les avantages et in
onvénients majeurs dela méthode de Runge Kutta et d'Adams Moulton du même ordre.<4 pts>5. Qu'est 
e qui rend les méthodes de Runge-Kutta d'ordre 5 ou 6 si intéressantes (et don
 les plusutilisées industriellement et s
ienti�quement parlant) par rapport au méthode (de Runge Kutta) d'ordreinférieur mais aussi d'ordre supérieur ? Justi�er votre réponse.<5 pts>



Réponse1(a)Par le méthode d'Euler, la relation itérative à 
onsidérer est don
, ave
 h = 0.2 et y0 = 1

yn+1 = yn + h
( √

yn

1 + t2n

)

< 1 pt >Les valeurs de tn et yn sont données dans le tableau 
i-dessous
n tn yn

0 0.0 1.0
1 0.2 1.2
2 0.4 1.41066252

<4 pts>1(b)Par la méthode d'Euler modi�ée, on a les relations itératives suivantes
ỹn+1 = yn + h

( √
yn

1 + t2n

)

︸ ︷︷ ︸

f(tn,yn)

yn+1 = yn +
h

2

(
f(tn, yn) + f(tn+1, ỹn+1)

)Les valeurs de tn, yn et ỹn sont reportées dans le tableau 
i dessous
n tn ỹn yn

0 0.0 - 1.0
1 0.2 1.2 1.20533
2 0.4 1.4165 1.4135

<5 pts>1(
)Puisque l'approximation en di�éren
e �nie 
entrée est en O(h2), la méthode itérative qui a 
e mêmeterme d'erreur global (de 
ette méthode de di�éren
e �nie) est la méthode d'Euler modi�ée.<3 pts>2.La véri�
ation est immédiate 
ar si y(t) = (k + 0.5 atan(t))2, on a y′(t) = 1
1+t2

(k + 0.5 atan(t)). De pluson trouve immédiatement k = 1. <5 pts>Nota : On a don
 analytiquement y1 = 1.207136812, y2 = 1.4167026533.
•1• Une première stratégie possible serait de demander de résoudre numériquement une équation di�é-rentielle que l'on sait résoudre analytiquement. La 
onnaissan
e de la borne supérieure de l'erreur de 
haqueméthode nous permettrait ainsi de �deviner� son ordre de pré
ision.Mais si on veut vraiment être plus pré
is dans la résolution de 
e problème, il faut se rappeler quelorsqu'on a une méthode itérative de résolution d'équations di�érentielles en O(hn), le terme d'erreur est 2nfois plus petit lorsqu'on divise le pas h par deux.



•2• De 
e fait, une façon plus pré
ise d'estimer 
et ordre de pré
ision serait de prendre une équationdi�érentielle que l'on sait résoudre analytiquement et la résoudre numériquement pour un pas h et puis pourun pas 2h. Le rapport de l'erreur entre le 2ième et 1ième essai sera don
 2n fois plus grand ave
 n une bonneestimation de l'ordre de la méthode 
onsidérée.
•3• On peut inventer une troisième stratégie si on ne 
onnait pas la résolution analytique de l'équationdi�érentielle. Une stratégie possible pourrait être la suivante. Faire fon
tionner la méthode itérative derésolution du point initial au point �nal ave
 le plus petit pas h possible (1er essai). De 
e fait, on s'assurequ'au point �nal, il n'y a presque au
une erreure. On re
ommen
e ave
 un pas h, 1000 fois plus grand (2ièmeessai) . On 
al
ul ainsi l'erreur au point �nal. Ensuite on voit 
omment 
ette erreur évolue pour un pas h,2000 fois plus grand (3ième essai). Le rapport de l'erreur entre le 3ième et 2ième essai sera don
 2n fois plusgrand ave
 n une bonne estimation de l'ordre de la méthode 
onsidérée.<2.5 pts>Ces trois méthode nous donneraient respe
tivement une estimation assez bonne, ex
ellente et assez bonnede l'ordre de la méthode, mais pas son nom 
ar beau
oup de méthodes ont le même ordre de pré
ision.<2.5 pts>4.Ave
 Adams Moulton, on 
onnait très pré
isement, pour 
haque itération, une borne supérieure de l'erreurque l'on fait, mais on ne peut en 
ours de route, modi�er le pas de l'algorithme itératif pour tenir 
ompted'une trop grande (éventuelle) erreur. Pour Runge Kutta, on a au
un moyen pré
is de 
al
uler, à 
haqueitération, l'erreur que l'on fait (on a en fait qu'une approximation si on prend RK felberg), mais pas 
ontreon peut en 
ours de route, modi�er le pas de l'algorithme (i.e., diminuer le pas h) pour tenir 
ompte d'une(éventuelle) trop grande erreur. <4 pts>5.Ce sont 
elles qui pour une même pré
ision, ont le 
out 
al
ulatoire le plus faible et aussi 
elles pour unmême 
oût 
al
ulatoire, ont la pré
ision la plus grande (i.e., le terme d'erreur les plus petites). En résumé, ellesont don
 le 
ompromis pré
ision/
oût 
al
ulatoire les plus intéressantes, 
e qui les rend les plus populaires.<5 pts>


