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I. Moindres Carrés (34 pts)

On dispose de N mesures (ou données) expérimentales [x;,y; = y(z;)], théoriquement distribuées selon
la loi suivante

a

Ces N mesures sont entachées d’'une erreur expérimentale et on cherche, dans cet exercice, & estimer les
) )
paramétres a et b de cette loi, qui s’ajuste le mieux aux données, au sens du critére des moindres carrées.

1. (a) Donner l'expression R(a,b) appelée résidu ou écart quadratique (fonction des coefficients a et b et
des N données expérimentales x;,y; = y(x;)) qui serait minimisée par cette méthode des moindres
carreés.
<3 pts>

(b) Donner les équations normales permettant de trouver les coeflicients a et b au sens des moindres
carrés de cette loi (i.e., le systéme d’équations qui permettra ensuite de trouver les coefficients a
et b au sens des moindres carrés).
<9 pts>

(c) On consideére la méthode de Newton-Raphson pour la résolution de ce systéme de deux equations
non-linéaires & partir d’une estimation initiale (al”, bl%). On vous demande :

i. De rappeler la relation itérative de Newton-Raphson permettant d’obtenir une nouvelle esti-
mation (a1, p**1]) en fonction des N données [z;,y; = y(z;)] et d’une estimation précé-
dente (al™), b"]).
<4 pts>

ii. De donner le calcul analytique des quatres composantes de la matrice Jocobienne de la relation
itérative de Newton-Raphson précédente.
<8 pts>

iii. De donner une approximation numérique pour les quatres composantes de cette matrice
Jacobienne (permettant d’éviter le calcul analytique).
<4 pts>

2. (a) On va maintenant tenter de linéariser le probléme pour pouvoir arriver a deux équations normales
linéaires qui seraient facilement solvables par une méthode du type “pivot de Gauss”. Trouver le
changement de variables que 1’on doit considérer ici pour que les données (aprés changement de
variables) se répartissent linéairement.
<6 pts>

Réponse

Le résidu que l'on cherche & minimiser par la technique de lissage des moindres carrés est

N
2
R(a,b)zZ(yi—I_il) < 3 pts >
1 K2

1=

Trouver les coefficients a et b au sens des moindres carrés, c’est trouver a et b pour que R(a,b) soit

minimal, c’est a dire tel que % =0et % = 0. La dérivation par rapport au paramétre a donne :
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L’équation normale qui se déduit de aRaa ) — 0 est donc
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La dérivation par rapport au parameétre b donne
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L’équation normale qui se déduit de GROZ ) — 0 est donc
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Nous trouvons donc le systéme d’équations normales suivantes
Fi(a,b) = a¥l Y Gl =
1@, 0) = 42 i—1 (7102 +b)2 i=1 (z,40)
N i _
Fy(a,b) = a0, oo — Yo Gl =

<9 pts>

La relation itérative de Newton-Raphson, permettant d’obtenir une nouvelle estimation (a**1, pl*+1),
en fonction des N données [z;,y; = y(z;)] et d’une estimation précédente (al™, b)) s’écrit

n n OF" a[n]7b["] OF, a[n])b[n] -1 n "
a[ +1] B a[ ] B 1(8(1[71] ) 1(6b[n] ) . Fl (a[ ]7 b[ ])
pln+1] o pinl O (a™ b)) aF(al™ plM) 7 (a["], b[”])

Oaln] obln]

ou en fonction de R(a,b), de fagon équivalente

—1
a[n+1] a/[’ﬂ] 82R(a[n n]) 82R(a[n n]) aR(a[n]ﬁb[n])
_ _ da? 0bda . da
plnt+1] pln] 22 R(a™ by 92 R(al™ pM) AR(al™ pl"])

dadb ob? ab

<4 pts>

On a donc trois dérivés partielles & calculer pour construire analytiquement la matrice Jacobienne

OF1(a,b) _ 9?R(a,h)\ _ N 1
19(1 (_ da? ) - Zi:l (zi+b)?

OF>(a,b) _ 9*R(ah)\ _ N 1 N Yi
55 (— b2 ) =-3a).,0, @ror T 230 (m;ib)a

OFi(ab) _ 9Fs(ab) _ 9%R(ab) _ 9°R(a,b)\ _ N vi N 1
ab da = Hadt - = “dwva ) = 2ui=1 (@:+0)2 203y [CIEOE

<8 pts>



En utilisant une simple approximation numérique du premier ordre, on évite d’avoir recours a un calcul
analytique (avec e petit mais supérieur a l’epsilon machine)

OFy(a,b) _ Fi(ate,b)—Fi(a,b)
da - €

OF3(a,b) _ Fi(a,bte)—Fs(a,b)
ab - €

OF1(a,b) _ Fi(a,bte)—Fi(a,b)
ab - €

<4 pts>

On doit simplement considérer le changement de variable z = 1/y, en effet

B a
vy = T +b

1 x+b 1 b
y  a a ' a
z = Ax+B

qui nous conduit & la distribution linéaire des données [z;, z(z;) = z;] avec les paramétres (A, B)
avec A=1et B=2.
<6 pts>

Nota : On peut souligner toutefois qu’il y a une différence en fait entre ces deux méthodes des moindres
carrées. La premiére réalise une régression des moindres carrés en y et Pautre en 1/y. Dans le deuxiéme cas,
on se rameéne 4 une linéarité (et donc a des équations normales facilement solubles) mais avec un changement
de variables et toute transformation (comme ce changement de variables) se fait au prix d’une modification
de la structure des erreurs. Ainsi le résidu dans les deux cas est différent bien que le critére de régression (les
moindre carrés) soit identique dans les deux cas.

II. Interpolation (21 pts)

1

soit flx) = T2

1. Déterminer le polynome P(x) de Lagrange basé sur les points d’abscisse 29 = 0, z1 = 1 et a2 = 2.
<5 pts>

2. Evaluer une borne supérieure de Perreur d’iterpolation faite lorsqu’on utilise ce polynome de Lagrange,
calculé précedemment, pour interpoler en xy = 0.5, calculer et comparer cette borne supérieure d’erreur
a Perreur (d’interpolation) exacte.
<8 pts>

3. Préciser si la méthode d’interpolation de Newton-Gregory est applicable dans notre exemple (justifier
pourquoi) et si oui, si l'interpolation par cette méthode en zy = 0.5 serait identique & l'interpolation
donnée précédente.
<3 pts>

4. Donner, dans le cas de la formule de Newton-Gregory, une approximation de l’erreur en utilisant la
régle du “prochain terme” (ou “next term rule”) utilisant la table des différences utilisable lorsqu’on
ne connait pas la fonction f(x) (i.e., lorsqu’on connait uniquement les valeurs de cette fonction aux
quatres points d’abscisse zo =0, 1 = 1, o0 = 2 et x5 = 3).
<5 pts>




Réponse

En utilisant donc le polynéme de collocation d’ordre deux qui passe par ces trois points, on a

Poz) — (x — 1)2(96 +2) n x(:v_; 2) " % n :E(x2— 1) " %
_ (:E—l)(x+2)_x(ac—2)+x(:v—1)
2 2 6

<5 pts>
2.]

Une borne supérieure de l’erreur d’interpolation est donnée par

n+1
17(0.5) — P,(0.5)] < ‘%

’(1/(1 +9)"

(QC—ZCo)(ZC—,Tl)(,T—ZCQ)‘ n=2, x=05 £&€l0,2]

(0.5 —0) (0.5 — 1) (0.5 — 2)’

< 11_6 ’( 1+§2)H

< 11_6 ‘(14—53)/
1

S 16 ’(14—54 ‘

= %‘(1—1—54)

< 2_0.375 (€=0)

Une valeur interpolée pour P(0.5) est donc estimée par

P(1/2) = (_1/2)2(_3/2) - (1/2)(2_3/2) n (1/2)(6_1/2) — (3/8) + (3/8) — (1/24) = 17/24

avec une erreur d’interpolation estimée a |A(P2(0.5) — f(1/2))] < 0.375
<8 pts>

Nota : On peut remarquer que dans ce cas précis, cela n’est pas une “bonne borne supérieure” d’erreur
ou dans ce cas précis, c’est ce qu’on pourait appeller une borne d’erreur assez pessimiste (i.e., d’une utilité
assez limitée) puisque, en réalité, I'erreur véritable est beaucoup plus faible dans ce cas |P»(0.5) — f(1/2)] =
[17/24 —2/3] = 1/24 ~ 0.04166. La question 4. nous permettra d’avoir une approximation et non une borne
supérieure mais qui sera beaucoup plus parlante et exploitable sans avoir besoin de calculer analytiquement
une dérivée troisiéme.

Oui, la méthode d’interpolation de Newton-Gregory est applicable car les points sont équidistants et
ordonnés et la méthode de Newton-Gregory donnerait aussi la méme valeur d’interpolation car le polynome
de Lagrange ou celui donné par la méthode de Newton Grégory est le polyndme de collocation qui est unique.
<3 pts>



En prenant donc ces trois points (équidistants et ordonnés), on doit donc calculer le tableau des différences
qui s’écrit

Le] v [ Ay [ A% [ A%

0] 1
“1/2
1|1/2 1/3
-1/6 “1/4
2| 1/3 1/12
-1/12
3| 1/4

Une approximation de lerreur E(x = 0.5) est donnée par

2)

|B(z = 0.5)| ~ ’% (~1/4)

avec le changement de variable s = (0.5 — z¢)/h = (0.5 — 0.0)/1.0 = 0.5. On obtient donc

1/ 1y 1
|E¢z__o5)yw‘fg-(—Z)‘_.EZ~4001mn5

<5 pts>

Nota : Cela est, somme toute, une bonne aproximation (comparativement a la borne d’erreur obtenue
précedement qui etait trés pessimiste et) qui a été (de plus) obtenue facilement car elle nous a éviter de
calculer analytiquement une dérivée troisiéme (cf. question 2.). De plus cette méthode, qui demande peu de
calcul, peut s’implémenter facilement sur ordinateur.

ITI. Dérivation Numeérique (20 pts)

Soit la formule d’approximation numérique suivante

F(z0) = fx) — 2f§f20) + f(z-1)

1. Retrouver cette formule numérique en utilisant la définition de base, c’est a dire la dérivation seconde
du polynoéme de collocation.
<8 pts>

2. Retrouver, pour la formule numérique centrée (i.e., pour s = 1) d’approximation de la dérivée premiére
utilisant le polynéme de collocation de degré 2, c’est & dire pour cette formule

flx) = flz—1)  fi—fa
2h 2h

f(xo) =

que le terme d’erreur est Ej(z,) = ¢ h% f(€) dans lequel h est la distance séparant deux points de
données et ¢ une variable se baladant dans l'interval contenant toute les données d’abscisses d’entrées
utilisées.

<8 pts>



3. On désire mesurer la vitesse v d’une fusée miniature dans notre atmosphére. Le physicien, avec lequel
vous travaillez, vous propose deux possibilités : la premiére consiste & recueuillir la position de la fusée
par une technique de GPS pour diférentes valeurs du temps ¢ (i.e., par exemple toute les h = 0.05
secondes) et utiliser une technique de dérivation numeérique pour trouver la vitesse pour les différentes
valeurs du temps t (car v = dx/0t) ou deuxiéme alternative, recueillir les données d’un accélérométre’
(donnant P’accélération de la fusée toute les h = 0.05 secondes) installées dans la fusée et utiliser une
technique d’intégration numérique pour trouver la vitesse pour les différentes valeurs du temps ¢ (car
la vitesse (au temps t) fo . En sachant que les données sont receuillies toute les h = 0.05
secondes dans les deux cas avec la meéme précision (des instruments de mesure), quelle technique
devrait-on privilégiée ? Justifier votre réponse.
<4 pts>

Réponse

Cette formule est centrée, elle résulte donc de la dérivation seconde d’un certain nombre de termes du
polynome de collocation P(s) pour s = 1. Le polynome de collocation P(s) s’écrit

P(s)=fo+s 1{0+QA2f +.

avec f; = f(z;) et Af; le terme de différence utilisé dans le tableaux de la méthode d’interpolation de
Newton-Gregory. En dérivant deux fois par rapport & z, en oubliant pas que 6% = % % = % %, puisque

s=(x—zp)/h.

Pls) = l(AfO fo+..)

Prs=1) = o5 (A%) = ((f1 fo) = 75 (f2 = 2 fu + fo)
@) = %(f2—2f1+f0)
f(xo) = %(f1—2 fo+f-1)  par translation d’indice

<8 pts>

2]

Pour obtenir cette borne, on doit dériver (par rapport a z) le terme d’erreur du polynéme de collocation
de degré 2 qui lui est de variable s (avec la relation s = (z — ) /h)
s 0
h3 e
() e arme]

=2 <<3> z f”’(é))

0 { s(s— 1?3!(5 -2) B3 f”’(&)} 1 N

s=

S
Q
@

1 978 —3s242s " s(s—1)(s—2) 0 ,,
= Gwml e MOl T w @] B
=0
1 3s%—6s+2 "
= Gl e
_ _l 2 pm
= 6h J7(©)

lun accélérométre a un principe de fonctionnement trés simple; une masse se déplace sous I’action de I’accélération de la

fusée en sens inverse. En reliant ce déplacement a un dispositif électrique, on obtient une valeur de 1’accélération.



<8 pts>

L’intégration numérique car celle ci, contrairement & la dérivation numérique, est moins sensible aux
erreurs numérique et & un terme d’erreur en puissance de h plus elevée (2 ordres de plus par rapport a
une méthode de dérivation numeérique). En choisissant une méthode d’intégration numeérique pour estimer
la vitesse de la fusée, on aura une estimation a la fois plus précise et plus stable (ou moins sensible) aux
différentes erreures numeériques.
<4 pts>

IV. Intégration Numérique (23 pts)

Dans cet exercie, on va reprendre le tableau de valeurs donné en page 37 du chapitre 5 (Intégration
Numeérique), je rappelle que ces données sont les suivantes

x 0.00 0.2 0.4 0.6 0.8
f(z) | 0.000 | 0.199 | 0.389 | 0.565 | 0.717

1. Utiliser la méthode de Simpson 1/3 et autant de fois que vous pouvez le principe d’extrapolation de
Richardson pour obtenir une valeur approchée de

0.8
f(z)dx
0

Donner ausssi une approximation grossiére (i.e., en O(h™), avec h, la distance entre 2 points de données,
en définissant le bon n), de l'erreur commise par cette méthode d’intégration.
<13 pts>

2. Est-ce que la méthode d’intégration précédente est plus, moins ou aussi précise que la méthode de
Romberg vue en cours (i.e., la méthode de la quadrature composite des trapézes avec la méthode d’Ex-
trapolation de Richardson appliquée autant de fois que possible) sur ce tableau de valeurs ? Pouvait-on
prévoir le résultat ? Justifier votre réponse.
<4 pts>

3. En utilisant une approximation grossiére de lerreur commise (i.e., en O(h™)), combien aurait-il fallut
de points de données pour obtenir, avec la méthode des quadratures composites des trapézes, la méme
précision que la méthode de Romberg vue en cours sur ce tableau de valeurs ?
<6 pts>

Réponse

On obtient, par la méthode de Simpson 1/3

La = (h/3) (f(o.()()) +4£(0.20) + 2(0.40) + 4£(0.60) + f(o.so)) < 3 pts >
L = (0.2/3) (0 +0.796 + 0.778 + 2.26 + 0.717)
Iy = 030344+ 0(h*) <2pts>



et en utilisant cette méme formule avec un pas h, deux fois plus grand, c’est a dire un point sur deux du
tableau de valeur

Ly = UU&(ﬂQMD+4ﬂOMU+f®8m) < 2 pts >
Lo ~ (o.4/3)(0+1.556+0.717)
Lo =~ 0.30306+0(16 h*) < 2 pts >

Ensuite, on utilise ’extrapolation de Richardson sur ces deux approximations numeérique en h?*, avec la
formule donnée en cours, pour obtenir une estimation finalement plus précise

1
Iro = ILia+ Y] (Ia— 1)

1 _
0.3034 + = (0.3034 — 0.30306)

Q

0.30342 + O(h®)
<4 pts>

Nota : Le terme d’erreur est bien en O(h%) et non pas en O(h®) et sera expliqué a la question suivante.

2]

La méthode précédente est en fait équivalente & la méthode de Romberg vue en cours et il est donc
normale que 'on trouve & la fois, la méme approximation numérique pour cette intégrale et le méme terme
d’erreur en O(hS).

En effet, on a montré en cours que l'application de la méthode d’extrapolation de Richardson sur la
méthode des Trapézes était équivalente a la méthode de Simpson 1/3. I 4 est une estimation numérique de
cette intégrale qui est donc équivalente a la méthode d’extrapolation de Richardson combinant la quadrature
composite des trapézes avec un espacement des points de données de h et de 2h. I o est équivalente & la
méthode d’extrapolation de Richardson combinant la quadrature composite des trapézes avec un espacement
des points (de données) de 2h et de 4h. L’étape suivante, c’est & dire la combinaison de I 4 et I 2 grace a
la formule d’extrapolation de Richardson en utilisant un terme d’erreur en O(h*), est identique ensuite et
conduit & une estimation dans les deux cas en O(h%) car le terme d’erreur de la méthode des quadratures
composites des trapézes ne contient que des termes de puissance pairs (cf. cours).
<4 pts>

Avec la méthode de Romberg vue en cours (ou la méthode précédente), on arrive & une précision de 'ordre
de O(h®), c’est a dire, approximativement de 0.2° = 6.4 10~°. Avec la méthode des quadratures composites
des trapézes, on a une précision de I'ordre ~ h2. Il nous faudrait donc un h, c’est & dire un espacement des
points tel que h? = 6.4 1075 pour arriver & la méme précision que la méthode de Romberg, soit h = 8-1073,
ou, puisque le domaine d’intégration est de 0.8, de 0.8/8 - 1073 = 100 points !
<6 pts>

V. Résolution d’Equation Différentielle (16 pts)

1. Soit ’équation différentielle suivante

y'(t) = f(t,y(t)) = v/t exp(y(t)) (1)

avec la condition initiale yo = y(t = 0) = 1.



(a)

Résoudre cette équation différentielle avec la méthode d’Euler et avec un pas h = 0.2. Calculer
seulement y; = y(0.2) et y2 = y(0.4) (donner les résultats en arrondissant et en gardant au moins
quatre décimales).

<5 pts>

Résoudre cette équation différentielle avec la méthode d’Euler modifiée et toujours avec un pas
h = 0.2. Calculer seulement y(0.2) et y(0.4), (donner aussi les résultats en arrondissant et en
gardant au moins trois décimales).

<5 pts>

On revient & la méthode d’Euler simple de la question (a). Donner une estimation de y(0.4) en
partant de la condition initiale yo = y(t = 0) = 1 et avec un pas h = 0.4. Combiner ensuite ce
résultat avec y(0.4) obtenue a la question (a) par la méthode d’extrapolation de Richardson pour
obtenir une estimation plus précise de y(0.4) (que l'on appellera yr(0.4)).

Est-ce que cette estimation est plus précise que y(0.4) obtenue par la méthode d’Euler modifiée
de la question (b) (avec un pas de h = 0.2) ? Justifier votre réponse.

<6 pts>

Réponse

Par le méthode d’Euler, la relation itérative & considérer est donc, avec h = 0.2 et yo =1

Ynt+1 = Yn + h( Ly - exp(yn))

<1 pt>

Les valeurs de ¢, et y, sont données dans le tableau ci-dessous
(ol tn [ o |
0| 0.0 1.0
1 0.2 1.0

2] 04| 1.1475

<4 pts>

Par la méthode d’Euler modifiée, on a les relations itératives suivantes

?]n+1 = Yn +h ( ty - eXp(yn))
[

f(tn 7yn)

<1 pt>

Yn+1 = Yn + 9 (f(tm yn) + f(tn-l-lu gn-ﬁ-l))
Les valeurs de t,,, v, et ¥, sont reportées dans le tableau ci dessous
(ol tn | 90 [ yn |
01 0.0 - 1.000

11 0.2 ] 1.000 | 1.0737
2 || 0.4 | 1.2267 | 1.2670




<4 pts>

Par le méthode d’Euler, la relation itérative a considérer est donc, avec h = 0.4 et yg =1

Yn=0.4(0.4) = y(0.0) + 0.44/0.0 - exp(y(0.0)) =1
<1 pt>

On va ensuite combiner cette estimation avec y(0.4) = 1.1475 en utilisant la formule d’extrapolation de
Richardson et en utilisant le fait que ces deux estimations sont en O(h).

1
Ylh=0.2] T+ ﬁ(y[hzo.z] ~ Yh=0.4])
= 2Yph=0.2 — Yh=0.4]
~ (2% 1.1475) — 1.0
1.295

Estimation censée étre de l'ordre de O(h?), i.e., du méme ordre de grandeur que 'erreur locale de la
méthode d’Euler modifiée associée a y(0.4) = 1.2670.

<5 pts>



