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I. Moindres Carrés (34 pts)On dispose de N mesures (ou données) expérimentales [xi, yi = y(xi)], théoriquement distribuées selonla loi suivante
y (x) =

a

x + bCes N mesures sont enta
hées d'une erreur expérimentale et on 
her
he, dans 
et exer
i
e, à estimer lesparamètres a et b de 
ette loi, qui s'ajuste le mieux aux données, au sens du 
ritère des moindres 
arrées.1. (a) Donner l'expression R(a, b) appelée résidu ou é
art quadratique (fon
tion des 
oe�
ients a et b etdes N données expérimentales xi,yi = y(xi)) qui serait minimisée par 
ette méthode des moindres
arrés.<3 pts>(b) Donner les équations normales permettant de trouver les 
oe�
ients a et b au sens des moindres
arrés de 
ette loi (i.e., le système d'équations qui permettra ensuite de trouver les 
oe�
ients aet b au sens des moindres 
arrés).<9 pts>(
) On 
onsidère la méthode de Newton-Raphson pour la résolution de 
e système de deux equationsnon-linéaires à partir d'une estimation initiale (a[0], b[0]). On vous demande :i. De rappeler la relation itérative de Newton-Raphson permettant d'obtenir une nouvelle esti-mation (a[n+1], b[n+1]), en fon
tion des N données [xi, yi = y(xi)] et d'une estimation pré
é-dente (a[n], b[n]).<4 pts>ii. De donner le 
al
ul analytique des quatres 
omposantes de la matri
e Jo
obienne de la relationitérative de Newton-Raphson pré
édente.<8 pts>iii. De donner une approximation numérique pour les quatres 
omposantes de 
ette matri
eJa
obienne (permettant d'éviter le 
al
ul analytique).<4 pts>2. (a) On va maintenant tenter de linéariser le problème pour pouvoir arriver à deux équations normaleslinéaires qui seraient fa
ilement solvables par une méthode du type �pivot de Gauss�. Trouver le
hangement de variables que l'on doit 
onsidérer i
i pour que les données (après 
hangement devariables) se répartissent linéairement.<6 pts>Réponse1(a)Le résidu que l'on 
her
he à minimiser par la te
hnique de lissage des moindres 
arrés est
R(a, b) =

N∑

i=1

(

yi −
a

xi + b

)2

< 3 pts >1(b)Trouver les 
oe�
ients a et b au sens des moindres 
arrés, 
'est trouver a et b pour que R(a, b) soitminimal, 
'est à dire tel que ∂R(a,b)
∂a

= 0 et ∂R(a,b)
∂b

= 0. La dérivation par rapport au paramètre a donne :
∂R(a, b)

∂a
= 2

N∑

i=1

(

yi −
a

xi + b

) ∂
(
yi −

a
xi+b

)

∂a
= 2

N∑

i=1

(

yi −
a

xi + b

)(

−
1

xi + b

)



L'équation normale qui se déduit de ∂R(a,b)
∂a

= 0 est don

0 = a

N∑

i=1

1

(xi + b)2
−

N∑

i=1

yi

(xi + b)La dérivation par rapport au paramètre b donne
∂R(a, b)

∂b
= 2

N∑

i=1

(

yi −
a

xi + b

) ∂
(
yi −

a
xi+b

)

∂b
= 2

N∑

i=1

(

yi −
a

xi + b

)( a

(xi + b)2

)L'équation normale qui se déduit de ∂R(a,b)
∂b

= 0 est don

0 = a

N∑

i=1

1

(xi + b)3
−

N∑

i=1

yi

(xi + b)2Nous trouvons don
 le système d'équations normales suivantes






F1(a, b) = a
∑N

i=1
1

(xi+b)2 −
∑N

i=1
yi

(xi+b) = 0

F2(a, b) = a
∑N

i=1
1

(xi+b)3 −
∑N

i=1
yi

(xi+b)2 = 0<9 pts>1(
).iLa relation itérative de Newton-Raphson, permettant d'obtenir une nouvelle estimation (a[n+1], b[n+1]),en fon
tion des N données [xi, yi = y(xi)] et d'une estimation pré
édente (a[n], b[n]) s'é
rit
(

a[n+1]

b[n+1]

)

=

(

a[n]

b[n]

)

−





∂F1(a[n],b[n])
∂a[n]

∂F1(a
[n],b[n])

∂b[n]

∂F2(a[n],b[n])
∂a[n]

∂F2(a
[n],b[n])

∂b[n]





−1

·

(

F1(a
[n], b[n])

F2(a
[n], b[n])

)ou en fon
tion de R(a, b), de façon équivalente
(

a[n+1]

b[n+1]

)

=

(

a[n]

b[n]

)

−





∂2R(a[n],b[n])
∂a2

∂2R(a[n],b[n])
∂b∂a

∂2R(a[n],b[n])
∂a∂b

∂2R(a[n],b[n])
∂b2





−1

·





∂R(a[n],b[n])
∂a

∂R(a[n],b[n])
∂b



<4 pts>1(
).iiOn a don
 trois dérivés partielles à 
al
uler pour 
onstruire analytiquement la matri
e Ja
obienne






∂F1(a,b)
∂a

(

= ∂2R(a,b)
∂a2

)

=
∑N

i=1
1

(xi+b)2

∂F2(a,b)
∂b

(

= ∂2R(a,b)
∂b2

)

= −3a
∑N

i=1
1

(xi+b)4 + 2
∑N

i=1
yi

(xi+b)3

∂F1(a,b)
∂b

= ∂F2(a,b)
∂a

(

= ∂2R(a,b)
∂a∂b

= ∂2R(a,b)
∂b∂a

)

=
∑N

i=1
yi

(xi+b)2 − 2a
∑N

i=1
1

(xi+b)3<8 pts>1(
).iii



En utilisant une simple approximation numérique du premier ordre, on évite d'avoir re
ours à un 
al
ulanalytique (ave
 ǫ petit mais supérieur à l'epsilon ma
hine)






∂F1(a,b)
∂a

= F1(a+ǫ,b)−F1(a,b)
ǫ

∂F2(a,b)
∂b

= F2(a,b+ǫ)−F2(a,b)
ǫ

∂F1(a,b)
∂b

= F1(a,b+ǫ)−F1(a,b)
ǫ<4 pts>2(a)On doit simplement 
onsidérer le 
hangement de variable z = 1/y, en e�et

y =
a

x + b
1

y
=

x + b

a
=

1

a
x +

b

a

z = Ax + Bqui nous 
onduit à la distribution linéaire des données [xi, z(xi) = zi] ave
 les paramètres (A, B)ave
 A = 1
a
et B = b

a
.<6 pts>Nota : On peut souligner toutefois qu'il y a une di�éren
e en fait entre 
es deux méthodes des moindres
arrées. La première réalise une régression des moindres 
arrés en y et l'autre en 1/y. Dans le deuxième 
as,on se ramène à une linéarité (et don
 à des équations normales fa
ilement solubles) mais ave
 un 
hangementde variables et toute transformation (
omme 
e 
hangement de variables) se fait au prix d'une modi�
ationde la stru
ture des erreurs. Ainsi le résidu dans les deux 
as est di�érent bien que le 
ritère de régression (lesmoindre 
arrés) soit identique dans les deux 
as.II. Interpolation (21 pts) soit f(x) =

1

1 + x1. Déterminer le polyn�me P (x) de Lagrange basé sur les points d'abs
isse x0 = 0, x1 = 1 et x2 = 2.<5 pts>2. Évaluer une borne supérieure de l'erreur d'iterpolation faîte lorsqu'on utilise 
e polyn�me de Lagrange,
al
ulé pré
edemment, pour interpoler en x0 = 0.5, 
al
uler et 
omparer 
ette borne supérieure d'erreurà l'erreur (d'interpolation) exa
te.<8 pts>3. Pré
iser si la méthode d'interpolation de Newton-Gregory est appli
able dans notre exemple (justi�erpourquoi) et si oui, si l'interpolation par 
ette méthode en x0 = 0.5 serait identique à l'interpolationdonnée pré
édente.<3 pts>4. Donner, dans le 
as de la formule de Newton-Gregory, une approximation de l'erreur en utilisant larègle du �pro
hain terme� (ou �next term rule�) utilisant la table des di�éren
es utilisable lorsqu'onne 
onnait pas la fon
tion f(x) (i.e., lorsqu'on 
onnait uniquement les valeurs de 
ette fon
tion auxquatres points d'abs
isse x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2 et x3 = 3).<5 pts>



Réponse1.En utilisant don
 le polyn�me de 
ollo
ation d'ordre deux qui passe par 
es trois points, on a
P2(x) =

(x − 1)(x + 2)

2
+

x(x − 2)

−1
×

1

2
+

x(x − 1)

2
×

1

3

=
(x − 1)(x + 2)

2
−

x(x − 2)

2
+

x(x − 1)

6<5 pts>2.Une borne supérieure de l'erreur d'interpolation est donnée par
∣
∣f(0.5)− P2(0.5)

∣
∣ <

∣
∣
∣
fn+1(ξ)

(n + 1) !
(x − x0) (x − x1) (x − x2)

∣
∣
∣ n = 2, x = 0.5, ξ ∈ [0, 2]

<
∣
∣
∣
(1/(1 + ξ))′′′

3 !
(0.5 − 0) (0.5 − 1) (0.5 − 2)

∣
∣
∣

<
1

16
·
∣
∣
∣

( −1

(1 + ξ)2

)
′′
∣
∣
∣

<
1

16
·
∣
∣
∣

( 2

(1 + ξ)3

)
′
∣
∣
∣

<
1

16
·
∣
∣
∣

( −6

(1 + ξ)4

)∣
∣
∣

<
3

8
·
∣
∣
∣

( 1

(1 + ξ)4

)∣
∣
∣

<
3

8
= 0.375 (ξ = 0)Une valeur interpolée pour P (0.5) est don
 estimée par

P (1/2) =
(−1/2)(−3/2)

2
−

(1/2)(−3/2)

2
+

(1/2)(−1/2)

6
= (3/8) + (3/8) − (1/24) = 17/24ave
 une erreur d'interpolation estimée à |∆(P2(0.5) − f(1/2))| ≤ 0.375<8 pts>Nota : On peut remarquer que dans 
e 
as pré
is, 
ela n'est pas une �bonne borne supérieure� d'erreurou dans 
e 
as pré
is, 
'est 
e qu'on pourait appeller une borne d'erreur assez pessimiste (i.e., d'une utilitéassez limitée) puisque, en réalité, l'erreur véritable est beau
oup plus faible dans 
e 
as |P2(0.5)− f(1/2)| =

|17/24− 2/3| = 1/24 ≈ 0.04166. La question 4. nous permettra d'avoir une approximation et non une bornesupérieure mais qui sera beau
oup plus parlante et exploitable sans avoir besoin de 
al
uler analytiquementune dérivée troisième.3.Oui, la méthode d'interpolation de Newton-Gregory est appli
able 
ar les points sont équidistants etordonnés et la méthode de Newton-Gregory donnerait aussi la même valeur d'interpolation 
ar le polyn�mede Lagrange ou 
elui donné par la méthode de Newton Grégory est le polyn�me de 
ollo
ation qui est unique.<3 pts>4.



En prenant don
 
es trois points (équidistants et ordonnés), on doit don
 
al
uler le tableau des di�éren
esqui s'é
rit
x y ∆y ∆2y ∆3y0 1 -1/21 1/2 1/3-1/6 -1/42 1/3 1/12-1/123 1/4Une approximation de l'erreur E(x = 0.5) est donnée par

|E(x = 0.5)| ≈
∣
∣
∣
s(s − 1)(s − 2)

6
(−1/4)

∣
∣
∣ave
 le 
hangement de variable s = (0.5 − x0)/h = (0.5 − 0.0)/1.0 = 0.5. On obtient don


|E(x = 0.5)| ≈
∣
∣
∣

1

16
·
(

−
1

4

)∣
∣
∣ =

1

64
≈ 0.015625<5 pts>Nota : Cela est, somme toute, une bonne aproximation (
omparativement à la borne d'erreur obtenuepré
edement qui etait très pessimiste et) qui à été (de plus) obtenue fa
ilement 
ar elle nous a éviter de
al
uler analytiquement une dérivée troisième (
f. question 2.). De plus 
ette méthode, qui demande peu de
al
ul, peut s'implémenter fa
ilement sur ordinateur.

III. Dérivation Numérique (20 pts)Soit la formule d'approximation numérique suivante
f ′′(x0) =

f(x1) − 2 f(x0) + f(x−1)

h21. Retrouver 
ette formule numérique en utilisant la dé�nition de base, 
'est à dire la dérivation se
ondedu polyn�me de 
ollo
ation.<8 pts>2. Retrouver, pour la formule numérique 
entrée (i.e., pour s = 1) d'approximation de la dérivée premièreutilisant le polyn�me de 
ollo
ation de degré 2, 
'est à dire pour 
ette formule
f ′(x0) =

f(x1) − f(x−1)

2h
=

f1 − f−1

2hque le terme d'erreur est E′

2(xo) = 1
6 h2 f ′′′(ξ) dans lequel h est la distan
e séparant deux points dedonnées et ξ une variable se baladant dans l'interval 
ontenant toute les données d'abs
isses d'entréesutilisées.<8 pts>



3. On désire mesurer la vitesse v d'une fusée miniature dans notre atmosphère. Le physi
ien, ave
 lequelvous travaillez, vous propose deux possibilités : la première 
onsiste à re
ueuillir la position de la fuséepar une te
hnique de GPS pour diférentes valeurs du temps t (i.e., par exemple toute les h = 0.05se
ondes) et utiliser une te
hnique de dérivation numérique pour trouver la vitesse pour les di�érentesvaleurs du temps t (
ar v = ∂x/∂t) ou deuxième alternative, re
ueillir les données d'un a

éléromètre1(donnant l'a

élération de la fusée toute les h = 0.05 se
ondes) installées dans la fusée et utiliser unete
hnique d'intégration numérique pour trouver la vitesse pour les di�érentes valeurs du temps t (
arla vitesse (au temps t) =
∫ t

0 a(t) dt). En sa
hant que les données sont re
euillies toute les h = 0.05se
ondes dans les deux 
as ave
 la même pré
ision (des instruments de mesure), quelle te
hniquedevrait-on privilégiée ? Justi�er votre réponse.<4 pts>Réponse1Cette formule est 
entrée, elle résulte don
 de la dérivation se
onde d'un 
ertain nombre de termes dupolyn�me de 
ollo
ation P (s) pour s = 1. Le polyn�me de 
ollo
ation P (s) s'é
rit
P (s) = f0 + s

∆f0

1!
+

s(s − 1)

2!
∆2f0 + . . .ave
 fi = f(xi) et ∆fi le terme de di�éren
e utilisé dans le tableaux de la méthode d'interpolation deNewton-Gregory. En dérivant deux fois par rapport à x, en oubliant pas que ∂

∂x
= ∂s

∂x
∂
∂s

= 1
h

∂
∂s
, puisque

s = (x − x0)/h.
P ′(s) =

1

h

(
∆f0 +

2s − 1

2
∆2f0 + . . .

)

P ′′(s = 1) =
1

h2

(
∆2f0

)
=
(
∆
(
f1 − f0

)
=

1

h2

(
f2 − 2 f1 + f0

)

f ′′(x1) =
1

h2

(
f2 − 2 f1 + f0

)

f ′′(x0) =
1

h2

(
f1 − 2 f0 + f−1

) par translation d'indi
e<8 pts>2Pour obtenir 
ette borne, on doit dériver (par rapport à x) le terme d'erreur du polyn�me de 
ollo
ationde degré 2 qui lui est de variable s (ave
 la relation s = (x − x0)/h)
E′

2 =
∂

∂x

((

s

3

)

h3 f ′′′(ξ)

)

=
1

h

∂

∂s

[ s(s − 1)(s − 2)

3!
h3 f ′′′(ξ)

]

s=1
+

[(

s

3

)

h3 ∂

∂x
f ′′′(ξ)

]

s=1

=
1

h

∂

∂s

[ s3 − 3s2 + 2s

6
h3 f ′′′(ξ)

]

s=1
+

[

s(s − 1)(s − 2)

3!

∂

∂x
f ′′′(ξ)

]

s=1
︸ ︷︷ ︸

=0

=
1

h

[ 3s2 − 6s + 2

6
h3 f ′′′(ξ)

]

s=1

= −
1

6
h2 f ′′′(ξ)1un a

éléromètre a un prin
ipe de fon
tionnement très simple ; une masse se dépla
e sous l'a
tion de l'a

élération de lafusée en sens inverse. En reliant 
e dépla
ement à un dispositif éle
trique, on obtient une valeur de l'a

élération.



<8 pts>3L'intégration numérique 
ar 
elle 
i, 
ontrairement à la dérivation numérique, est moins sensible auxerreurs numérique et à un terme d'erreur en puissan
e de h plus elevée (2 ordres de plus par rapport àune méthode de dérivation numérique). En 
hoisissant une méthode d'intégration numérique pour estimerla vitesse de la fusée, on aura une estimation à la fois plus pré
ise et plus stable (ou moins sensible) auxdi�érentes erreures numériques.<4 pts>
IV. Intégration Numérique (23 pts)Dans 
et exer
ie, on va reprendre le tableau de valeurs donné en page 37 du 
hapitre 5 (IntégrationNumérique), je rappelle que 
es données sont les suivantes

x 0.00 0.2 0.4 0.6 0.8
f(x) 0.000 0.199 0.389 0.565 0.7171. Utiliser la méthode de Simpson 1/3 et autant de fois que vous pouvez le prin
ipe d'extrapolation deRi
hardson pour obtenir une valeur appro
hée de

∫ 0.8

0

f(x) dxDonner ausssi une approximation grossière (i.e., en O(hn), ave
 h, la distan
e entre 2 points de données,en dé�nissant le bon n), de l'erreur 
ommise par 
ette méthode d'intégration.<13 pts>2. Est-
e que la méthode d'intégration pré
édente est plus, moins ou aussi pré
ise que la méthode deRomberg vue en 
ours (i.e., la méthode de la quadrature 
omposite des trapèzes ave
 la méthode d'Ex-trapolation de Ri
hardson appliquée autant de fois que possible) sur 
e tableau de valeurs ? Pouvait-onprévoir le résultat ? Justi�er votre réponse.<4 pts>3. En utilisant une approximation grossière de l'erreur 
ommise (i.e., en O(hn)), 
ombien aurait-il fallutde points de données pour obtenir, ave
 la méthode des quadratures 
omposites des trapèzes, la mêmepré
ision que la méthode de Romberg vue en 
ours sur 
e tableau de valeurs ?<6 pts>Réponse1On obtient, par la méthode de Simpson 1/3
I1,4 = (h/3)

(

f(0.00) + 4f(0.20) + 2f(0.40) + 4f(0.60) + f(0.80)
)

< 3 pts >

I1,4 = (0.2/3)
(

0 + 0.796 + 0.778 + 2.26 + 0.717
)

I1,4 = 0.3034 + O(h4) < 2 pts >



et en utilisant 
ette même formule ave
 un pas h, deux fois plus grand, 
'est à dire un point sur deux dutableau de valeur
I1,2 = (h/3)

(

f(0.00) + 4f(0.40) + f(0.80)
)

< 2 pts >

I1,2 ≈ (0.4/3)
(

0 + 1.556 + 0.717
)

I1,2 ≈ 0.30306 + O(16 h4) < 2 pts >Ensuite, on utilise l'extrapolation de Ri
hardson sur 
es deux approximations numérique en h4, ave
 laformule donnée en 
ours, pour obtenir une estimation �nalement plus pré
ise
I2,2 = I1,4 +

1

24 − 1

(
I1,4 − I1,2

)

= 0.3034 +
1

15

(
0.3034− 0.30306

)

≈ 0.30342 + O(h6)<4 pts>Nota : Le terme d'erreur est bien en O(h6) et non pas en O(h5) et sera expliqué à la question suivante.2La méthode pré
édente est en fait équivalente à la méthode de Romberg vue en 
ours et il est don
normale que l'on trouve à la fois, la même approximation numérique pour 
ette intégrale et le même termed'erreur en O(h6).En e�et, on a montré en 
ours que l'appli
ation de la méthode d'extrapolation de Ri
hardson sur laméthode des Trapèzes était équivalente à la méthode de Simpson 1/3. I1,4 est une estimation numérique de
ette intégrale qui est don
 équivalente à la méthode d'extrapolation de Ri
hardson 
ombinant la quadrature
omposite des trapèzes ave
 un espa
ement des points de données de h et de 2h. I1,2 est équivalente à laméthode d'extrapolation de Ri
hardson 
ombinant la quadrature 
omposite des trapèzes ave
 un espa
ementdes points (de données) de 2h et de 4h. L'étape suivante, 
'est à dire la 
ombinaison de I1,4 et I1,2 grâ
e àla formule d'extrapolation de Ri
hardson en utilisant un terme d'erreur en O(h4), est identique ensuite et
onduit à une estimation dans les deux 
as en O(h6) 
ar le terme d'erreur de la méthode des quadratures
omposites des trapèzes ne 
ontient que des termes de puissan
e pairs (
f. 
ours).<4 pts>3Ave
 la méthode de Romberg vue en 
ours (ou la méthode pré
édente), on arrive à une pré
ision de l'ordrede O(h6), 
'est à dire, approximativement de 0.26 = 6.4 10−5. Ave
 la méthode des quadratures 
ompositesdes trapèzes, on a une pré
ision de l'ordre ≈ h2. Il nous faudrait don
 un h, 
'est à dire un espa
ement despoints tel que h2 = 6.4 10−5 pour arriver à la même pré
ision que la méthode de Romberg, soit h = 8 · 10−3,ou, puisque le domaine d'intégration est de 0.8, de 0.8/8 · 10−3 = 100 points !<6 pts>V. Résolution d'Équation Di�érentielle (16 pts)1. Soit l'équation di�érentielle suivante
y′(t) = f(t, y(t)) =

√

t · exp(y(t)) (1)ave
 la 
ondition initiale y0 = y(t = 0) = 1.



(a) Résoudre 
ette équation di�érentielle ave
 la méthode d'Euler et ave
 un pas h = 0.2. Cal
ulerseulement y1 = y(0.2) et y2 = y(0.4) (donner les résultats en arrondissant et en gardant au moinsquatre dé
imales).<5 pts>(b) Résoudre 
ette équation di�érentielle ave
 la méthode d'Euler modi�ée et toujours ave
 un pas
h = 0.2. Cal
uler seulement y(0.2) et y(0.4), (donner aussi les résultats en arrondissant et engardant au moins trois dé
imales).<5 pts>(
) On revient à la méthode d'Euler simple de la question (a). Donner une estimation de y(0.4) enpartant de la 
ondition initiale y0 = y(t = 0) = 1 et ave
 un pas h = 0.4. Combiner ensuite 
erésultat ave
 y(0.4) obtenue à la question (a) par la méthode d'extrapolation de Ri
hardson pourobtenir une estimation plus pré
ise de y(0.4) (que l'on appellera yR(0.4)).Est-
e que 
ette estimation est plus pré
ise que y(0.4) obtenue par la méthode d'Euler modi�éede la question (b) (ave
 un pas de h = 0.2) ? Justi�er votre réponse.<6 pts>Réponse1(a)Par le méthode d'Euler, la relation itérative à 
onsidérer est don
, ave
 h = 0.2 et y0 = 1

yn+1 = yn + h
(√

tn · exp(yn)
)<1 pt>Les valeurs de tn et yn sont données dans le tableau 
i-dessous

n tn yn

0 0.0 1.0
1 0.2 1.0
2 0.4 1.1475<4 pts>1(b)Par la méthode d'Euler modi�ée, on a les relations itératives suivantes

ỹn+1 = yn + h
(√

tn · exp(yn)
)

︸ ︷︷ ︸

f(tn,yn)

yn+1 = yn +
h

2

(
f(tn, yn) + f(tn+1, ỹn+1)

)<1 pt>Les valeurs de tn, yn et ỹn sont reportées dans le tableau 
i dessous
n tn ỹn yn

0 0.0 - 1.000
1 0.2 1.000 1.0737
2 0.4 1.2267 1.2670



<4 pts>1(
)Par le méthode d'Euler, la relation itérative à 
onsidérer est don
, ave
 h = 0.4 et y0 = 1

yh=0.4(0.4) = y(0.0) + 0.4
√

0.0 · exp(y(0.0)) = 1<1 pt>On va ensuite 
ombiner 
ette estimation ave
 y(0.4) = 1.1475 en utilisant la formule d'extrapolation deRi
hardson et en utilisant le fait que 
es deux estimations sont en O(h).
yR(0.4) = y[h=0.2] +

1

21 − 1
(y[h=0.2] − y[h=0.4])

= 2 y[h=0.2] − y[h=0.4]

≈ (2 × 1.1475)− 1.0

≈ 1.295Estimation 
ensée être de l'ordre de O(h2), i.e., du même ordre de grandeur que l'erreur lo
ale de laméthode d'Euler modi�ée asso
iée à y(0.4) = 1.2670.<5 pts>


