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I. Moindres Carrés (36 pts)On dispose de N mesures (ou données) expérimentales [xi, yi = y(xi)], théoriquement distribuées selonla loi Gaussienne (de paramètre [A, µ, σ]) suivante :
y (x) = A exp

(

− (x − µ)2

2 σ2

)Ces N mesures sont entahées d'une erreur expérimentale et on herhe, dans et exerie, à estimer lesparamètres A, µ et σ de ette loi, qui s'ajuste le mieux aux données, au sens du ritère des moindres arrées.1. (a) Pour simpli�er la résolution de e problème d'estimation au sens des moindres arrées, on va sebaser sur le fait qu'une fontion Gaussienne est l'exponentielle d'une fontion quadratique, etainsi se ramener, par hangement de variable, à de nouvelles données herhant à s'ajuster à unpolyn�me d'ordre 2, d'équation : a + bx + cx2.Montrer que le hangement de variable [xi, yi] → [xi, ln(yi)] (i.e., yi en ln(yi)) permet ela etexprimer ensuite les paramètres (a, b, c) de ette quadratique en fontion des paramètres (A, µ, σ2)de la Gaussienne.<6 pts>(b) En supposant que l'on fasse le hangement de variable de la question préédente, donner l'ex-pression du résidu R(a, b, c) (ou éart quadratique) qui serait minimisée par ette méthode desmoindres arrés.<3 pts>() Donner les équations normales permettant de trouver les oe�ients a b et c.<5 pts>(d) Trouver les oe�ients a b et c en utilisant les données suivantes :<8 pts>
xi 0 0.5 1.0 2.5
yi 1 7.4 7.4 1(e) En déduire les paramètre A, µ et σ2 de la Gaussienne.<5 pts>2. Si les données sont entahées d'un bruit additif aléatoire, les données assoiées à de faible valeurs ouamplitudes auront une erreur relative plus grande que les autres et ontribueront plus dans le alul durésidu (et don dans l'estimation �nale des paramètres) que les autres données. Au ontraire, donnerune plus grande importane aux plus fortes valeurs de yi est souvent préféré par les statistiiens quisavent que les plus fortes valeurs de y sont aussi (souvent) les mesures qui sont les plus �ables (i.e., lesmoins entahées d'erreurs de mesure) et dont il est préférables d'aorder une plus grande importane(i.e., on�ane) dans le proessus d'interpolation.Pour aorder une plus grande importane (i.e., on�ane) au plus forte valeurs de yi dans le proessusd'interpolation, une possibilité onsiste à rede�nir la fontion d'erreur ou de résidue en remplaanthaque erreur

ei = [ln(yi) − (a + bxi + cx2
i )] par ei = yi[ln(yi) − (a + bxi + cx2

i )]On obtient ainsi, e que l'on appelle, une estimation au sens des moindres arrées pondérés (ii pondéréspar les plus fortes valeurs de yi qui sont moins entahées de bruit).(a) Ave ette nouvelle dé�nition de l'erreur et don du residu, trouver les nouvelles équations normales(pondérées) permettant d'estimer les paramètres (a, b, c) au sens des moindres arrées pondérés(ne pas résoudre es équations).<10 pts>



Réponse1(a)Si les N mesures expérimentales [xi, yi = y(xi)] sont distribuées selon une loi Gaussienne d'équation
y (x) = A exp

(

− (x−µ)2

2 σ2

), alors, les N nouvelles données [xi, ln(yi)] sont distribuées selon
ln(y) = ln(A) +

−(x − µ)2

2 σ2
=
(

ln(A) − µ2

2 σ2

)

︸ ︷︷ ︸

a

+
( µ

σ2

)

︸ ︷︷ ︸

b

x +
(

− 1

2 σ2

)

︸ ︷︷ ︸

c

x2 = a + bx + cx2<6 pts>1(b)Après hangement de variable, le résidu que l'on herhera à minimiser par ette tehnique des moindresarrés est
R(a, b, c) =

N∑

i=1

(

ln(yi) − (a + b xi + c x2
i )
)2

< 3 pts >Nota : Ce résidu est légèrement di�érent de elui que l'on aurait érit avant le hangement de variable,'est à dire
R◦(A, µ, σ) =

N∑

i=1

ǫ2i =

N∑

i=1

[

yi − A exp
(

− (xi − µ)2

2 σ2

)]2ar tout hangement de variable entraine une modi�ation de l'erreur ǫi ou une modi�ation de poids dehaque ouple (xi, yi) dans la somme des arrées des résidus.1()Les paramètres (a, b, c) sont solution des équations normales ou du système matriiel suivant (f. ours) :
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< 5 pts >1(d)Ave le hangement de variable, on trouve les données suivantes
xi 0 0.5 1 2.5

ln yi 0 2.0 2.0 0
<2 pts>et le système d'équations linéaires suivantes :
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 < 2 pts >



puis par deux opérations élémentaires ; R2 = R2 − 4
4R1 et R3 = R3 − 7.5

4 R1 ; on obtient





4 4 7.5
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0 9.25 26.0625
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puis par l'opérations élémentaire R3 = R3 − 9.25

3.5 R2), on obtient
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0 3.5 9.25
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4

−1

−2.357




Ce qui nous permet d'obtenir, par substitution arrière, c ≈ −1.45856 , puis 3.5b+9.25×−1.45856 = −1,i.e., b = 3.56906 et 4a + 4 × 3.56906 + 7.5 ×−1.45856 = 4 , i.e., a = 0.16575 .<4 pts>1(e)En utilisant le fait que 





a = ln(A) − µ2

2 σ2

b = µ
σ2

c = − 1
2 σ2On obtient failement, d'abord µ = −b/2c, puis σ =

√

−1/2c et en�n A = exp(a − b2

4c )<3 pts> Ce qui permet d'obtenir numériquement : 





A = 10.475
µ = 1.22
σ = 0.585<2 pts>2.(a)Le nouveau résidu (pondéré) devient

R(a, b, c) =

N∑

i=1

(

yi

[
ln(yi) − (a + b xi + c x2

i )
])2

=

N∑

i=1

y2
i

[
ln(yi) − (a + b xi + c x2

i )
]2Trouver les oe�ients a, b et c au sens des moindres arrés, 'est trouver a, b et c pour que R(a, b, c) soitminimal, 'est à dire tel que ∂R(a,b,c)

∂a = 0, ∂R(a,b,c)
∂b = 0 et ∂R(a,b,c)

∂c = 0. La dérivation par rapport a haundes trois paramètres donne les nouvelles équations normales ou le système matriiel suivant :
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< 10 pts >Nota : Numériquement,





111.52 84.64 74.7

84.64 74.7 77.23

74.7 77.23 97.245
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219.04

164.28

136.9








Ce qui nous permet d'obtenir, par substitution arrière, c ≈ −0.95180, b = 1.68064 et a = 1.32613. On obtientensuite µ = 0.882874, σ = 0.72479 et A = 7.909.Dans notre as partiulier où on a que quatre points ( ! !), voii la representation de la Gaussienne qui s'ajustele mieux aux données, au sens des moindre arré (least square) en rouge, et elle qui s'ajuste le mieux auxdonnées au sens des moindre arré pondéré (weighted least square) en verte.
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On voit que la deuxième méthode (ourbe verte) va donner plus d'importane aux données qui ont uneamplitude élevée omparativement à la première méthode (ourbe rouge).II. Interpolation (20 pts)1. Trouver, en utilisant la formule de Lagrange, une interpolation de √
105 en utilisant la onnaissanedes points suivants

xk 81 100 121
yk =

√
xk 9 10 11<7 pts>2. Trouver ensuite une borne supérieure de l'erreur d'interpolation assoiée à ette estimation et le nombrede se orrespondant à ette estimation.<6 pts>3. Trouver une approximation de √

105 ave un developpement limité de la fontion √
x au voisinage de

100 au premier ordre. Donner une borne supérieure de ette estimation.<7 pts>Réponse1.En utilisant don le polyn�me de olloation d'ordre deux qui passe par es trois points, on a
P2(x) =

(x − 100)(x − 121)

(−19)(−40)
× 9 +

(x − 81)(x − 121)

(19)(−21)
× 10 +

(x − 81)(x − 100)

(40)(21)
× 11

= (x − 100)(x − 121) × 0.01184 + (x − 81)(x − 121)×−0.02506 + (x − 81)(x − 100)× 0.013095<5 pts>Une valeur interpolée pour √105 est (en gardant inq hi�res après la virgule) don estimée par
√

105 ≈ (5 ×−16 × 0.01184) + (24 ×−16 ×−0.02506) + (24 × 5 × 0.01309)

≈ −0.947368 + 9.62406 + 1.5714 ≈ 10.24809



<2 pts>2.La dérivé de x1/2 est 1/2 x−1/2, sa dérivé seonde est −1/4 x−3/2 et sa dérivé troisième est 3/8x−5/2. Uneborne supérieure de l'erreur d'interpolation est don donnée par (f. ours)
∣
∣
√

105 − P2(105)
∣
∣ <

∣
∣
∣
fn+1(ξ)

(n + 1) !
(x − 81) (x − 100) (x − 121)

∣
∣
∣ ξ ∈ [81, 121]

<
∣
∣
∣
3/8 ξ−5/2

3 !
(24) (5) (−16)

∣
∣
∣

<
∣
∣
∣
3/8 (81)−5/2

3 !
(24) (5) (−16)

∣
∣
∣

/ 0.0020<5 pts>On a 0.0020 < 0.5 × 10−2 don deux se dans l'estimation de √
105 ≈ 10.248<1 pt>Nota : A omparer ave la vraie valeur √105 ≈ 10.246950773.En utilisant un développement limité d'ordre un (n = 1) au voisinage de a = 100 pour trouver uneapproximation de la valeur de la fontion f(x) en x = 105, on a (f. ours)

f(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + R(x, a) ave R(x, a) =
(x − a)(n+1)

(n + 1)!C'est à dire numériquement
√

105 =
√

100 +
1

2
√

100
× (105 − 100) + R(x = 105, a = 100)

= 10.25 + R(x = 105, a = 100)<4 pts>soit 10.25 omme approximation ave omme borne supérieure d'erreur de ette approximation linéaire
R(x = 105, a = 100) =

(x − a)n+1

(n + 1)!
fn+1(ξ) ave ξ ∈ [81, 121]C'est à dire numériquement

(x − a)n+1

(n + 1)!
fn+1(ξ) (ave ξ ∈ [81, 121]) =

(105 − 100)2

(2)!
(1/4)(81)−3/2 ≈ 0.0043<3 pts>III. Intégration Numérique (39 pts)Soit l'intégrale suivante

I =

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

x10

x + 5
dx (1)



1. Méthode de Simpson 1/3(a) Donner une approximation du alul de ette intégrale en appliquant la méthode de Simpson 1/3(quadratures omposites) et en utilisant 4 intervalles.<6 pts>(b) Quel est le fateur de gain ou de perte en préision obtenu par ette méthode omparativement àla méthode de Simpson 3/8, quadrature simple. On donnera une estimation ne nééssitant pas lealul de f ′<4 pts>2. Méthode des Quadratures GaussiennesUtiliser la méthode de la quadrature Gaussienne ave 2 termes pour aluler une valeur approhée de
I.<7 pts>3. Méthode hybride analytique itérative/numériqueSoit I(n), l'intégrale

I(n) =

∫ 1

0

xn

x + 5
dxAve ette formulation, l'intégrale dont on herhe l'approximation est I(10) =

∫ 1

0
x10

x+5 dx.(a) On se propose maintenant de résoudre ette intégrale par une méthode analytique itérative. Mon-trer qu'il existe, pour ette intégrale, une relation de réurene entre I(n) et I(n − 1) du type :<5 pts>
I(n) + 5I(n − 1) =

1

nOn se propose de montrer dans et exerie e que vous avez onstatez en Travaux Pratique, i.e.,que la relation de réurene inverse (i.e., I(n) = g[I(n + 1)]) est beauoup plus stable que larelation de réurene direte (i.e., elle partant de I0, et qui alule I1, I2, et.).(b) Rappeler e qu'est la stabilité pour un algorithme numérique itératif.<3 pts>() Retrouver la relation itérative inverse I(n) = g(I(n + 1)).<4 pts>(d) En onsidérant qu'à haque étape de ette relation itérative inverse, on devra prendre en ompte lapropagation des erreurs générées par la fontion g(x) ; montrer que ette relation itérative inverseonduit à un alul itératif stable, ontrairement à la relation itérative utilisée dans le sens direte(de la question (a)).<8 pts>(e) En onsidérant que l'on prenne la relation itérative inverse dont on a montré à la question pré-édente qu'elle était plus stable numériquement. Quelle valeur pourrait on prendre pour amorerette relation itérative inverse ?<2 pts>Réponse1(a)On obtient, par la méthode de Simpson (1/3), puisque h = (1−0)
4 = 1

4 (pour 4 intervalles, i.e., pour inqpoints équirépartis entre les bornes [0, 1] d'intégration)



ISimpson (1/3),4 = (1/12)
(

f(0) + 4f(0.25) + 2f(0.5) + 4f(0.75) + f(1)
)

,

ISimpson (1/3),4 ≈ (1/12)
(

0 + 4(1.8165× 10−7) + 2(1.7756× 10−4) + 4(9.7936× 10−3) + (0.1667
)

,

ISimpson (1/3),4 ≈ 0.01719<6 pts>1(b)
• Approximativement : Une quadrature simple pour la méthode de Simpson 3/8 nééssite 3 intervallesentre [0, 1], don un pas de h = 1/3 et une préision en h5 = 1

35 . On a de plus une préision en h4 = 1
44 pourla méthode de Simpson (1/3) omposites. Comme 44 > 35, on a don un léger fateur de gain en préisionpour la méthode de Simpson 1/3 omposite utilisant 4 intervalles de (44/35) ≈ 1.05.<4 pts>Nota : Si on veut être un peu plus préis en prenant la onstante devant le h, on arrive à un fateur degain en préision de 3/80

1/180 × (44/35) ≈ 7.2En faisant le hangement de variable x = 1
2 (t + 1) ou t = 2x − 1, (dx = (1/2)dt), <1 pt>nous obtenons

I =

∫ 1

0

x10

x + 5
dx

=
1

2
· 1

1024

∫ 1

−1

(t + 1)10

[(t + 1)/2] + 5
dt < 2 pts >

=
1

2048
×
(
(

(−
√

3
3 ) + 1

)10

[(−
√

3
3 + 1)/2] + 5

+

(

(
√

3
3 ) + 1

)10

[(
√

3
3 + 1)/2] + 5

)

< 2 pts >

≈ 0.0160 < 2 pts >3(a)Par simple alul, on trouve
I(n) + 5 I(n − 1) =

∫ 1

0

xn + 5 xn−1

x + 5
dx =

∫ 1

0

xn−1(x + 5)

x + 5
dx =

∫ 1

0

xn−1 dx =
[xn

n

]1

0
=

1

n<5 pts>3(b)Un algorithme est numériquement stable si une erreur, une fois générée, ne roît pas trop durant le alulitératif. Autrement dit, un algorithme (itératif) est numériquement stable si il n'est pas trop sensible oun'ampli�e pas trop les erreurs numériques et si (en onséquene) l'algorithme onverge �nalement vers unrésultat qui sera entahé d'une erreur numérique du même ordre de grandeur que l'erreur qui entahe lesdonnées initiales. Dans le as ontraire, un algorithme itératif instable divergera à ause d'une trop grandeampli�ation des erreurs.<3 pts>3()
I(n) + 5 I(n − 1) =

1

n
⇔ 5 I(n − 1) =

1

n
− I(n) ⇔ I(n − 1) =

1

5n
− I(n)

5et par translation d'indie : I(n) =
1

5(n + 1)
− I(n + 1)

5



<4 pts>3(d)En onsidérant la relation itérative direte et haque étape de ette suite itérative omme le résultat dela fontion gn(x) = 1
n − 5 x, et en estimant la propagation d'erreur donnée par l'approximation de Taylor dela fontion gn au premier ordre, on a :

∆gn(x) = | − 5|∆xSoit une ampli�ation d'erreur par un fateur 5 à haque itération de ette suite ! et don l'erreur initialesur I0 (i.e., ∆I0) est propagée à toute les itérations de ette suite et par umul d'erreurs :
∆In = 5∆In−1 = 52∆In−2 = . . . = 5n∆I0 jusqu'à une instabilité omplète !En utilisant la relation itérative inverse, par ontre, à haque itération de hn(x) = 1

5(n+1) − x
5 , la propagationd'erreur de la fontion hn au premier ordre, est ∆hn(x) = |1/5|∆x, soit une atténuation d'erreur par unfateur 5 à haque itération de ette suite : ∆In = 5−1∆In+1 = 5−2∆In+2 = . . . = 5−n∆In pour unestabilité à toute épreuve (même si on part ave une valeur pour In extrêmement bruitée) !<8 pts>Nota : Cette relation itérative inverse est même auto-orretrie, si on part ave une valeur de Inexagérement fausse, voire même omplétement abérante, ette relation onvergera vers le bon résultat si lenombre d'itération reste su�sement grand.3(e)Vu que I(n) + 5I(n − 1) = 1

n , pour n assez grand on pourrait amoré ette relation itérative inverse parune valeur de I(n + 1) nulle.<2 pts>Nota : Cette relation itérative inverse auto-orretrie nous donne :si on part de I(12) = 0.0 ⊲ I(10) ≈ 0.0148484848si on part de I(13) = 0.0 ⊲ I(10) ≈ 0.0154638695si on part de I(20) = 0.0 ⊲ I(10) ≈ 0.0153675496si on part de I(10000) = 0.0 ⊲ I(10) ≈ 0.0153675504En détaillant les aluls en partant de I(13) = 0.0, on a I(13) = 0.0, I(12) = 0.0153846154, I(11) =
0.0135897436 et I(10) = 0.0154638695.On obtient en partant de I(13) = 0 (i.e., une valeur très approximée, voire fausse de I(13)), et en utilisant 3itérations de notre relation itérative inverse auto-orretrie, une exellente approximation de notre intégraleà 10−4 près !IV. Résolution d'Équation Di�érentielle (19 pts)1. Soit l'équation di�érentielle suivante

y′(t) = f(t, y(t)) =
−t

y(t)
(2)ave la ondition initiale y0 = y(t = 0) = 5.



(a) Résoudre ette équation di�érentielle ave la méthode d'Euler et ave un pas h = 0.3. Calulerseulement y1 = y(0.3) et y2 = y(0.6) (donner les résultats en arrondissant et en gardant au moinsinq déimales).<5 pts>(b) Résoudre ette équation di�érentielle ave la méthode d'Euler modi�ée et toujours ave un pas
h = 0.3. Caluler seulement y(0.3) et y(0.6), (donner aussi les résultats en arrondissant et engardant au moins quatres déimales).<5 pts>() Montrer qu'une solution analytique de l'équation di�érentielle (2) est du type y(t) =

√
K − t2 etdéterminer la onstante K en fontion des données que vous disposez.<4 pts>(d) Trouverais t-on les mêmes valeurs pour y(0.3) et y(0.6) si on utilisait la méthode du point milieuplut�t que la méthode d'Euler modi�ée ? Vous pouvez répondre à ette question sans néessaire-ment faire de aluls mais en justi�ant lairement votre réponse.<5 pts>Réponse1(a)Par le méthode d'Euler, la relation itérative à onsidérer est don, ave h = 0.3 et y0 = 5

yn+1 = yn + h
(

− tn
yn

)<1 pt>Les valeurs de tn et yn sont données dans le tableau i-dessous
n tn yn

0 0.0 5.00000
1 0.3 5.00000
2 0.6 4.98200<4 pts>1(b)Par la méthode d'Euler modi�ée, on a les relations itératives suivantes

ỹn+1 = yn + h
(

− tn
yn

)

︸ ︷︷ ︸

f(tn,yn)

et yn+1 = yn +
h

2

(
f(tn, yn) + f(tn+1, ỹn+1)

)<1 pt>Les valeurs de tn, yn et ỹn sont reportées dans le tableau i dessous
n tn ỹn yn

0 0.0 - 5.00000

1 0.2 5.00000 4.99100

2 0.4 4.97296 4.96388<4 pts>1()La véri�ation est immédiatesi y(t) =
√

K − t2 alors y′(t) = − 2 t

2
√

K − t2
= − t√

K − t2
= − t

y(t)



Il reste à déterminer la onstante K, que l'on trouve grâe aux onditions initiales données dans l'énoné
y0 = y(t = 0) = 5.

y0 = y(t = 0) = 5 =
√

K don K = 52 = 25<4 pts>Nota : On peut véri�er maintenant la préision des deux méthodes itératives préédentes en alulant lesvraies valeurs en y(0.3) et y(0.6). En e�et, on a analytiquement y(0.3) = 4.990991885 et y(0.6) = 4.963869458.1(d)Non la méthode du point milieu ne nous donnerait pas les mêmes estimations de y(0.3) et y(0.6) puisque
y(t), la fontion qui est solution de l'équation di�érentielle (2) n'est pas une quadratique. En e�et, on a vu enours que, dans le as d'une quadratique, es estimations seraient les mêmes pour une raison géométrique ;la pente au point milieu d'un interval dans lequel se trouve une quadratique quelonque (et dont le prinipede la relation itérative de la méthode du point milieu est basé ar on se déplae itérativement selon ettepente) est égal à la moyenne des pentes de la quadratique au début et à la �n de et intervalle (prinipe dudéplaement de la relation itérative de Euler modi�é).<5 pts>Nota : On aurait put le montrer expérimentalement en alulant es estimations y(0.2) et y(0.4) par laméthode du point milieu

yn+1 = yn + hf(tn+0.5, yn+0.5) = yn + h
(

− tn+0.5

ỹn+0.5

)ave ỹn+0.5 = yn +
h

2

(

− tn
yn

)On aurait trouvé :
n tn ỹ yn

0 0.0 - 5.00000
1 0.3 5.00000 4.99100
2 0.6 4.98198 4.96390


