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I. Mesure d'In
ertitude et Ampli�
ation d'Erreur (29 pts)1. Soit x une variable aproximée dont l'in
ertitude s'exprime par la 
onnaissan
e de son intervalle de
on�an
e x ∈ [a , b]. Cal
uler l'erreur relative ǫr(x) que l'on fait sur 
ette variable en fon
tion de a et
b.<5 pts>2. La fon
tion de répartition (ou fon
tion de distribution 
umulative) de la loi de distribution de Weibull(dont vous avez estimé le paramètre de forme c en TP) peut être exprimée (pour y ≥ 0) par la relation

F(y; c, α) = 1 − exp
(

− yc

αc

)On désire 
al
uler une valeur de 
ette fon
tion de répartition, et on suppose que pour les trois variablesde 
ette formule, on a les mesures approximées et les in
ertitudes suivantes :
α = 1.23 ave
 tous les 
hi�res donnés 
onsidérés 
omme signi�
atif �exa
t� (
se)
y = 1.50 ave
 une erreur relative de 1%
c ∈ [1.39 , 1.40] i.e., ′c′ est une valeur élément de 
ette intervalle de 
on�an
eOn vous demande de :(a) Exprimer, pour 
ha
une de 
es trois variables, l'in
ertitude que l'on a sur elle en la mettant sousla forme x = x⋆ ± ∆x où x⋆ et ∆x seront déterminés et en soulignant le nombre de 
hi�ressigni�
atifs �exa
t� (
se) pour x⋆.<5 pts>(b) Donner l'approximation de la valeur de 
ette fon
tion de répartition F , et l'in
ertitude sur F (i.e.,
∆F) par la méthode de propagation d'erreur (utilisant l'approximation de Taylor de la fon
tionau premier ordre)1.<10 pts>(
) Quelle est la variable qui engendre i
i le plus d'in
ertitude (ou erreur absolue) sur le résultat �nal ?Justi�er votre réponse.<3 pts>(d) Peut on utiliser la méthode de la four
hette pour obtenir 
ette in
ertitude ∆F ? Si non expliquer
lairement pourquoi et si oui, utiliser 
ette méthode (de la four
hette) pour obtenir l'in
ertituderésultante ∆F (i.e., erreur absolue sur F) que l'on obtiendrait par 
ette méthode en fon
tion de
(ymin, ymax, cmin, cmax, αmin, αmax), les bornes inf. et sup. de 
haque variable in
ertaine.<6 pts>Réponse1.

x ∈ [a , b] ⇔ x = x⋆ ± ∆x = a+b
2 ± |b−a|

2 , don
, ǫr(x) = ∆x
|x| ≈ ∆x

|x⋆| =
|b−a|

2
|a+b|

2

= |b−a|
|a+b| .

x ∈ [a , b] ⇔ ǫr(x) = |a−b|
|a+b|<5 pts>2.(b)1On se souviendra des formules de dérivée suivante : “

exp
`

u(x)
´

”

′

= u
′(x) · exp

`

u(x)
´ et `

a
x

´

′

= ln(a) · a
x



Le 
hi�re des 
entièmes �3� (de rang −2) nous permet de trouver une borne supérieure de l'erreur absolueou de l'in
ertitude que l'on a sur la variable α, i.e., ∆α = 0.5 × 10−2 et don
 d'é
rire α = 1.23 ± 0.005.<2 pts>Puisque ∆y/y = 1%, on a ∆y = 0.015 < 0.5 × 10−1, le rang du dernier 
hi�re signi�
atif est −1,
orrespondant au 
hi�re des dixième, 
e qui nous permet d'é
rire y = 1.50 ± 0.015 (ou y = 1.50 ± 0.05 en
onsidérant une borne d'in
ertitude plus large).<1 pt>Finalement, la 
onnaissan
e d'un intervalle de 
on�an
e pour la mesure de c nous permet d'é
rire ; d'unepart que la valeur approximée pour 
ette variable sera le 
entre de 
ette intervalle et d'autre part qu'uneborne supérieure de son erreur absolue est la demi largeur de 
et intervalle, i.e., ∆c = 0.005. Comme
∆c ≤ 0.5 × 10−2, 
ela nous permet aussi d'é
rire que c = 1.395 ± 0.005.<2 pts>2.(b)On a pour valeur appro
hée de F :

F⋆(y; c, α) = 1 − exp
[

−
(

1.5

1.23

)1.395]

≈ 0.73258515<2 pts>Pour 
al
uler l'in
ertitude de F , on doit 
al
uler la di�érentielle ∆F(y; c, α), et en se souvenant d'unepart que (

exp
(
u(x)

))′
= u′(x) ·exp

(
u(x)

) et (
ax

)′
= ln(a) ·ax et que les in
ertitudes numériques s'ajoutenttoujours (et ne se retran
he jamais), on a

∆F(y; c, α) = exp

(

− yc

αc

){ ∣
∣
∣
∣

cyc−1

αc

∣
∣
∣
∣
· ∆y +

∣
∣cycα−c−1

∣
∣ · ∆α +

∣
∣
∣
∣
ln

(
y

α

)(
y

α

)c∣
∣
∣
∣
· ∆c

}<6 pts>Rappelons que exp
(
− yc

αc

) à déja été 
al
ulé 
inq lignes avant (= 1 − 0.73258515 = 0.26741485) et que
∆c = ∆α = ∆ = 0.005 et ∆y = 3∆α = 3∆c = 3∆, 
al
ulé en 2.(a), on a :

∆F(y; c, α) = F⋆(y; c, α) · ∆
︸ ︷︷ ︸

1.33707425×10−3

·
{

3 ·
∣
∣
∣
∣

cyc−1

αc

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

3.679881885

+
∣
∣cycα−c−1

∣
∣

︸ ︷︷ ︸

1.495886945

+

∣
∣
∣
∣
ln

(
y

α

)

·
(

y

α

)c∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

0.2617476755

}

≈ 0.0072703633<2 pts>2.(
)Le 
al
ul pré
édent nous montre que 
'est l'impré
ision sur y qui engendre le plus d'erreur d'impré
isionsur le résultat.<3 pts>2.(d)La méthode de la four
hette peut être utilisée i
i 
ar on peut trouver les vrais bornes min et max del'intervalle de 
on�an
e de F(.) à partir des bornes min et max des intervalles de 
on�an
es asso
iés à
ha
une des variables in
ertaines (y, c, α) et par
e que, aussi F(.) est 
ontinue et monotone sur 
haqueintervalle asso
ié à 
haque mesure in
ertaine (α 6= 0). En e�et, soit [ymin, ymax], [cmin, cmax] et [αmin, αmax],les intervalles de 
on�an
es asso
iés aux variables in
ertaines (y, c, α), on a :
F(y; c, α) ∈

[

1 − exp
(

−
( ymin

αmax)cmin)

, . . . , 1 − exp
(

−
(ymax

αmin)cmax)]



Nota : Du fait que les 
onditions sont remplies pour que la méthode de la four
hette mar
he, on pourraitaussi 
al
uler numériquement les 8 bornes possibles (2 possibilités pour y soit ymin et ymax, 2 possibilitéspour α et deux possibilités pour α) et retenir parmis ses 8 bornes, la borne la plus petite et la borne la plusgrande !et l'in
ertitude d'une variable est donnée par la demi largeur de son intervalle de 
on�an
e, i.e. :
∆F(y; c, α) =

1

2

[

1 − exp
(

−
( ymin

αmax)cmin)]

−
[

1 − exp
(

−
(ymax

αmin)cmax)]<6 pts>Nota : Ave
 y ∈ [1.485, · · · , 1.515], c ∈ [1.39, · · · , 1.40] et α ∈ [1.225, · · · , 1.235], on trouve :
F ∈ [0.7252957056, · · · , 0.7398353257]i.e., F = 0.7325655157 ± ∆F ≈ 0.00726981005L'approximation et la marge d'erreure ∆F obtenue par 
ette méthode est la mème que 
elle donnée par laméthode des séries de Taylor à 10−6 près !II. Erreur en Arithmétique Flottante (31 pts)1. Expliquer pourquoi le 
al
ul numérique de 
es deux expressions(a) √

x2 + 1 − x(b) 1
1−x2 − 1

1+x2peuvent 
onduire à des problèmes d'erreurs numériques (identi�er aussi pour quelle valeur de x).Identi�er et 
iter le problème numérique asso
ié et proposer une expression équivalente qui permettraitd'éviter 
es problèmes numériques et/ou augmenter la pré
ision des 
al
uls de 
es deux expressions.<7 pts>2. On désire évaluer l'expression suivante ; f(x) = tan(x) − sin(x), pour x → 0(a) Citer le problème numérique asso
ié à l'évaluation de 
ette expression.<2 pts>(b) Montrer que f(x) peut s'é
rire de façon équivalente (ou de façon approximée quand x → 0) par
es trois expressions :i. (
1

cos(x) − 1
)
· sin(x)ii. x3

2iii. tan(x) · sin2(x)
(cos(x)+1)<4.5 pts>(
) Classer par ordre d'intérêt, i.e., du plus intéressant au moins intéressant (en termes d'erreursnumériques) 
es trois expressions équivalentes en justi�ant bien votre réponse.<4.5 pts>3. Expliquer le type de problème numérique existant dans 
e programme et proposer une 
orre
tionpossible (les éléments du tableau 1D a[.] sont remplies de petites valeurs 
omprise entre 0.01 et 0.05).

. b= 1 000 000 000 ;

. for( i=0 ; i<100 000 000 ; i++) { b += a[i℄ ; }



<5 pts>4. Donner un exemple, en arithmétique �ottante, ou :
(a + b) + c 6= a + (b + c)<3 pts>5. Dans la première question du devoir n01 (Méthode de Newton & Fra
tales), on vous demandait d'im-plémenter la relation itérative de Newton sur la fon
tion f(cMV; yi) en utilisant pour la dérivée de 
ettefon
tion une approximation du style : f ′(x) = [f(x + ǫ) − f(x)]/ǫ.Dis
uter suivant les di�érentes valeurs possibles de ǫ, toutes les erreurs numériques, mathématiquesou autres, intervenant dans 
ette approximation numérique.<5 pts>Réponse1.Dans les deux 
as, on aura un problème d'annulation de 
se (
hi�res signi�
atifs exa
tes) due à lasoustra
tion de deux nombres approximés quasi égaux. Pour éviter 
e problème, on doit é
rire 
es relations detelle façon que plus au
une soustra
tion de deux nombres in
ertains (i.e., impré
is) quasi égaux apparaissent.[-a-℄ Pour la première expression, 
ette annulation de 
se se passe lorsque x → ∞. Pour éviter 
ela, onpeut utiliser le 
onjugué de l'expression √

x2 + 1− x que l'on multiplie au numérateur et au dénominateur :
√

x2 + 1 − x =
(
√

x2 + 1 − x) (
√

x2 + 1 + x)

(
√

x2 + 1 + x)
=

1√
x2 + 1 + x<3.5 pts>Nota : pour l'expression √

x2 + 1−x, dès que x > 107, ave
 une bonne 
al
ulatri
e, je trouve (faussement)√
x2 + 1 − x = 0, alors que l'expression equivalente montre 
lairement que l'on devrait trouver 1√

x2+1+x
≈

1
2x

≈ 5 × 10−8.[-b-℄ Pour la deuxième expression, 
ette annulation de 
se se passe lorsque x → 0. Mettre 
ette expressionau même dénominateur permet d'éviter 
e problème :
1

1 − x2
− 1

1 + x2
=

(1 + x2) − (1 − x2)

(1 − x2)(1 + x2)
=

2x2

1 − x4<3.5 pts>Nota-1- : pour l'expression (b), dès que x ≤ 10−8, ave
 une bonne 
al
ulatri
e, je trouve (faussement)
1

1−x2 − 1
1+x2 = 0, alors que l'expression equivalente, i.e., 2x2

1−x4 montre 
lairement que :pour x = 10−8,
1

1 − x2
− 1

1 + x2
=

2x2

1 − x4
≈ 2 · 10−16 !!Nota-2- : Un développement limité à l'ordre 2 aurait été possible et nous aurait permis d'éviter lasoustra
tion de 
es deux nombres in
ertains :

1

1 − x2
− 1

1 + x2
≈ 1 + x2 + O(x4) − (1 − x2) + O(x4) ≈ 2x2 + O(x4)et on aurait trouvé aussi que pour x = 10−8, 1

1−x2 − 1
1+x2 ≈ 2x2 + O(x4) = 2 · 10−16, ave
 une erreureestimée à O(x4), i.e., 10−32 près !



2.[-a-℄ On aura inévitablement, dans 
e 
as, un problème d'annulation de 
se due à la soustra
tion de deuxnombres approximés quasi égaux (rappelez vous que l'ordinateur utilise les séries de Taylor, ave
 un nombre�ni de termes, pour approximer la fon
tion tan(.) et la fon
tion cos(.)).<2 pts>[-b-℄
tan(x) − sin(x) = (i.) sin(x)

( 1

cos(x)
− 1

)

≈ (ii.) x +
x3

3
+ O(x5) − x +

x3

6
+ O(x5) ≈ x3

2
+ O(x5)

= (iii.) tan(x)
(

1 − sin(x)

tan(x)

)

=
tan(x) ·

(
1 − cos(x)

)(
1 + cos(x)

)

(
1 + cos(x)

) =
tan(x) ·

(
1 − cos2(x)

)

(
1 + cos(x)

)

=
tan(x) · sin2(x)
(
1 + cos(x)

)<4.5 pts>[-
-℄
• La première expression (i.) est la moins intéressante des trois 
as, 
ar on garde le problème numérique ;à savoir la soustra
tion de deux nombres approximés quasi-égaux. Si on veut être pré
is, l'un de 
es deuxnombres seulement est approximé dans 
ette expression (le ′′1′′ à une représentation exa
te en notation�ottante), 
ontrairement à l'expression de base, dans laquelle on a la soustra
tion de deux nombres -tousles deux approximées- et quasi égaux. Cependant numériquement, 
ela reste la moins intéressante des troisexpressions.
• La deuxième expression (ii.) est un peu plus intéressante mais reste une approximation (que l'on peuttoutefois quanti�er grâ
e au terme O(x5)).
• La troisième expression est la plus intéressante ; 
'est une expression réellement équivalente pour laquelleplus au
une soustra
tion de deux nombres in
ertains quasi égaux apparaissent.<4.5 pts>3.On aura une perte de pré
ision du à l'addition de deux nombres de grandeur di�erentes (erreur dedé
alage). Pour minimiser 
e problème ; il vaut mieux faire dans 
e 
as :

. b=0 ;

. for( i=0 ; i<100 000 000 ; i++) { b += a[i℄ ; }

. b+= 1 000 000 000 ;A la sortie de la bou
le, on est sus
eptible de se retrouver ave
 une somme de ≈ 3 millions qui sera additionnéeà un milliard et qui ne posera pas le problème que pose la somme de un milliard auquel on ajoute 0.1 !<5 pts>4.Par exemple (et on peut le véri�er ave
 sa 
al
ulatri
e) :
(−1020 + 1020) + 1 (= 1) 6= −1020 + (1020 + 1) (= 0)

(a + b) + c 6= a + (b + c)<3 pts>5.



[1℄ Cette approximation est la dis
rétisation dire
te de la formule mathématique dé�nissant 
e qu'estmathématiquement une dérivée, i.e. ;
f ′(x) = lim

ǫ→0

f(x + ǫ) − f(x)

ǫIl faut don
, pour respe
ter 
ette dé�nition mathématique que ǫ soit le plus petit possible.[2℄ Cependant, si ǫ est trop petit, alors on a soit le problème numérique important de soustra
tion de deuxnombres approximés quasi-égaux et si ǫ est vraiment trop trop petit, alors il risque de se passer le problèmed'UNDERFLOW, et ǫ sera ainsi approximé (i.e., arrondi) par la ma
hine par 0 et du 
oup f ′(x) = 0/0 = NAN !En résumé, Il faut que ǫ soit assez petit pour respe
ter la dé�nition mathématique et assez grand pour nepas être trop 
onfronté au problème de soustra
tion de deux nombres approximés quasi-égaux ! (Dans tousles 
as, on aura 
ertainement aussi une erreur d'a�e
tation 
ar f(x + ǫ) et f(x) ont peu de 
han
e d'avoirune représentation exa
te).<5 pts>Nota : Con
ernant la question de 
e devoir, je vous 
onseillais la valeur ǫ = 10−5, et pour 
ette valeur,la méthode 
onverge pour une toléran
e sur x et f(x) en 5 itérations. Ave
 10−2, 10−1 et 100, on 
onvergerespe
tivement en 6, 7 et 40 itérations. Ave
 10−6, 10−7, on 
onverge respe
tivement en 6, 14 itérations etpour 10−8, on diverge ! ! !. Le 
hoix de 
ette valeur est don
 
ru
ial !III. Méthode de la Bisse
tion/Point Fixe/Newton (40 pts)1. Méthode de la Bisse
tion(a) Que pensez-vous de la suggestion suivante ?�On pourrait modi�er la méthode de la Bisse
tion pour une méthode que l'on pourrait appelertrise
tion et qui 
onsisterait à 
al
uler, pour 
haque itération, la valeur de la fon
tion f (pourlaquelle on 
her
he une ra
ine x tel que f(x) = 0) au premier tier (d'abs
isse m1) et au deuxièmetier (d'abs
isse m2) de l'intervalle [x1, . . . , x2] (qui en
adre la ra
ine à 
haque itération) et ensuiteprendre, parmis les quatres points {x1, x2, m1, m2}, le plus petit intervalle (don
 deux points) quien
adre la ra
ine (i.e., trouver xa et xb ∈ {x1, x2, m1, m2} tel que f(xa)f(xb) < 0 et |xb − xa| soitle plus petit possible).Dis
uter de la pertinen
e d'une telle méthode en 
omparaison ave
 la méthode de la Bisse
tion.<5 pts>(b) Deux méthodes numériques sont possibles pour 
al
uler le point milieu m d'un intervalle [a, b]
omme on le demande dans la méthode de la bisse
tion :i. m = (a + b)/2.0ii. m = a + (b − a)/2.0Laquelle de 
es deux méthodes est préférable et pourquoi ?<3 pts>2. Méthode du Point FixeOn se propose de trouver numériquement dans R+
⋆ une valeur appro
hée d'une des ra
ines de la fon
tion

f(x) = exp(x)
√

x − 1 (1)(a) Montrer qu'il existe une ra
ine unique r pour 
ette Eq. (1) dans l'intervalle J = [0, 1/2].<4 pts>(b) Montrer que l'équation f(x) = 0 est équivalente à gi(x) = x ave
i. g1(x) = exp(−2x)



ii. g2(x) = − ln(
√

x)iii. g3(x) = exp(x)
√

x − 1 + x<3 pts>(
) Montrer, que sur l'intervalle [a, 1/2], une seule de 
es trois suites (rn = gi(rn−1)) 
onverge versune solution unique r, quel que soit le premier terme de la suite, r0 ∈ [a, 1/2], a étant à pré
iser.<10 pts>3. Méthode de NewtonOn se propose d'utiliser la méthode de Newton sur l'équation
f(x) = 0 ⇔ x − exp(−2x) = 0(a) Donner la relation itérative rn+1 = gnewt.(rn) intervenant dans la méthode itérative de Newtonpour la résolution itérative de la ra
ine r de l'équation x − exp(−2x) = 0.<5 pts>(b) Montrer qu'ave
 r0 = 0.5, la relation itérative de Newton 
onverge.<5 pts>(
) Cal
uler les 4 premières estimées r1, . . . , r4, en partant de r0 = 0.5.<5 pts>Réponse1.(a)Contrairement à la méthode de la Bisse
tion qui, à 
haque itération, demande une seule évaluation defon
tion et qui diminue l'intervalle de re
her
he par deux à 
haque itération, 
ette méthode de la trise
tionexigerait don
 deux évaluation de fon
tion et réduirait l'intervalle de re
her
he par trois (dans le meilleurdes 
as), La 
onvergen
e de 
ette méthode est don
 toujours linéaire et seule la 
onstante assymptotique dutaux de 
onvergen
e est don
 
hangée (entre 1/2 et 1/3).Pour deux fois plus de 
out 
al
ulatoire, l'erreur ne serait réduit (dans le meilleur des 
as) que par 1/3au lieu de 1/2.Pour le même 
out 
al
ulatoire, i.e., deux évaluations de fon
tion, je preferre faire deux itérations de laméthode de la Bisse
tion et réduire l'intervale par 1/4 plut�t que par 1/3 (dans le meilleur des 
as) ave
la méthode de la trise
tion. N'étant pas pertinente, 
ela explique pourquoi la méthode de la trise
tion n'estjamais 
onsidérée et utilisée.<5 pts>1.(b)La première expression (en plus de 
omporter une opération de moins 
omparativement à la deuxième)est la plus intéeressante si on veut minimiser le problème de la soustra
tion de deux nombres approximéesquasi-égaux lorsque l'intervalle de re
her
he [a, b] devient petit. Notons aussi que le risque d'overflow dela première expression est assez négligeable 
ar l'intervalle initiale, qui se doit d'en
adrer la ra
ine, est trouvépar supervision et se veut pas trop grand.<3 pts>2.(a)L'étude des variations de la fon
tion f sur J = [0.0, 0.5] montre que la fon
tion est 
ontinue et 
roissantesur J (don
 monotone) 
ar f ′(x) = exp(x)(

√
x + 1

2
√

x
) = exp(x)(2x+1

2
√

x
) > 0 sur J .<2 pts>De plus, on a f(0) = −1 et f(0.5) ≈ 0.1658 don
 f(0)f(1) < 0 et puisque la fon
tion f est 
ontinue et
roissante sur J , il existe don
 une ra
ine r unique dans 
et intervalle.



<2 pts>2.(b)
exp(x)

√
x − 1 = 0 ⇔ exp(x)

√
x = 1 ⇔

√
x = exp(−x) ⇔ x = exp(−2x)

exp(x)
√

x − 1 = 0 ⇔ exp(x) =
1√
x

⇔ x = − ln
√

x

exp(x)
√

x − 1 = 0 ⇔ x = exp(x)
√

x − 1 + x<3 pts>2.(
)Pour la première suite rn = g1(rn−1), on a :
|g′1(x)| = | − 2 exp(−2x)| = 2 exp(−2x) < 1

exp(−2x) < 1/2 ⇔ −2x < − ln(2) ⇔ x >
ln(2)

2
≈ 0.347don
 sur [ ln(2)

2 , 1/2
], la suite semble 
ontra
tante, ave
 a = ln(2)

2 ≈ 0.347.Maintenant, on doit véri�er absolument que sur le nouveau intervalle, on en
adre toujours la ra
ine,i.e.,
f(ln(2)/2)f(1) < 0, 
e qui est vrai 
ar f(ln(2)/2) ≈ −0.168 et on a toujours f(0.5) ≈ 0.1658.<5 pts>Pour la deuxième suite rn = g2(rn−1), on a |g′2(x)| = |

1

2
√

x√
x
| = |1/2x| > 1 sur J =]a, 1/2] (ave
 a > 0)don
 la suite n'est pas 
ontra
tante.<2.5 pts>Pour la troisième suite rn = g3(rn−1), on a |g′3(x)| = | exp(x)(2x+1

2
√

x
) + 1| (la première partie à été déjà
al
ulée en 2.(a)) sur J =]a, 1/2] (ave
 a > 0) don
 la suite n'est pas 
ontra
tante.<2.5 pts>Nota -1- : Le mieux dans 
e type de question est d'essayer la suite itérative en question ave
 sa 
al
ulatri
epour se 
onvain
re de la 
onvergen
e ou non de la suite. Ave
 une 
al
ulatri
e CASIO, par exemple, la premièresuite itérative se programme fa
ilement en a�
hant 0.5 puis EXE puis en a�
hant exp(−2 ANS ), 
haqueappel à la tou
he EXE nous permet d'avoir une itération de la suite (
f. Nota-2-).Ainsi pour la deuxième suite, on s'aper
oit que l'on a un problème puisque en 
ommen
ant ave
 r0 = 0.5,la se
onde valeur donné à la ra
ine 
arrée sera négative et don
, r1 ne pourra même pas se 
al
uler ; la suiteest don
 for
ement divergente ! et la troisième suite aussi 
ar 
elle-
i nous donne l∞ au bout de 
inq termeset sort très vite de l'intervalle 
onsidéré [0; 1/2] à la deuxième itération !Nota -2- : Ave
 la première suite itérative dont la 
onvergen
e est assurée par la méthode du point �xesur [ ln(2)

2 , 1/2
], la 
onvergen
e sera très lente, 
ar la 
onvergen
e de la méthode du point �xe est linéaire,de type |en| = |C| · |en−1| ave
 C = g′1(r) pour r ∈ [0.347, 0.5] et une valeur de 
onstante assymptotique quisera au mieux (i.e., la plus petite, pour assurer une 
onvergen
e la plus rapide) possible égale à C = g′1(r =

0.5) = 0.735. La dé
roissan
e sera dons très lente !.En partant de r0 = 0.4, on a, rn = g1(rn−1) et :



r1 = 0.4493289641

r2 = 0.4071156717

r3 = 0.4429796958

. . . = . . .

r20 = 0.4252049062

r21 = 0.4272398079

. . . = . . .

r127 = 0.426302751Sur ma 
al
ulatri
e, l'estimation se stabilise à partie de r127 = 0.426302751 ! ! !3.(a)La fon
tion f(x) est dérivable sur R et la méthode itérative de Newton permet d'é
rire :
rn+1 = rn − f(rn)

f ′(rn)
= rn − rn − exp(−2rn)

1 + 2 exp(−2rn)
=

exp(−2rn)(1 + 2rn)

1 + 2 exp(−2rn)<5 pts>3.(b)Dans 
e 
as, le plus simple est de montrer que la fon
tion f(x), sur l'intervale J = [0, 1/2] (intervale danslequel on prendra r0 = 0.5 et dans lequel une ra
ine unique s'y trouve) ne présente pas d'extrema, i.e., devaleurs pour laquelle, f ′(x) s'annule.Dans notre 
as, f(x) = x − exp(−2x) = 0 et f ′(x) = 1 + 2 exp(−2x) > 0, toujours positif sur J don
au
un problème !<5 pts>Nota : Il aurait été beau
oup moins fa
ile de démontrer que 
ette suite itérative de Newton 
onvergeen 
onsidérant le fait que 
ette suite est aussi un point �xe du type rn = gnewt.(rn−1) et que, pour que la
onvergen
e ait lieu, |g′newt.(ξ)| < 1, ∀ξ ∈ J , en e�et,
gnewt.(x) = x − x − exp(−2x)

(1 + 2 exp(−2x))
don
 g′newt.(x) =1 − (1 + 2 exp(−2x)) + 4 exp(−2x)(x − exp(−2x))

(1 + 2 exp(−2x))2

g′newt.(x) =
−4 exp(−2x)(x − exp(−2x)

(1 + 2 exp(−2x))2
=

−4(x exp(2x) − 1)

(exp(2x) + 2)2

g′newt.(x) est dé
roissante sur [0, 1/2], et g′newt.(0) = 4/9 et g′newt.(0.5) ≈ −0.064 don
 |g′(ξ)| < (4/9) < 1
∀ ξ ∈ [0, 1/2] et la suite est don
 
onvergente.3.(
)En partant de r0 = 0.5, on a, rn = gnewt.(rn−1) et :

r1 = 0.4238831152

r2 = 0.4263000539

r3 = 0.426302751

r4 = 0.426302751<5 pts>Nota : Sur ma 
al
ulatri
e, l'estimation se stabilise très rapidement, à partir de r3 = 0.426302751 ! ! (à
omparer ave
 la méthode du point �xe pré
édente qui se stabilisait à partir de r127). Cela nous indiqueaussi que la fon
tion dont on 
her
he la ra
ine est très linéaire au voisinage de la ra
ine.



IV. Interpolation (21 pts)1. Trouver, en utilisant la formule de Lagrange, une interpolation de ln(1.5) en utilisant la 
onnaissan
edes points suivants et trouver ensuite une borne supérieure de l'erreur d'interpolation asso
iée à 
etteestimation.
xk 1 2 3

yk = ln(xk) 0 ≈ 0.7 ≈ 1.1<10 pts>2. Trouver, en utilisant la formule de Newton-Gregory, une interpolation de ln(1.5) en utilisant le tableaupré
édant.<7 pts>3. En prenant pour quatrième point : [1.39 ≈ ln(4)], trouver une approximation de l'erreur de 
etteinterpolation ne né
essitant pas la 
onnaissan
e de la fon
tion f .<4 pts>Réponse1.En utilisant don
 le polyn�me de 
ollo
ation d'ordre deux qui passe par 
es trois points, on a
P2(x) =

(x − 1)(x − 3)

−1
× 0.7 +

(x − 1)(x − 2)

2
× 1.1<4 pts>Une valeur interpolée pour ln(1.5) est don
 estimée par

ln(1.5) ≈ P2(x = 1.5) ≈ 0.525 − 0.1375 ≈ 0.3875<2 pts>Une borne supérieure de l'erreur d'interpolation est donnée par (puisque f(x) = ln(x), f ′(x) = 1/x, f ′′(x) =
−1/x2, f ′′′(x) = 2/x3)

∣
∣exp(0.5) − P2(0.5)

∣
∣ <

∣
∣
∣
fn+1(ξ)

(n + 1) !
(x − x0) (x − x1) (x − x2)

∣
∣
∣ ξ ∈ [1, 3]

<
∣
∣
∣

2
ξ3

3 !
(1.5 − 1) (1.5 − 2) (1.5 − 3)

∣
∣
∣ ξ ∈ [1, 3]

<
∣
∣
∣

2
13

3 !
× 0.5 × (−0.5) × (−1.5)

∣
∣
∣

< 0.125<4 pts>2.En prenant don
 
es trois points (équidistants et ordonnés), le tableau des di�éren
es s'é
rit
x y ∆y ∆2y1 0 0.72 0.7 -0.30.43 1.1



<3 pts>On obtient le polyn�me suivant : P2(s) = 0.7s− 0.3 s (s− 1)

2<3 pts>Pour l'interpolation on trouve, puisque s = 1
h
(x − x0) = 1

1 (1.5 − 1) = 0.5

ln(1.5) ≈ P2(x = 1.5) = P (s = 0.5) ≈ 0.35 + 0.0375 = 0.3875<1 pt>Nota : On obtient la même interpolation ave
 la méthode de Lagrange et la méthode de Newton-Gregorypuisque 
es deux interpolations sont faîts à partir du polynome de 
ollo
ation d'ordre deux, unique, 
al
uléà partir des trois mêmes points.3.En 
omplétant le tableau, on a x y ∆y ∆2y ∆3y

. . . . . . . . . . . . . . .0.4 0.193 1.1 -0.110.294 1.39En utilisant toujours s = 0.5, on a une approximation de l'erreur donnée par
E2(x = 1.5) ≈ s(s − 1)(s − 2)

6
× 0.19 ≈ 0.011875<4 pts>Nota : On peut remarquer que l'approximation de l'erreur donnée par la méthode de Newton-Gregoryest très bonne | ln(1.5) − 0.3875| = 0.017965109 ≈ E2(x = 1.5) = 0.011875.


