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I. Moindres Carrés (47 pts)

On dispose de deux ensembles de données (ou couples d’observations), notés respectivement (x; j, yi ;)
On désigne ces couples d’observations avec un double indice. Le premier indice j désigne le groupe; il vaut
donc 1 ou 2. Le second indice 7 désigne le rang de l'observation dans le groupe et varie de 1 & ny dans le
premier groupe et de 1 & no dans le deuxiéme groupe. En résumé, on dispose donc des données suivantes :

Lo(@15 5 Yii)i=t,...on: 2. (2,05 Y2,i)i=1,...,m0

Dans notre exemple numérique, ny = 5 et no = 4, et les données sont résumées dans les deux tableaux
ci-dessous :

T4 0 2 4 6 8 2,4 3 4 5 6
Y1 = U1 (:vl,i) 3 10 | 29 | 43 | 49 Y2,i = yg(xg)i) 33 | 41 41 47

On sait que ces deux jeux de donnés doivent se distribuer selon deux droites ayant la méme pente mais pas
la méme ordonnée a 'origine. C’est-a-dire que ’on doit ajuster simultanément les deux relations suivantes :

Y1 =a1 +bxi, et Yo, = a2 +bxa;

qui dépendent donc de trois paramétres, i.e., le paramétre b qui est la pente commune de ces deux droites
(paralléles) et les paramétres a; et as qui sont respectivement les deux ordonnées a l'origine de ces deux
droites.

Une facon d’estimer, au sens des moindres carrés, ces trois paramétres est de considérer le résidu ou écart
quadratique suivant :

ni n2
R(ai,az2,b) = Z(yl,i — (a1 + b$1,i))2 + Z(ym — (az + b$2,i))2 (1)
i=1 i=1

qui devra étre minimisé par cette méthode des moindres carrés.

1. (a) Donner les équations normales permettant de trouver les coefficients a1, as, b, qui minimisent
IEq. (1) par la méthode algébrique (i.e., la méthode utilisant les dérivés).
<12 pts>
(b) Reésoudre le systéme d’équations donné par les équations normales précédentes.
On pourra utiliser le tableau suivant dans lequel certaines/toutes de ses égalités vous permettront
de sauver du temps de calcul pour la résolution de cette question.

<8 pts>
Zzl:ll 1, = 20 Z?:Ql T2, = 18
2y =134 Y, i = 162
2 n; 2 n;
=1 ity @7 = 206 D=1 2it1 Tyl = 1536

2. (a) On va maintenant tenter de résoudre ce probléme d’ajustement de courbe au sens des moindres
carrées en identifiant la solution de notre probléme (i.e., le vecteur solution z = (a; aa b)?)
comme étant la solution d’un systéme sur-dimensionné d’équations linéaires A x = b dont les



coefficients (de b) sont entachés de bruit.
Dans ce but, trouver la matrice A, associée & un systéme surdéterminé d’équations.

<6 pts>
(b) Exprimer le vecteur solution z = (a1 az b)?, en écrivant sous la forme :
Y1
r =B y.2
YN

dans laquelle B est une matrice que 'on exprimera en fonction de A et on expliquera aussi
comment s’arrangent les données y;.
<5 pts>

(c) Expliquer comment on peut retrouver les équations normales par cette méthode.
<4 pts>

(d) Devrait-on trouver la méme solution (i.e., le méme = = (a3 a2 b)'?) que celui trouvée a la
question 1.b par cette méthode 7 Justifier.
<2 pts>

3. (a) Quelle pourrait étre la stratégie d’estimation des paramétres ay, as, b permettant d’exploiter le fait
que l'on sait que le deuxiéme jeu de données (ya,; ; T2,)i=1.... N, €tait deux fois moins bruité que
le premier ? (Dire qualitativement qu’elle pourrait étre une stratégie sans calculer les coefficients
ay, ag, b)
<3 pts>

(b) Supposons que les deux jeux de données soient entachées d’un bruit gaussien de méme variance
et que nous disposions de plus de données que dans cet exemple (i.e.; N = nj + ng beaucoup plus
grand que 9). Une fois les parameétres aq, aq, b estimés, qu’elle pourrait étre une stratégie possible
pour estimer la variance du bruit entachant les données y; ; ?
<4 pts>

(c) Si on traite le cas de plus de deux droites (prenons k droites paralleles) qui est une extension
directe du cas traité dans cet exemple. De combien d’équations normales (& résoudre) aboutira-t-
on?
<3 pts>

Réponse

Trouver les coefficients a1, as et b au sens des moindres carrés, c’est trouver ces parameétres pour que
R(ay,as,b) soit minimal, c’est-a-dire tel que %‘L’l‘”’b) =0, %j?’b) =0 et W = (. L’équation
normale obtenue par la dérivation par rapport au paramétre a; ne concerne que la premiére somme puisque

la seconde somme ne contient pas ce paramétre et donne :

OR(a1,a2,b) .- Oy1i—ar—bwi;) S
T = 2;((7;171 — (a1 —+ bxl,z)) aal - _2;(241,1 —ay — bIl,Z)

ni ni
conduisant & la premiére équation normale : aing; +b E 1= E Y1,i
=1 =1

L’équation normale obtenue par la dérivation par rapport au parameétre as ne concerne que la deuxiéme



somme, et on trouve :

8R ay, a a 8 i — a2 — biZ? i "2
( S 22(% i — (a2 + bij‘)) (2 3;2 L = _2Z(y2,i —as —bxay)
i=1

conduisant & la seconde équation normale : asno + b E To; = E Y2,i

La troisiéme équation normale est obtenue en dérivant par rapport & b, et concernera donc les deux

sommes :
OR(a1,az2,b) = Oy, —a1 —bxi,) - 0(y2,i — a2 —bxa,)
—_—— = 2 i—ay —bxy, : : 2 i—az—bxy; : :
o ;(91, a; —bwiy) 7 + ;(yz az —bwxa;) Bl
ni n2
= =2 Z(ylz —a1—bx;) T, —2 Z(yzz —ag —bwa;) - o
i—1 i=1

conduisant a la troisiéme équation normale :
ni no ni ne niy n2
2 2
ai E Ty, + az E T2 + b( E Tyt E Ig,i) — ( E T1,4Y1,i + E xz,z'yz,z') =0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Cette troisiéme équation normale peut s’écrire aussi en utilisant les doubles sommations :

alzxu-i-azzl"zri‘bzz%z ZZIJzsz—O

j=1 =1 Jj=11i=1

Nous trouvons donc le systéme d’équations normales suivantes :

arng b3 x =
(I2n2+bzZ 1562122? 192,

“12 pts> ar Y @ az 1x21+sz 121 1 ]7 Z] 12 YT Yia

En utilisant les informations données & ’énoncé, on en déduit :
5a1 +20b=134
4as+ 180 =162

20a1 4+ 18 as + 206 b = 1536

puis par une opération élémentaire pour la derniére ligne (Rs = Rs — 25—0R1, i.e., R3 = R3—4Ry), on obtient :

5a1 +20b=134
4as+ 180 =162
18 ag + 126 b = 1000

puis par 'opération élémentaire (R3 = Rs — %Rg), i.e., R3 = R3 — 4.5R5, on obtient :

Sa; +20b=134
4as+ 180 =162
4556 = 271

et par substitution arriére, on trouve finalement b = 6.02, as = 13.4 et a; = 2.71.



<8 pts>
Nota : graphiquement, on obtiendrait le graphe ci-dessous :

Moindres Carres
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V(x)=13.4+6.02*X
Y(X)=2.72+6.02*X -=-----
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On a facilement (avec N =n; 4+ ng) :

1 0 T1.1
’ Y =Yi1,1

1 O T2 _

10 a:1;3 Y2 = Y1,2

1 0 Z1,4 a1

1 0 @5 az | =1 ys = Y21

0 1 =2 b Y7 = Y22

O 1 1172_’2 N—— .

O 1 I273 z

0 1 T4 YN = Y2,4
<6 pts> 5‘(—/ b

On résout ce systéme sur-dimensionné par la méthode de la pseudo-inverse vue en cours et on obtient :

Y1
al y2
as — (AtA)flAt ]
b — .

<6 pts> B YN

Par cette méthode, & partir de Az = b, les équations normales se retrouvent en multipliant par A de
part et d’autre de cette équation :

Y1 ="Y11
Y2 = Y1,2
a1
AtA as _ At Ys = Yi,5
Ys = Y21
b Yr = Y22
4 pt )
<4 pts> YN = Y2,4



Oui puisqu’on minimise dans les deux cas le méme résidu d’erreur.
<2 pts>

Une stratégie serait de minimiser :

1

2
R(alua%b):Z(yl,i_(al +bwy, ) 2><Z(y21 (I2+b$2z))
<3 pts> i=1
Nota : Cette stratégie reviendrait en fait a dupliquer le deuxiéme jeu de donnée (on lui donne ainsi deux
fois plus d’importance car on sait a priori que le bruit des données est deux fois moins importantes).

On sait que plus on a de données, plus les parameétres aj, as, b sont bien estimés. Donc, dans le cas
ot on a suffisamment de données qui permettent d’affirmer que l’estimation de ay, ao, b est infiniment
bonne, la variance du bruit entachant les données originales {y;;} et le résidu sont liées par la relation (ou
N =n;+n9):

SR 2 R(a1,as,b
1, @2,
zz(yﬂ_ aj b)) = %
<4 pts> R(al,ag,b)
Nota : Si on considére 'estimateur de la variance non biasé, alors, on peut proposer aussi : 02 = w

On aboutit & un systéme de (k4 1) équations normales pour P'estimation des k ordonnées a lorigine et
la pente commune,.
<3 pts>

I1. Factorisation LU (20 pts)

1. Décomposer la matrice A en produit LU (sans permutation) par la méthode assurant des uns (“1”) sur
la diagonale de la matrice U.

<8 pts> 5 0 20
A={0 4 18
20 18 206

2. Utiliser la décomposition LU de la question précédente pour résoudre le systéme :

<12 pts>
5 0 20 1 134
0 4 18 xo | = | 162
20 18 206 x3 1536
Réponse



On parle donc de la factorisation directe et on trouve immédiaement ;

5 0 20 5 0 0 1 0 4
A=(0 4 18 ])=(0 4 O 0 1 45
20 18 206 20 18 45 0 0 1
<8 pts>
L U

On doit d’abord résoudre le systéme Ly = b, i.e.,

5 0 0\ [u 134
0 4 0 ([w]=|162
20 18 45/ \ys 1536

Par substitution avant, on trouve y; = 26.8, yo = 40.5, y3 ~ 18.6. Puis on doit ensuite résoudre le
systéeme Uz =y, i.e. :

1 0 4 1 26.8
0 1 45 x2 | = | 40.5
0 0 1 T3 18.6

qui, par substitution arriére permet de trouver : xz3 = 6.02, x5 = 13.4 et enfin xy = 2, 71.
<12 pts>

Nota : On retrouve le systéme d’équation de ’Exercice I (Question 1(b)) qui était le systéme permettant
d’obtenir une estimation au sens des moindres carrées des parameétres de nos deux droites paralléles et pour
lequel on a bien sur trouvé les mémes paramétres. Donc si on a fait cet exercice avant le premier, on a la
chance de sauver quelques minutes de calcul !

III. Dérivation Numérique (27 pts)

1. Dans le slide 8 du cours (chapitre 5 intitulé DERIVATION NUMERIQUE), on a tabulé la formule numérique
d’approximation de la dérivée seconde, en x(, suivante :

{= o) w BERETL o) @)

Retrouver cette formule en utilisant (et en généralisant ici a la dérivée seconde), la méme méthode que
celle qui a été expliquée en cours, dans le cadre des formules d’approximation de la dérivée premiére
(c’est-a-dire en utilisant exclusivement la ou les dérivée(s) du polynome de Newton-Gregory).
<8 pts>

2. Retrouver cette fois-ci, cette formule (2) en utilisant seulement la connaissance des formules de dérivée
premiéres.
<6 pts>

3. Retrouver cette fois-ci, cette formule (2) en utilisant seulement les séries de Taylor.
<5 pts>

4. Dans le cours, on a trouvé des formules d’approximation de la dérivée premiére en prenant un certain
nombre de termes de la dérivée premiére du polynéme de Newton Grégory pour s = 0 (formule non
centrée) et s = 1 (formule centrée).
On aimerait maintenant trouver la formule numérique d’approximation de la dérivée premiére lorsqu’on
prend deux termes de la dérivée premiére du polyndéme de Newton Grégory pour s = 2. Trouver cette
formule. Existe-elle et/ou est-elle équivalente & une des formules existant dans la table de formule que
je vous ai donnée ?
<8 pts>



Réponse

Il s’agit d’une formule d’ordre 2 et centrée donc qui résulte de la prise du premier terme de la dérivée
seconde du polynome de collocation d’ordre 2 en posant ensuite s = 1 (car la formule est centrée). Le
polynome de collocation et sa dérivée premiére et deuxiéme sont :

O N N = Ly Sy
Py(s) = %[Afﬁ%(zs—nﬂfmu %(352 —6s+2)A3f0+...}
PYs) = Ao+ (s~ DAYy + ]
PYs = Dlpise de 1 torme = P(1) = A;fo _ Aflh_gAfO _ (fa— fl)h_2(f1 —fo) _ fa— 2hJ;1 + fo
et par translation d’indice, on trouve : f = f"(z¢) = %

<8 pts>

2]

On peut utiliser le fait, qu'une dérivée seconde est la dérivée premiére d’une dérivée premiére et, en
utilisant seulement la formules de dérivée premiére du premier ordre (ou les plus simples) & droite ou a
gauche :

fi= D00 (deivee a gauche) et, fj= 22T (qerivee a droite
1 L 0 3
donc : ”:f{_fé _ fl;fo _f07hj71 :f1—2f0+f71
' 0 h h 12

<6 pts>

Nota -1- : Un autre raisonement, tout aussi valable, consiste & utiliser les dérivées premiéres centrées en
h/2, i.e.;

o F(@o+h/2) = f'(wo — hj2) Mol  JeafEech) g g4

0 h h h2

Nota -2- : Un autre raisonement valable consiste a utiliser :  f) = (f1 — fo)/h, donc f§ = (f1 — f5)/h
avec : fb = (fi— fo)/h et f{ = (foa— f1)/h pour trouver f = (fa—2f1+ fo)/h? et par translation d’indices :
" __ 2
0 =(fi—2fo+ f-1)/h

h? h?
En additionnant : f; = fo + h f/(0) + 7f5’ + 0O et fo1=fo—hf'(0)+ gf(’)’ + O(h?)

avec — 2 fo
Si—=2fo+ [
2

on trouve immédiatement :  f§ = f"(z9) =

<5 pts>

Pour s = 2, on a © = x2 et en utilisant la dérivée premiére du Polynéme de collocation donnée dans le
cours, on trouve :



Pl($2)|(2 termes) %{Afo + gAQfo} = %{(fl - fo) + g(Afl - Afz)} = %{(fl — fo) + g(f2 -2+ fo)}

f/ _ (3f2_4f1+f0)
2 2h

En fait, on retrouve la méme formule que celle donnée dans la table et trouvée pour s =0, i.e. ;

(=3fo+4f1 — f2)
2h

fo=

en inversant le sens des indices (z2 < xg, T1 < x1, Ty < T2) et en compensant cette inversion en inversant
le signe de cette approximation. Mis a part cette différence, il s’agit donc de la méme formule numérique
d’approximation.

<8 pts>

IV. Résolution d’Equation Différentielle (10 pts)

Soit 'équation différentielle suivante :

y'(t) = f(ty() = 1+ ty(t) (3)
avec la condition initiale yo = y(t = 0) = 0.

1. Résoudre cette équation différentielle avec la méthode d’Euler et avec un pas h = 0.2. Calculer seule-
ment y; = y(0.2) et yo = y(0.4) (donner les résultats en arrondissant et en gardant au moins trois
décimales).
<5 pts>

2. Résoudre cette équation différentielle avec la méthode d’Euler modifiée et toujours avec un pas h = 0.2.
Calculer seulement y(0.2) et y(0.4), (arrondisser et garder au moins quatre décimales).
<5 pts>

Réponse

Par la méthode d’Euler, la relation itérative & considérer est donc, avec h = 0.2 et yp = 0

<2 pts>
Les valeurs de t,, et y,, sont données dans le tableau ci-dessous
(nll ta [ yn |
0 {| 0.0 | 0.000
1| 0.2 | 0.200
<3 pts> 2| 0.4 | 0.408

2]

Par la méthode d’Euler modifiée, on a les relations itératives suivantes :

. h _ h .

Yn+1 = Yn+h (1 +tn yn) et Ynt1 =Yn+ 5 (f(tnu yn)+f(tn+layn+l)) = Yn+ 5(1+tn Yn+1+tnt1 yn+l)
—_————

<1 pt> f(tn7yn)

Les valeurs de t,,, y,, et ¥, sont reportées dans le tableau ci-dessous :



(ol tn [ 90 [ yn |
0 [ 0.0 | 0.000 | 0.000
1| 0.2 ] 0.200 | 0.204
2 | 04| 0412 | 0425

<4 pts>

V. Systéme d’Equations Différentielles (15 pts)

Soit, le probléme du pendule double que vous devez solutionner pour un cas particulier (cf. Fig. 1) et qui
conduit au systéme d’équations différentielles suivantes, pour les fonctions ©1(t) et O2(t) :

(my +ma) L3O + maLy L2©Y cos(©1 — O3) +maL1La(04)?sin(0©1 — O3) = —(m1 + ma)L1gsin(©;)
moL30Y 4+ maL1LaOY cos(01 — O) — maL1Ly(0))?sin(01 — O3) = —(mg)L2gsin(©2)

Fi1a. 1 — Probléme du pendule double dans lequel les fonctions ©1(t) et ©2(¢) sont I’évolution des angles ©
et O en fonction du temps t.

Nous allons supposer que les masses m; et mo sont égales & 1 kg. et que les longueurs L; et Lo sont
égales & 1 meétre pour simplifier le calcul numérique. La constante gravitationnelle est approximée a 10
m/sec?, Numériquement, on obtient donc le systéme :

207 + ©4 cos(O1 — O3) + (05)?sin(0; — O2) = —20 sin(6)
O + 0/ cos(O1 — O) — (/)2 sin(O1 — O3) = —10 sin(Os) (4)

et en éliminant tour & tour OF de la premiére équation et ©7 de la deuxiéme équation (ou découplage), on
trouve :

Q! — glcos(©1—02) sin ©2—25in ©1]—[(07)? cos(©1—02)+(0})?] sin(0; —O>)
1 - 2—C0$2(@1 —@2) (5)
6// - 2_(][C0$(@1—@2)Si1’1 ©4 —sin @2]+[2(®/1)2+(®/2)2 COS(®1—®2)] Sil’l(@l—@g)
2 2—cos2(01—02)

Initialement ’angle ©1 (¢t = 0) = 7 /4 radians et ’angle ©2(0) = 0 radian. Il n’y a pas de vitesse initiale,
donc ©}(0) = ©4(0) = 0. On vous demande de :

1. Expliquer pourquoi l'opération de découplage (passage du systéme (4) au systéme (5)), est nécessaire
pour utiliser ensuite une méthode numérique pour résoudre ce systéme d’équations différentiel.
<3 pts>



2. Réécrire ce systéme en un systéme d’équations différentielles du premier ordre (pour lequel on a précisé
les conditions initiales).
<6 pts>

3. Si on utilise la méthode d’Euler ordinaire pour résoudre ce systéme d’équations différentielles, préciser
qu’elle serait le systéme de relations itératives qui serait obtenu.
<6 pts>

Réponse

Cela est nécessaire car les méthodes de changement de variables vues en cours pour convertir une équation
différentielle du 2iéme ordre en un systéme de 2 équations différentielles du ler ordre nécessitent d’exprimer,
dans un premier temps (i.e. avant changement de variables), cette équation sous la forme y”(t) = f( des
autres fonctions (solution du systéme) que l'on cherche a déterminer mais de dérivée d’ordre strictement
inférieur & deux).

Si on faisait le changement de variable que l'on fera & la question 2., le systéme itératif se retrouverait
coincé; a linstant ¢, une variable demanderait la connaissance d’une autre qui elle méme demanderait la
connaissance de la premiére variable au méme instant !
<3 pts>

2]

En posant ©)(t) = dO4(t) et ©4(t) = dOs(t), chaque équation différentielle du second ordre se trans-
forme en deux équations différentielles du premier ordre et on trouve finalement le systéme de 4 équations
différentielles du premier ordre suivant :

0, = do,

0, = dO,

do' = glcos(©1—03) sin ©2—25in ©1]—[(dO1)? cos(O1—O2)+(dO2)?]sin(0©, —O5)
1 - 2—0052(61—92)

4O — 20[cos(©1-63)sin ©; —sin O5]4[2(d01)%+(dO2)? cos(©1—65)] sin(01 —O3)
2 = 2—cos?(01—02)

Avec les conditions initiales ©1(0) = 7/4, ©1(0) = 0 et dO1(0) = dO2(0) = 0.
<6 pts>

On obtient, avec la méthode d’Euler ordinaire, le systéme de relations itératives suivantes (en mettant
I’itération au temps n en exposant["]) :

o = el yndel

ot = el yndel

de[lnH] _ d9[1n] n h{g[cos(e)[l"]_@[zn])sin @[2"1_zsin@Q”;]:C[iziglgifﬁigéﬂ_@[QnJ)Jr(d@[;l)z]sin(egﬂ_@gl])}

d@[2n+1] _ d®[2n] i h{ 2g[cos(@l" —0") sin @™ —sin @g"];t[:sjz(?gizfjédﬁ%"]ﬁ cos(@l™—elh) Sm<@gnhe[;1>}
<6 pts>

Nota : On obtiendrait pour ©; et O les graphes suivants :



Solution obtenue avec Mathematica

FIG. 2 - Solution du pendule double. Evolution des fonctions ©1(t) et ©(t) en fonction du temps ¢.



