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I. Moindres Carrés (47 pts)On dispose de deux ensembles de données (ou 
ouples d'observations), notés respe
tivement (xi,j , yi,j).On désigne 
es 
ouples d'observations ave
 un double indi
e. Le premier indi
e j désigne le groupe ; il vautdon
 1 ou 2. Le se
ond indi
e i désigne le rang de l'observation dans le groupe et varie de 1 à n1 dans lepremier groupe et de 1 à n2 dans le deuxième groupe. En résumé, on dispose don
 des données suivantes :1. (x1,i ; y1,i)i=1,...,n1 2. (x2,i ; y2,i)i=1,...,n2Dans notre exemple numérique, n1 = 5 et n2 = 4, et les données sont résumées dans les deux tableaux
i-dessous :
x1,i 0 2 4 6 8

y1,i = y1(x1,i) 3 10 29 43 49
x2,i 3 4 5 6

y2,i = y2(x2,i) 33 41 41 47On sait que 
es deux jeux de donnés doivent se distribuer selon deux droites ayant la même pente mais pasla même ordonnée à l'origine. C'est-à-dire que l'on doit ajuster simultanément les deux relations suivantes :
y1,i = a1 + b x1,i et y2,i = a2 + b x2,iqui dépendent don
 de trois paramètres, i.e., le paramètre b qui est la pente 
ommune de 
es deux droites(parallèles) et les paramètres a1 et a2 qui sont respe
tivement les deux ordonnées à l'origine de 
es deuxdroites.Une façon d'estimer, au sens des moindres 
arrés, 
es trois paramètres est de 
onsidérer le résidu ou é
artquadratique suivant :

R(a1, a2, b) =

n1∑

i=1

(

y1,i −
(
a1 + b x1,i

))2

+

n2∑

i=1

(

y2,i −
(
a2 + b x2,i

))2 (1)qui devra être minimisé par 
ette méthode des moindres 
arrés.�����1. (a) Donner les équations normales permettant de trouver les 
oe�
ients a1, a2, b, qui minimisentl'Eq. (1) par la méthode algébrique (i.e., la méthode utilisant les dérivés).<12 pts>(b) Résoudre le système d'équations donné par les équations normales pré
édentes.On pourra utiliser le tableau suivant dans lequel 
ertaines/toutes de ses égalités vous permettrontde sauver du temps de 
al
ul pour la résolution de 
ette question.<8 pts>
∑n1

i=1 x1,i = 20
∑n2

i=1 x2,i = 18

∑n1

i=1 y1,i = 134
∑n2

i=1 y2,i = 162

∑2
j=1

∑nj

i=1 x2
j,i = 206

∑2
j=1

∑nj

i=1 xj,iyj,i = 1536�����2. (a) On va maintenant tenter de résoudre 
e problème d'ajustement de 
ourbe au sens des moindres
arrées en identi�ant la solution de notre problème (i.e., le ve
teur solution x = (a1 a2 b)t)
omme étant la solution d'un système sur-dimensionné d'équations linéaires Ax = b dont les




oe�
ients (de b) sont enta
hés de bruit.Dans 
e but, trouver la matri
e A, asso
iée à un système surdéterminé d'équations.<6 pts>(b) Exprimer le ve
teur solution x = (a1 a2 b)t, en l'é
rivant sous la forme :
x = B








y1

y2...
yN






dans laquelle B est une matri
e que l'on exprimera en fon
tion de A et on expliquera aussi
omment s'arrangent les données yi.<5 pts>(
) Expliquer 
omment on peut retrouver les équations normales par 
ette méthode.<4 pts>(d) Devrait-on trouver la même solution (i.e., le même x = (a1 a2 b)t ?) que 
elui trouvée à laquestion 1.b par 
ette méthode ? Justi�er.<2 pts> �����3. (a) Quelle pourrait être la stratégie d'estimation des paramètres a1, a2, b permettant d'exploiter le faitque l'on sait que le deuxième jeu de données (y2,i ; x2,i)i=1,...,N2 était deux fois moins bruité quele premier ? (Dire qualitativement qu'elle pourrait être une stratégie sans 
al
uler les 
oe�
ients

a1, a2, b).<3 pts>(b) Supposons que les deux jeux de données soient enta
hées d'un bruit gaussien de même varian
eet que nous disposions de plus de données que dans 
et exemple (i.e. ; N = n1 +n2 beau
oup plusgrand que 9). Une fois les paramètres a1, a2, b estimés, qu'elle pourrait être une stratégie possiblepour estimer la varian
e du bruit enta
hant les données yj,i ?<4 pts>(
) Si on traite le 
as de plus de deux droites (prenons k droites parallèles) qui est une extensiondire
te du 
as traité dans 
et exemple. De 
ombien d'équations normales (à résoudre) aboutira-t-on ?<3 pts>Réponse1(a)Trouver les 
oe�
ients a1, a2 et b au sens des moindres 
arrés, 
'est trouver 
es paramètres pour que
R(a1, a2, b) soit minimal, 
'est-à-dire tel que ∂R(a1,a2,b)

∂a1
= 0, ∂R(a1,a2,b)

∂a2
= 0 et ∂R(a1,a2,b)

∂b
= 0. L'équationnormale obtenue par la dérivation par rapport au paramètre a1 ne 
on
erne que la première somme puisquela se
onde somme ne 
ontient pas 
e paramètre et donne :

∂R(a1, a2, b)

∂a1
= 2

n1∑

i=1

(

y1,i − (a1 + b x1,i)
)∂(y1,i − a1 − b x1,i)

∂a1
= −2

n1∑

i=1

(y1,i − a1 − b x1,i)
onduisant à la première équation normale : a1n1 + b

n1∑

i=1

x1,i =

n1∑

i=1

y1,iL'équation normale obtenue par la dérivation par rapport au paramètre a2 ne 
on
erne que la deuxième



somme, et on trouve :
∂R(a1, a2, b)

∂a2
= 2

n2∑

i=1

(

y2,i − (a2 + b x2,i)
)∂(y2,i − a2 − b x1,i)

∂a2
= −2

n2∑

i=1

(y2,i − a2 − b x2,i)
onduisant à la se
onde équation normale : a2n2 + b

n2∑

i=1

x2,i =

n2∑

i=1

y2,iLa troisième équation normale est obtenue en dérivant par rapport à b, et 
on
ernera don
 les deuxsommes :
∂R(a1, a2, b)

∂b
= 2

n1∑

i=1

(y1,i − a1 − b x1,i)
∂(y1,i − a1 − b x1,i)

∂b
+ 2

n2∑

i=1

(y2,i − a2 − b x2,i)
∂(y2,i − a2 − b x2,i)

∂b

= −2

n1∑

i=1

(y1,i − a1 − b x1,i) · x1,j − 2

n2∑

i=1

(y2,i − a2 − b x2,i) · x2,j
onduisant à la troisième équation normale :
a1

n1∑

i=1

x1,i + a2

n2∑

i=1

x2,i + b
( n1∑

i=1

x2
1,i +

n2∑

i=1

x2
2,i

)

−
( n1∑

i=1

x1,iy1,i +

n2∑

i=1

x2,iy2,i

)

= 0Cette troisième équation normale peut s'é
rire aussi en utilisant les doubles sommations :
a1

n1∑

i=1

x1,i + a2

n2∑

i=1

x2,i + b

2∑

j=1

nj∑

i=1

x2
j,i −

2∑

j=1

nj∑

i=1

xj,i yj,i = 0Nous trouvons don
 le système d'équations normales suivantes :






a1 n1 + b
∑n1

i=1 x1,i =
∑n1

i=1 y1,i

a2 n2 + b
∑n2

i=1 x2,i =
∑n1

i=1 y2,i

a1

∑n1

i=1 x1,i + a2

∑n2

i=1 x2,i + b
∑2

j=1

∑nj

i=1 x2
j,i =

∑2
j=1

∑nj

i=1 xj,i yj,i<12 pts>1(b)En utilisant les informations données à l'énon
é, on en déduit :






5 a1 + 20 b = 134
4 a2 + 18 b = 162

20 a1 + 18 a2 + 206 b = 1536puis par une opération élémentaire pour la dernière ligne (R3 = R3−
20
5 R1, i.e., R3 = R3−4R1), on obtient :







5 a1 + 20 b = 134
4 a2 + 18 b = 162

18 a2 + 126 b = 1000puis par l'opération élémentaire (R3 = R3 −
18
4 R2), i.e., R3 = R3 − 4.5R2, on obtient :







5 a1 + 20 b = 134
4 a2 + 18 b = 162

45 b = 271et par substitution arrière, on trouve �nalement b = 6.02, a2 = 13.4 et a1 = 2.71.



<8 pts>Nota : graphiquement, on obtiendrait le graphe 
i-dessous :
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Moindres Carres

y(x)=13.4+6.02*x
y(x)=2.72+6.02*x

2(a)On a fa
ilement (ave
 N = n1 + n2) :
















1 0 x1,1

1 0 x1,2

1 0 x1,3

1 0 x1,4

1 0 x1,5

0 1 x2,1

0 1 x2,2

0 1 x2,3

0 1 x2,4

















︸ ︷︷ ︸

A






a1

a2

b






︸ ︷︷ ︸

x

=















y1 = y1,1

y2 = y1,2...
y6 = y2,1

y7 = y2,2...
yN = y2,4















︸ ︷︷ ︸

b<6 pts>2(b)On résout 
e système sur-dimensionné par la méthode de la pseudo-inverse vue en 
ours et on obtient :





a1

a2

b




 = (At

A)−1
A

t

︸ ︷︷ ︸

B








y1

y2...
yN






<6 pts>2(
)Par 
ette méthode, à partir de Ax = b, les équations normales se retrouvent en multipliant par A

t depart et d'autre de 
ette équation :
A

t
A






a1

a2

b




 = A

t

















y1 = y1,1

y2 = y1,2...
y5 = y1,5

y6 = y2,1

y7 = y2,2...
yN = y2,4















<4 pts>2(d)



Oui puisqu'on minimise dans les deux 
as le même résidu d'erreur.<2 pts>3(a)Une stratégie serait de minimiser :
R(a1, a2, b) =

n1∑

i=1

(

y1,i −
(
a1 + b x1,i

))2

+ 2 ×

n2∑

i=1

(

y2,i −
(
a2 + b x2,i

))2<3 pts>Nota : Cette stratégie reviendrait en fait à dupliquer le deuxième jeu de donnée (on lui donne ainsi deuxfois plus d'importan
e 
ar on sait a priori que le bruit des données est deux fois moins importantes).3(b)On sait que plus on a de données, plus les paramètres a1, a2, b sont bien estimés. Don
, dans le 
asoù on a su�samment de données qui permettent d'a�rmer que l'estimation de a1, a2, b est in�nimentbonne, la varian
e du bruit enta
hant les données originales {yj,i} et le résidu sont liées par la relation (où
N = n1 + n2) :

σ2 =
1

N

2∑

j=1

n1∑

i=1

(

yj,i −
(
aj + b xj,i

))2

︸ ︷︷ ︸

R(a1,a2,b)

=
R(a1, a2, b)

N<4 pts>Nota : Si on 
onsidére l'estimateur de la varian
e non biasé, alors, on peut proposer aussi : σ2 = R(a1,a2,b)
N−13(
)On aboutit à un système de (k + 1) équations normales pour l'estimation des k ordonnées à l'origine etla pente 
ommune.<3 pts>

II. Fa
torisation LU (20 pts)1. Dé
omposer la matri
e A en produit LU (sans permutation) par la méthode assurant des uns (�1�) surla diagonale de la matri
e U .<8 pts>
A =





5 0 20
0 4 18
20 18 206



 .2. Utiliser la dé
omposition LU de la question pré
édente pour résoudre le système :<12 pts>




5 0 20
0 4 18
20 18 206









x1

x2

x3



 =





134
162
1536



Réponse1.



On parle don
 de la fa
torisation dire
te et on trouve immédiaement ;
A =





5 0 20
0 4 18
20 18 206



 =





5 0 0
0 4 0
20 18 45





︸ ︷︷ ︸

L





1 0 4
0 1 4.5
0 0 1





︸ ︷︷ ︸

U

.<8 pts>2.On doit d'abord résoudre le système Ly = b, i.e.,




5 0 0
0 4 0
20 18 45









y1

y2

y3



 =





134
162
1536



Par substitution avant, on trouve y1 = 26.8, y2 = 40.5, y3 ≈ 18.6 . Puis on doit ensuite résoudre lesystème Ux = y, i.e. :




1 0 4
0 1 4.5
0 0 1









x1

x2

x3



 =





26.8
40.5
18.6



qui, par substitution arrière permet de trouver : x3 = 6.02, x2 = 13.4 et en�n x1 = 2, 71.<12 pts>Nota : On retrouve le système d'équation de l'Exer
i
e I (Question 1(b)) qui était le système permettantd'obtenir une estimation au sens des moindres 
arrées des paramètres de nos deux droites parallèles et pourlequel on a bien sur trouvé les mêmes paramètres. Don
 si on a fait 
et exer
i
e avant le premier, on a la
han
e de sauver quelques minutes de 
al
ul !III. Dérivation Numérique (27 pts)1. Dans le slide 8 du 
ours (
hapitre 5 intitulé dérivation numérique), on a tabulé la formule numériqued'approximation de la dérivée se
onde, en x0, suivante :
f ′′

0 = f ′′(x0) ≈
f1 − 2f0 + f−1

h2
( + O(h2) ) (2)Retrouver 
ette formule en utilisant (et en généralisant i
i à la dérivée se
onde), la même méthode que
elle qui a été expliquée en 
ours, dans le 
adre des formules d'approximation de la dérivée première(
'est-à-dire en utilisant ex
lusivement la ou les dérivée(s) du polynome de Newton-Gregory).<8 pts>2. Retrouver 
ette fois-
i, 
ette formule (2) en utilisant seulement la 
onnaissan
e des formules de dérivéepremières.<6 pts>3. Retrouver 
ette fois-
i, 
ette formule (2) en utilisant seulement les séries de Taylor.<5 pts>4. Dans le 
ours, on a trouvé des formules d'approximation de la dérivée première en prenant un 
ertainnombre de termes de la dérivée première du polyn�me de Newton Grégory pour s = 0 (formule non
entrée) et s = 1 (formule 
entrée).On aimerait maintenant trouver la formule numérique d'approximation de la dérivée première lorsqu'onprend deux termes de la dérivée première du polyn�me de Newton Grégory pour s = 2. Trouver 
etteformule. Existe-elle et/ou est-elle équivalente à une des formules existant dans la table de formule queje vous ai donnée ?<8 pts>



Réponse1.Il s'agit d'une formule d'ordre 2 et 
entrée don
 qui résulte de la prise du premier terme de la dérivéese
onde du polynome de 
ollo
ation d'ordre 2 en posant ensuite s = 1 (
ar la formule est 
entrée). Lepolynome de 
ollo
ation et sa dérivée première et deuxième sont :
P2(s) = f0 +

s

1!
∆f0 +

s(s − 1)

2!
∆2f0 +

s(s − 1)(s − 2)

3!
∆3f0 + . . .

P ′

2(s) =
1

h

[

∆f0 +
1

2
(2s − 1)∆2f0 +

1

6

(
3 s2 − 6 s + 2

)
∆3f0 + . . .

]

P ′′

2 (s) =
1

h2

[
∆2f0 + (s − 1)∆3f0 + . . .

]

P ′′

2 (s = 1)|prise de 1 terme = P ′′

2 (x1) =
∆2f0

h2
=

∆f1 − ∆f0

h2
=

(f2 − f1) − (f1 − f0)

h2
=

f2 − 2 f1 + f0

h2et par translation d'indi
e, on trouve : f ′′

0 = f ′′(x0) =
f1 − 2 f0 + f−1

h2<8 pts>2.On peut utiliser le fait, qu'une dérivée se
onde est la dérivée première d'une dérivée première et, enutilisant seulement la formules de dérivée première du premier ordre (ou les plus simples) à droite ou àgau
he :
f ′

1 =
f1 − f0

h
(dérivée à gau
he) et, f ′

0 =
f0 − f−1

h
(dérivée à droite)don
 : f ′′

0 =
f ′

1 − f ′

0

h
=

f1−f0

h
− f0−f−1

h

h
=

f1 − 2 f0 + f−1

h2<6 pts>Nota -1- : Un autre raisonement, tout aussi valable, 
onsiste à utiliser les dérivées premières 
entrées en
h/2, i.e. ;

f ′′

0 =
f ′(x0 + h/2) − f ′(x0 − h/2)

h
=

f(x0+h)−f(x0)
h

− f(x0)−f(x0−h)
h

h
=

f1 − 2 f0 + f−1

h2Nota -2- : Un autre raisonement valable 
onsiste à utiliser : f ′

0 = (f1−f0)/h, don
 f ′′

0 = (f ′

1−f ′

0)/have
 : f ′

0 = (f1−f0)/h et f ′

1 = (f2−f1)/h pour trouver f ′′

0 = (f2−2f1 +f0)/h2 et par translation d'indi
es :
f ′′

0 = (f1 − 2f0 + f−1)/h23. En additionnant : f1 = f0 + h f ′(0) +
h2

2
f ′′

0 + O(h2) et f−1 = f0 − h f ′(0) +
h2

2
f ′′

0 + O(h2)ave
 − 2 f0 on trouve immédiatement : f ′′

0 = f ′′(x0) =
f1 − 2 f0 + f−1

h2<5 pts>4.Pour s = 2, on a x = x2 et en utilisant la dérivée première du Polyn�me de 
ollo
ation donnée dans le
ours, on trouve :



P ′(x2)|(2 termes) =
1

h

{

∆f0 +
3

2
∆2f0

}

=
1

h

{

(f1 − f0) +
3

2
(∆f1 − ∆f2)

}

=
1

h

{

(f1 − f0) +
3

2
(f2 − 2f1 + f0)

}

f ′

2 =
(3f2 − 4f1 + f0)

2hEn fait, on retrouve la même formule que 
elle donnée dans la table et trouvée pour s = 0, i.e. ;
f ′

0 =
(−3f0 + 4f1 − f2)

2hen inversant le sens des indi
es (x2 ↔ x0, x1 ↔ x1, x0 ↔ x2) et en 
ompensant 
ette inversion en inversantle signe de 
ette approximation. Mis à part 
ette di�éren
e, il s'agit don
 de la même formule numériqued'approximation.<8 pts>IV. Résolution d'Équation Di�érentielle (10 pts)Soit l'équation di�érentielle suivante :
y′(t) = f(t, y(t)) = 1 + t y(t) (3)ave
 la 
ondition initiale y0 = y(t = 0) = 0.1. Résoudre 
ette équation di�érentielle ave
 la méthode d'Euler et ave
 un pas h = 0.2. Cal
uler seule-ment y1 = y(0.2) et y2 = y(0.4) (donner les résultats en arrondissant et en gardant au moins troisdé
imales).<5 pts>2. Résoudre 
ette équation di�érentielle ave
 la méthode d'Euler modi�ée et toujours ave
 un pas h = 0.2.Cal
uler seulement y(0.2) et y(0.4), (arrondisser et garder au moins quatre dé
imales).<5 pts>Réponse1.Par la méthode d'Euler, la relation itérative à 
onsidérer est don
, ave
 h = 0.2 et y0 = 0

yn+1 = yn + h
(
1 + tn yn

)<2 pts>Les valeurs de tn et yn sont données dans le tableau 
i-dessous
n tn yn

0 0.0 0.000
1 0.2 0.200
2 0.4 0.408<3 pts>2.Par la méthode d'Euler modi�ée, on a les relations itératives suivantes :

ỹn+1 = yn +h
(
1 + tn yn

)

︸ ︷︷ ︸

f(tn,yn)

et yn+1 = yn +
h

2

(
f(tn, yn)+f(tn+1, ỹn+1)

)
= yn +

h

2

(
1+ tn yn +1+ tn+1 ỹn+1

)<1 pt>Les valeurs de tn, yn et ỹn sont reportées dans le tableau 
i-dessous :



n tn ỹn yn

0 0.0 0.000 0.000
1 0.2 0.200 0.204
2 0.4 0.412 0.425<4 pts>V. Système d'Équations Di�érentielles (15 pts)Soit le problème du pendule double que vous devez solutionner pour un 
as parti
ulier (
f. Fig. 1) et qui
onduit au système d'équations di�érentielles suivantes, pour les fon
tions Θ1(t) et Θ2(t) :

{
(m1 + m2)L

2
1Θ

′′

1 + m2L1L2Θ
′′

2 cos(Θ1 − Θ2) + m2L1L2(Θ
′

2)
2 sin(Θ1 − Θ2) = −(m1 + m2)L1g sin(Θ1)

m2L
2
2Θ

′′

2 + m2L1L2Θ
′′

1 cos(Θ1 − Θ2) − m2L1L2(Θ
′

1)
2 sin(Θ1 − Θ2) = −(m2)L2g sin(Θ2)

θ

θ

1 

2

L2

m2

1 L

m1 Fig. 1 � Problème du pendule double dans lequel les fon
tions Θ1(t) et Θ2(t) sont l'évolution des angles Θ1et Θ2 en fon
tion du temps t.Nous allons supposer que les masses m1 et m2 sont égales à 1 kg. et que les longueurs L1 et L2 sontégales à 1 mètre pour simpli�er le 
al
ul numérique. La 
onstante gravitationnelle est approximée à 10m/se
2. Numériquement, on obtient don
 le système :
{

2Θ′′

1 + Θ′′

2 cos(Θ1 − Θ2) + (Θ′

2)
2 sin(Θ1 − Θ2) = −20 sin(Θ1)

Θ′′

2 + Θ′′

1 cos(Θ1 − Θ2) − (Θ′

1)
2 sin(Θ1 − Θ2) = −10 sin(Θ2)

(4)et en éliminant tour à tour Θ′′

2 de la première équation et Θ′′

1 de la deuxième équation (ou dé
ouplage), ontrouve :






Θ′′

1 =
g[cos(Θ1−Θ2) sin Θ2−2 sin Θ1]−[(Θ′

1)
2 cos(Θ1−Θ2)+(Θ′

2)2] sin(Θ1−Θ2)
2−cos2(Θ1−Θ2)

Θ′′

2 =
2g[cos(Θ1−Θ2) sin Θ1−sin Θ2]+[2(Θ′

1)
2+(Θ′

2)2 cos(Θ1−Θ2)] sin(Θ1−Θ2)
2−cos2(Θ1−Θ2)

(5)Initialement l'angle Θ1(t = 0) = π/4 radians et l'angle Θ2(0) = 0 radian. Il n'y a pas de vitesse initiale,don
 Θ′

1(0) = Θ′

2(0) = 0. On vous demande de :1. Expliquer pourquoi l'opération de dé
ouplage (passage du système (4) au système (5)), est né
essairepour utiliser ensuite une méthode numérique pour résoudre 
e système d'équations di�érentiel.<3 pts>



2. Réé
rire 
e système en un système d'équations di�érentielles du premier ordre (pour lequel on a pré
iséles 
onditions initiales).<6 pts>3. Si on utilise la méthode d'Euler ordinaire pour résoudre 
e système d'équations di�érentielles, pré
iserqu'elle serait le système de relations itératives qui serait obtenu.<6 pts>Réponse1.Cela est né
essaire 
ar les méthodes de 
hangement de variables vues en 
ours pour 
onvertir une équationdi�érentielle du 2ième ordre en un système de 2 équations di�érentielles du 1er ordre né
essitent d'exprimer,dans un premier temps (i.e. avant 
hangement de variables), 
ette équation sous la forme y′′(t) = f( desautres fon
tions (solution du système) que l'on 
her
he à déterminer mais de dérivée d'ordre stri
tementinférieur à deux).Si on faisait le 
hangement de variable que l'on fera à la question 2., le système itératif se retrouverait
oin
é ; à l'instant t, une variable demanderait la 
onnaissan
e d'une autre qui elle même demanderait la
onnaissan
e de la première variable au même instant !<3 pts>2.En posant Θ′

1(t) = dΘ1(t) et Θ′

2(t) = dΘ2(t), 
haque équation di�érentielle du se
ond ordre se trans-forme en deux équations di�érentielles du premier ordre et on trouve �nalement le système de 4 équationsdi�érentielles du premier ordre suivant :






Θ′

1 = dΘ1

Θ′

2 = dΘ2

dΘ′

1 = g[cos(Θ1−Θ2) sin Θ2−2 sin Θ1]−[(dΘ1)
2 cos(Θ1−Θ2)+(dΘ2)

2] sin(Θ1−Θ2)
2−cos2(Θ1−Θ2)

dΘ′

2 = 2g[cos(Θ1−Θ2) sin Θ1−sin Θ2]+[2(dΘ1)
2+(dΘ2)

2 cos(Θ1−Θ2)] sin(Θ1−Θ2)
2−cos2(Θ1−Θ2)Ave
 les 
onditions initiales Θ1(0) = π/4, Θ1(0) = 0 et dΘ1(0) = dΘ2(0) = 0.<6 pts>3.On obtient, ave
 la méthode d'Euler ordinaire, le système de relations itératives suivantes (en mettantl'itération au temps n en exposant[n]) :







Θ
[n+1]
1 = Θ

[n]
1 + h dΘ

[n]
1

Θ
[n+1]
2 = Θ

[n]
2 + h dΘ

[n]
2

dΘ
[n+1]
1 = dΘ

[n]
1 + h

{
g[cos(Θ

[n]
1 −Θ

[n]
2 ) sin Θ

[n]
2 −2 sin Θ

[n]
1 ]−[(dΘ

[n]
1 )2 cos(Θ

[n]
1 −Θ

[n]
2 )+(dΘ

[n]
2 )2] sin(Θ

[n]
1 −Θ

[n]
2 )

2−cos2(Θ
[n]
1 −Θ

[n]
2 )

}

dΘ
[n+1]
2 = dΘ

[n]
2 + h

{
2g[cos(Θ

[n]
1 −Θ

[n]
2 ) sin Θ

[n]
1 −sin Θ

[n]
2 ]+[2(dΘ

[n]
1 )2+(dΘ

[n]
2 )2 cos(Θ

[n]
1 −Θ

[n]
2 )] sin(Θ

[n]
1 −Θ

[n]
2 )

2−cos2(Θ
[n]
1 −Θ

[n]
2 )

}<6 pts>Nota : On obtiendrait pour Θ1 et Θ2 les graphes suivants :



Fig. 2 � Solution du pendule double. Évolution des fon
tions Θ1(t) et Θ2(t) en fon
tion du temps t.


