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ANALYSE SPECTRALEANALYSE SPECTRALE ÉLÉMENTAIRE (1)Relation temps-fréquen
eSoit un signal é
hantillonné en respe
tant la 
onditionde Shannon. Comme les domaines temporel et fréquen-tiel sont dis
rétisés ave
 le même nombre de points N

• La période d'é
hantillonnage ∆T est lié à ladurée de l'enregistrement T
∆T = T

N

• La résolution fréquentiel (∆ν ou ∆f) est liée à ladurée de l'enregistrement T
∆ν = 1

T
= 1

N ·∆TOn en déduit

∆T · ∆ν =
1

NRésolution fréquentielle × Tps d'observation = 1

⇓Don
 : Pour un nb. donné de points N , impossibled'avoir simultanément une très bonne dé�nition tem-porelle (∆t petit) et fréquentielle (∆ν ou ∆f petit)
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ANALYSE SPECTRALEANALYSE SPECTRALE ÉLÉMENTAIRE (2)Interprétation de la Relation temps-fréquen
e
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ANALYSE SPECTRALEANALYSE SPECTRALE ÉLÉMENTAIRE (3)Exemple 1Soit un signal bruité dont on souhaite savoir si 
elui-
i
ontient une os
illation périodique et sa fréquen
e

• Période d'é
hantillonnage ∆T = 20 µs

• Durée du signal T = 20 ms

◮ 1000 é
hantillons (500 é
hantillons pour ν > 0)

◮ ∆ν = 1
T

= 50 Hz

2 raies spe
trales semblent s'élever au dessus du bruit1 f1 = 1.25 kHz ±25 Hz (Amplitude= 1.02)2 f2 = 1.40 kHz ±25 Hz (Amplitude= 0.85) 4

ANALYSE SPECTRALEANALYSE SPECTRALE ÉLÉMENTAIRE (4)Exemple 2Soit un signal 
onnu

x(t) = 1 · sin(2π · 50 t) − 0.8 · sin(2π · 150 t)

+0.5 · sin(2π · 250 t) + Bruit

• Période d'é
hantillonnage ∆T = 0.2 ms

• Durée du signal T = 210 ms

◮ 1050 é
hantillons (525 é
hantillons pour ν > 0)

◮ ∆ν = 1
T

= 4.76 HzLa résolution fréquentielle ∆ν n'est pas un sous multipledes fréquen
es 50, 150 et 250 Hz

⇔L'analyse spe
tr. ne permetra pas de retrouver 3 Dira
s !Peut on augmenter la résolution fréquentielle ?Oui par interpolation fréquentielle 5



ANALYSE SPECTRALEINTERPOLATION FRÉQUENTIELLEL'interpolation fréquentielle ou la te
hnique d'addi-tion de zéros (zero padding) permet d'augmenter larésolution fréquentielle du spe
treL'ajout de zéros au signal : ր N∆T ⇔ ց ∆ν = 1/N∆TExempleCal
ul du spe
tre de et ajout de zéros pour obtenir

16, 32, 64, 128 et 256 é
hantillons

La FFT exige un nb. de pts = à une puissan
e de 2

◮ Lorsque 
e n'est pas le 
as ouon veut augmenter la résolution fréq.On 
omplète les données par une su

ession de zérosjusqu'à obtenir un nb. égal à la puissan
e de 2 6

ANALYSE SPECTRALEFENÊTRE D'APODISATION (1)Rappel Important : Le 
al
ul de la TFD sur un si-gnal (de longueur et/ou de durée �nie) est équivalentau 
al
ul la TF de 
e même signal rendu périodiqueouLa TFD travaille sur un blo
 (�nie d'é
hantillons)
onsidéré 
omme périodique

⇔1er 
asLe signal se répète périodiquement sans dis
ontinuité :Ex : on prend un nb. entier de période pour un sinus

TFD

⇋Résolution Fréquentielle : ∆ν = 1
T

= 1
N∆T2ième 
asLe signal se répète périodiquement ave
 dis
ontinuité :Ex : on prend un nb. non entier de période pour un sinus

TFD

⇋Transitions brusques ⇔ Htes fréquen
es parasites7



ANALYSE SPECTRALEFENÊTRE D'APODISATION (2)Pourquoi ?
TFD

⇋
ar dans le domaine fréquentiel :
∗ =

Fidéal(ν) ∗ F
{Fenêtre(t)} = F (ν)

⇓Distorsion ou étalement spe
tral (∗F[Fenêt(t)])
• Résolution fréquentiel : ∝ Lobe prin
ipal (= 2/T)
• Résolution en amplitudes : Lobes se
ondairesDon
 : Dans toute analyse numérique des signaux(temp. ou fréquentielle) , on est 
ontraint d'enregis-trer une durée �nie du signal (apodisation ou fenê-trage) ⇔ e�ets indésirable lors de l'analyseIl faut don
 soit :1. Enregistrer un nb entier de période du signal2. Ramener les deux extrémités du signal à une va-leur identique à l'aide d'une fenêtre qui modi�eaussi peu que possible le spe
tre réel 8

ANALYSE SPECTRALEFENÊTRE D'APODISATION (3)Le but d'une fenêtre est don
 d'atténuer les dis
on-tinuités n'appartenant pas au signal d'origineEn pratiqueSignal impulsionnel long ⇔ ra

our
issementave
 une exponentielle dé
roissanteSignal tronqué au début et à la �n ⇔ fenêtre à
hoisir en fon
tion de l'usage qui en sera faitLa fenêtre idéale à dans le domaine fréquentiel1. Lobe 
entral très étroit : résolution fréquentielle(pouvoir séparateur)2. Lobes latéraux très faibles : résol. en amplitude(pouvoir de déte
tion) et étalement spe
tral

⇓Le 
hoix d'une fenêtre est un 
ompromisentre 
es deux exigen
esDans le domaine spatial
9



ANALYSE SPECTRALEFENÊTRE D'APODISATION (4)Dans le domaine fréquentiel

Choix d'une fenêtre1. Re
tangulaire : Dans le 
as de signaux tran-sitoire ou non permanents et dans le 
as designaux périodique lorsqu'on est sur que le nbde périodes enregistrées est un entier2. Hanning : Bon 
ompromis sauf dans le 
as de
omposantes spe
trales trop pro
hes3. Hamming : meilleur dé�nition spe
tralemais ne permet pas de voir des 
omposantesspe
trales de faibles amplitudes4. Bla
kman : permet de bien distinguer lesraies spe
trales pro
hes et de faibles am-plitudes 10

ANALYSE SPECTRALEFENÊTRE D'APODISATION (5)Hanning a un bon 
ompromis resolution fréquentielle& amplitude et est satisfaisante dans 95% des 
asMeilleur résolution fréquentielle ◮ HammingMeilleur résolution d'amplitude ◮ Kaiser-Bessel

Équation des FenêtresHanning

wc(n) = 0.5 ·

(

1 − cos
(

2π ·
n

N

)

)

Hamming

wh(n) = 0.54 − 0.46 · cos
(

2π ·
n

N

)

Bla
kman

wh(n) = 0.42 − 0.5 · cos
(

2π ·
n

N

)

+ 0.08 · cos
(

4π ·
n

N

)

Kaiser Bessel

wkb(n) = 0.35875 − 0.48829 cos
(

22π ·
n

N

)

+

0.14128 cos
(

4π
n

N

)

− 0.01168cos
(

6π
n

N

)

...
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ANALYSE SPECTRALEDENSITÉ SPECTRALE (1)DSP : Densité Spe
trale de Puissan
e�Répartition dans le domaine fréquentiel de la puis-san
e moyenne du signal�Le 
al
ul de la DSP d'un signal x(t) est |X(ν|2 quel'on peut obtenir par :1 DSP[

x(t)
]

=
∣

∣F
(

x(t)
)∣

∣

22 DSP[

x(t)
]

= F
[

Cxx(t)
]

1 Estimateurs basés sur le périodogramme
• g(n) fenêtre de pondération

• A fa
tor de normalisation
12

ANALYSE SPECTRALEDENSITÉ SPECTRALE (2)Biais et Varian
e de 
et EstimateurBiais

• Faible si variations spe
tre lentes dansla bande de |G(ν)|

• Fort si variations spe
tre rapides dansla bande de |G(ν)Varian
e

• Varian
e relative 
onstante ∀N !

⇔ Inexploitable pour les signaux aléatoiresRappelUn estimateur est un outil de mesure permettant d'éva-luer la valeur d'un paramètre
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ANALYSE SPECTRALEDENSITÉ SPECTRALE (3)Remarque sur le PériodogrammePerforman
es
• Aproxt. non biaisé pour spe
tres à variations lentes

• Varian
e relative 
onstante
⇔ Sinaux déterministes ou très peu bruités uniquement

Périodogramme Moyenné
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ANALYSE SPECTRALEDENSITÉ SPECTRALE (4)Biais et Varian
e de 
et EstimateurBiais

• Faible si variations spe
tre lentes dansla bande de |G(ν)|

• Fort si variations spe
tre rapides dansla bande de |G(ν)Varian
e

• Inversement proportionnelle au nb. de blo
s L

⇔ Bien adapté au signaux bruitésNota : Comment régler la taille N d'un blo

15



ANALYSE SPECTRALEANALYSE TEMPS-FRÉQUENCE (1)RemarqueLa TF est 
apable de donner les fréquen
es présentesdans un signal mais pas leur instant d'apparition. AinsiLa Transformée de Fourier de
=La Transformée de Fourier de

On souhaiterait que les paramètres réalisent une analyseà la fois en temps et en fréquen
ePar ex. pour pouvoir analyser le signal de parole

C'est l'analyse temps-fréquen
equi permet d'obtenir 
ette information 16

ANALYSE SPECTRALEANALYSE TEMPS-FRÉQUENCE (2)Spe
trogrammeLe spe
trogramme est un diagramme asso
iant à
haque instant t d'un signal, son spe
tre fréquen
ielConstru
tion d'un Spe
trogramme
17



ANALYSE SPECTRALEANALYSE TEMPS-FRÉQUENCE (3)Exemple de Spe
trogrammeLe spe
trogramme est représenté sous forme d'imagequelquefois en fausse 
ouleurs

Utilisés pour la re
onnaissan
e de la parole, ou l'identi-�
ation de son (
ris d'animaux, sons d'instruments)

Spe
trogramme de 
hants de dauphins 18

ANALYSE SPECTRALEANALYSE TEMPS-FRÉQUENCE (4)Exemple de Spe
trogramme d'instruments

Spe
trogramme d'un violon et d'un piano (Do-3)Re
onnaisan
e de la paroleUn spe
trogramme d'un signal de parole est appelé aussisonogrammeSonogramme des voyelles A-E-I-O-U

Comme tout �0� qui se respe
te, le motif spe
tral qu'ildé
rit dans le sonogramme est un joli rond !19



ANALYSE SPECTRALEANALYSE TEMPS-FRÉQUENCE (5)Sonogramme du son 
hapeau

Début de la Norma par Maria Callas

La première note est un La-3 (441 Hz)A noter le vibrato de la 
hanteuse
20

ANALYSE SPECTRALECORRÉLATION ET DENSITÉS SPECTRALES (1)L'analyse de varian
e en statistique examine la dé-pendan
e existant entre des variables sans tenir
ompte des eventuels retards existant entre elles. Lesfon
tion de 
orrélation 
omblent 
ette la
uneFon
tion d'Inter
orrélationLa fon
tion d'inter
orrélation permet de mesurerla ressemblan
e entre deux signaux f et gCette inter
orrélation se fait simplement en e�e
tuantl'intégrale du produit des signaux que l'on dé
ale pro-gressivement l'un par rapport à l'autre

Cfg(τ) ,

∫

f(x) g(x − τ) dx

Cfg quanti�e dans quelle mesure on peut é
rire

f(x) = αg(x − τ) + β et dispose des propriétés :

|Cfg(τ)|
2 ≤ Cff(0)Cgg(0) , ∀τ -S
hwarz

Cfg(τ) = C⋆
gf(−τ) -Sym. Hermitienne

0 ≤ |Cfg(τ)| ≤ 1 -si Cfg/Cmax

fg

L'inter
orrelation est une 
onvolution dans lesquel undes signaux est renversée (τ F
⇋ ν)

Cfg(τ) , f(τ) ∗ g(−τ) 21



ANALYSE SPECTRALECORRÉLATION ET DENSITÉS SPECTRALES (2)Densité Interspe
trale d'Énergie
cfg(τ) , f(τ) ∗ g(−τ)

F
⇋ F (ν) G⋆(ν) , Cfg(ν)

F[fon
tion d'inter
orrélation] désigne ladensité interspe
trale d'énergiequi 
ara
térise la 
ontribution énergétique des di�érentes
ontributions fréquentielles d'intera
tions entre f et gFon
tion d'Auto
orrélationC'est l'inter
orrélation entre un signal et lui même
Cf(τ) ,

∫

f(t) f(t − τ) dt

Fon
tion paire, maximum de ressemblan
e en τ = 0,
Cf(τ) = 0 pour |τ | > T (dé
orrélation)

Cf(τ) = C⋆
f(−τ) -Sym. hermitienne

Cf(0) = Pf -Puissan
e du signal en τ = 0

|Cf(τ)| ≤ Cf(0) -S
hwartz
22

ANALYSE SPECTRALECORRÉLATION ET DENSITÉS SPECTRALES (3)

• L'auto
orrélation d'une fon
tion périodique estelle-même périodique ave
 la même période

• L'auto
orrélation d'un bruit blan
 est un pi
de dira
 (au
une 
orrélation à deux instant 6=)

Cb(τ) = σ2 · δ(τ)

• L'auto
or. de la ∑ de 2 fon
tions non-
orréléesest la ∑ des auto
or. de 
haque fon
tion

• Auto
or(signal+bruit) ≈ Auto
or(signal)

Appli
ations de la Fon
tion d'Auto
orrélation

• Re
her
he de périodi
ité dans le signal

• Re
her
he de 
ohéren
e

•

• Re
her
he de retard

• Re
alage de signaux ou d'images

• Re
alage Lo
alisation de défauts et de sour
es

• Déte
tion de signaux

• ...

• ...L'auto
orrélation est une auto
onvolution dans lesquelun des signaux est renversée

Cf(τ) , f(τ) ∗ f(−τ)
F
⇋ F (ν) F ⋆(ν) = |F (ν)|2 , Cf(ν)

F[auto
orrélation] est la Densité Spe
trale de Puissan
eou (DSP) 23



ANALYSE SPECTRALECORRÉLATION ET DENSITÉS SPECTRALES (4)Quelques Auto
orrélations

24

ANALYSE SPECTRALECORRÉLATION ET DENSITÉS SPECTRALES (5)Auto
or(signal+bruit) ≈ Auto
or(signal)Considérons un signal x(t) perturbé par du bruit n(t),i.e., y(t) = x(t)+n(t), sa fon
tion d'auto
orrélation est

Cyy(τ) =

∫

[

x(t) + n(t)
]

· [x(t − τ) + n(t − τ)
]

dt

=

∫

x(t)x(t − τ) + n(t)n(t − τ) + x(t)n(t − τ)

+n(t)x(t − τ) dt

Cyy(τ) = Cxx(τ) + Cnn(τ) + Cxn(τ) + Cnx(τ)
τ≫0
7−→ Cxx(τ)

x(t) & n(t) non 
orrélé don
 Cxn(τ) = 0 et Cnx(τ) = 0et Cnn(τ) = σ2 δ(τ) dé
roit rapidementL'auto
orrélation d'une fon
tion périodique estelle-même périodique ave
 la même périodeDon
 l'auto
orrélation d'une fon
tion périodique bruitéest périodique (ˆm période) et presque sans bruit

⇒ Déte
tion de la périodi
ité d'un signal bruité25



ANALYSE SPECTRALECORRÉLATION ET DENSITÉS SPECTRALES (6)Exemples d'Appli
ations1 Mesure d'un Temps de RetardTrès utile pour déterminer le tps de retard entre unsignal et sa version retardé

• Radar-Sonar : un signal est envoyé vers une
ible et un é
ho y(t) revient vers l'émetteurTpsretard × vonde = 2 dist. Emetteur-Cible
26

ANALYSE SPECTRALECORRÉLATION ET DENSITÉS SPECTRALES (7)

• Lo
alisation de défaut/sour
e

◮ indiqué par une sour
e de vibration

◮ Utile pour la triangulation

◮ ...
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ANALYSE SPECTRALECORRÉLATION ET DENSITÉS SPECTRALES (8)

• Re
onnaissan
e de motifs

◮ Re
onnaissan
e d'empreinte

◮ Re
onnaissan
e de texture

◮ Tra
king (suivi de forme)
◮ ...
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ANALYSE SPECTRALECORRÉLATION ET DENSITÉS SPECTRALES (9)

• Re
onnaissan
e de la parole

◮ Re
onnaissan
e de son voisés

◮ Re
onnaissan
e de lo
uteur (genre)

◮ ...

• Pour les sons voisés, les 
ordes vo
ales vibrent et lesignal est périodique (ex : �a�)

• Les sons non voisés passent librement par les 
ordesvo
ales qui ne vibrent pas (ex : �F�)
29


