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TRANSFORMÉE DE FOURIERNOMBRES COMPLEXES (RAPPEL)

R

α

(a,b)b

a

Imaginaire

R

eelle

(a, b) ◭◮ a + jb ◭◮ R cosα + jR sinαNotation : exp(jα) = cosα + j sinα, j2 = −1

a + jb = R cosα + jR sinα = R exp(jα)

R =
√

a2 + b2 Amplitude
α = arctan(b/a) PhasePropriétés

a + jb = R exp(jα) a − jb = R exp(−jα) Conjugué
R1 exp(jθ) ∗ R2 exp(jα) = R1R2 exp

(
j(θ + α)

) Multipli
ation
∂

∂α

(
R exp (jα)

)
= jR exp (jα) DérivéeNotations Complexes des Fon
tion sinus et 
osinus

cosx =
1

2

(

exp (jx) + exp (−jx)
)

sin x =
−j

2

(

exp (jx) − exp (−jx)
)
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TRANSFORMÉE DE FOURIERCONVOLUTION 1D -FONCTIONS CONTINUES-
(f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(t)g(x − t) dt

1

1

1/2

1

1/2

−1 x

1/2

t

x

t

t t

t t

x

1

1/2

(f*g)(x)

f(t) g(t)

g(−t) g(x−t)

f(t) f(t)g(x−t)g(x−t)

0<x<1 1<x<2
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TRANSFORMÉE DE FOURIERNOTION DE SPECTRE & SÉRIE DE FOURIER (1)NOTION DE SPECTRE
• Signal sinusoïdal de fréquen
e f0 ◮ f(x) = c cos(2πf0x)(c est l'amplitude du signal et T = 1/f0, sa période)Notation 
omplexe ◮ f(x) = c

2

(
exp (2πjf0x)+exp (−2πjf0x)

)

-2
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f(
x)

x

Signal

f(x)

-f +f

+f
0

00
0

0

c/2

c

Spectre physique

Spectre mathématique

f

f

• Si T → ∞, (f0 → 0)
a

x f

a

Spectref(x)

• f(x) = a + c
2

(
exp (2πjf0x) + exp (−2πjf0x)

)

a

Spectre

c/2

f−fo fo
0 4



TRANSFORMÉE DE FOURIERNOTION DE SPECTRE & SÉRIE DE FOURIER (2)SÉRIE DE FOURIERSoit f , signal périodique de période T = 1/f0 = 2π/wet de valeur moyenne A0/2Prin
ipe de la dé
omposition d'un signal périodiquesur une base de signaux élémentaires sinusoidales (et
osinus.) dont la fréquen
e est un multiple de f0Cette base de signaux élémentaires est{

1, cos(wx), cos(2wx), . . . , sin(wx), sin(2wx), . . .
}On rappelle que :

∫ T

0

cos(px) cos(qx) dx = 0 si p 6= q
∫ T

0

cos(px) sin(qx) dx = 0 pour tous p, q

x

f(x) Spectre

f

T=1/fo

C1 
C2

C3

0 0

C0/2

fo f1 f2

f(x) =
A0

2
+

∞∑

n=1

An cos(n2πf0x) +

∞∑

n=1

Bn sin(n2πf0x)

An =
2

T

∫ T

0

f(x) cos(n2πf0x) dx n>0
Bn =

2

T

∫ T

0

f(x) sin(n2πf0x) dx n>0
Cn =

√

A2
n + B2

n

(et θn = arctan(Bn/An)
)
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TRANSFORMÉE DE FOURIERNOTION DE SPECTRE & SÉRIE DE FOURIER (3)
Pourquoi existe t-il 
e fa
teur 2/T ?Pour retrouver ◮ SérieFourier[cos(wx)

]
= cos(wx)

An =
2

T

∫ T

0

cos(wx) cos(nwx) dx

= 0 si n 6= 1

A1 =
2

T

∫ T

0

cos2(wx) dx =
2

T

∫ T

0

1

2

(

1 + cos(2wx)
)

dx = 1

Convergen
e de la série
∞∑

n=0

Un =

∞∑

n=0

An cos(nwx) + Bn sin(nwx)

On a : |An cos(nwx) + Bn sin(nwx)| ≤ |An| + |Bn|

◮ Si les séries ∑∞
n=0 An et ∑∞

n=0 Bn sont 
onvergenteAlors la série ∑∞
n=0 Un sera 
onvergentePropriété de Bessel-Parseval

2

T

∫ T

x=0

f2(x) dx =

∞∑

n=0

C2
n
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TRANSFORMÉE DE FOURIERNOTION DE SPECTRE & SÉRIE DE FOURIER (4)Propriétés des 
oe�
ients de Fourier1. limn→∞ An = limn→∞ Bn = 02. ∫ T

0
◮

∫ α+T

α3. Fon
tion f paire ◮ Bn = 04. Fon
tion f impaire ◮ An = 05. Conservation NRJ ◮
2
T

∫ T

x=0
f2(x) dx =

∑∞
n=0 C2

n

x

f(x) Spectre

f

T=1/fo

C1 
C2

C3

0 0

C0/2

fo f1 f2

Spe
tre de raies
• A0/2 ◭◮ Niveau moyen du signal
• f0 ◭◮ Le fondamental
• nf0 ◭◮ Les harmoniques
• Cn ◭◮ Amplitude (Module) de la n-ième harmonique
• C2

n ◭◮ Énergie de l'harmonique de rang n
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TRANSFORMÉE DE FOURIERNOTION DE SPECTRE & SÉRIE DE FOURIER (5)Représentation 
on
ise de la série de Fourier
f(x) =

∞∑

n=1

Cn cos(n2πf0x + θn) + C0/2ave
 Cn =

√

A2
n + B2

n et θn = arctan
(
Bn/An

)

Preuve de : A sin(kx) + B cos(kx) = C sin(kx + θ)

A sin(kx) + B cos(kx) =
√

A2 + B2

(
A

√

A2 + B2
sin(kx) +

B
√

A2 + B2
cos(kx)

)

(1)

Puisque (

A√
A2+B2

)2

+

(

B√
A2+B2

)2

= 1Il existe un θ tel que A√
A2+B2

= cos θ et B√
A2+B2

= sin θAinsi, on obtient
(1) ⇔

√

A2 + B2
(
cos θ sin(kx) + sin θ cos(kx)

)

⇔ C sin(kx + θ)ave
 C =
√

A2 + B2 Amplitudeet θ = arctan(B/A) PhaseExemple
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TRANSFORMÉE DE FOURIERNOTION DE SPECTRE & SÉRIE DE FOURIER (6)Série de Fourier de l'onde 
arrée 1D

f(x) =
A0

2
+

∞∑

n=1

An cos(n2πf0x) +

∞∑

n=1

Bn sin(n2πf0x)

f(x) =
4

π

(

sinx

1
+

sin3x

3
+

sin5x

5
+ . . . +

sin(2p + 1)x

2p + 1
+ . . .

)

�Note�Signal impair ◭◮ 
onstitué de fon
tions sinusSignal dis
ontinu ◭◮ demande une in�nité d'harmo-niques pour une bonne re
onstru
tionSignal à moyenne nulle ◭◮ A0 = 0 9



TRANSFORMÉE DE FOURIERNOTION DE SPECTRE & SÉRIE DE FOURIER (7)Théorème de 
onvergen
e
• En tout point ou f (périodique de période T = 1/f0et de valeur moyenne A0/2) est 
ontinu
f(x) =

A0

2
+

∞∑

n=1

An cos(n2πf0x) +

∞∑

n=1

Bn sin(n2πf0x)

• En un point de dis
ontinuité de la fon
tion f parexemple, pour la fon
tion 
i dessous, en xc = π

Alors la série de Fourier 
onverge vers la somme
1

2

[

f(xc + 0) + f(xc − 0)
]

=

A0

2
+

∞∑

n=1

An cos(n2πf0xc) +

∞∑

n=1

Bn sin(n2πf0xc)

10



TRANSFORMÉE DE FOURIERFORME COMPLEXE D'UNE SÉRIE DE FOURIERFORME COMPLEXE D'UNE SÉRIE DE FOURIER
◮ Spe
tre mathématique plus informatif
◮ Plus fa
ile de manipuler des exponentielles 
omplexesque des fon
tions trigonométriques

f(x) =

∞∑

n=1

Cn cos(2πnf0x + θn) + C0/2

=

∞∑

n=1

(
Cn

2

(

exp (2πjnf0x) exp (jθn) + exp (−2πjnf0x) exp (−jθn)

))

+
C0

2

=

∞∑

n=1

(

Dn exp (2πjnf0x) + D∗
n exp (−2πjnf0x)

)

+
C0

2ave
 Dn= Cn

2
exp (jθn)=

1
2
(An−jBn),∀n>0 et D0= C0

2
.

Dn ◭◮ Coe�
ients de Fourier, généralement 
omplexes.Pour les signaux réels, on montre que ◭◮ D∗
n = D−n

f(x) =

n=+∞∑

n=−∞
Dn exp (2πjnf0x)

Dn =
1

2
(An − jBn)

=
1

T

∫ T

0

f(x) cos(2πnf0x) dx − j
1

T

∫ T

0

f(x) sin(2πnf0x) dx

∝
∫ T

0

f(x) exp (−2πjnf0x) dxReprésentation des DnParties réelles et parties imaginaires ◭◮ (an, bn)Modules et arguments ◭◮ (cn, θn) 11



TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER 1D (1)Un signal non périodique ◮ lim signal
T→∞

◮ spe
tre 
ontinu
F[f(x)] = F (ν) =

∫ +∞

−∞
f(x) exp (−2πjνx) dx ν∈IR

F−1[F (ν)] = f(x) =

∫ +∞

−∞
F (ν) exp (2πjνx) dνoù x 
oordonnée spatialeet ν 
oordonnée spe
trale

◮ Continuum de fréquen
es harmoniques
F (ν) = R

[
F (ν)

]
+ j I

[
F (ν)

]
= R(ν) + jI(ν)

F (ν) = |F (ν)| exp [jΦ(ν)]

Spe
tre d'amplitude : |F (ν)| =
√

R(ν)2 + I(ν)2Phase : Φ(ν) = arctan
( I(ν)

R(ν)

)

� Prin
ipe du �ltrage �
◮ Modi�
ation de la phase et du spe
tre d'amplituded'un signal
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TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER -CAS PARTICULIER- (2)
a

f est paire ◮ F (ν) est réel
F (ν) =

∫ +∞

−∞
f(x)(cos 2πνx − j sin 2πνx) dxOr les fon
tions x → f(x) cos 2πνx et x → f(x) sin 2πνxsont respe
tivement paire et impaire. Don


∫ +∞

−∞
f(x) cos 2πνx dx = 2

∫ +∞

0

f(x) cos 2πνx dxet ∫ +∞

−∞
f(x) sin 2πνx dx = 0

b
f est impaire ◮ F (ν) est imaginaire pureCette fois, on a ∫ +∞

−∞
f(x) cos 2πνx dx = 0

c
f est réelle ◮ symétrie hermitienne

R[F (ν)] est paire et I[F (ν)] est impaire
d

f est paire ◮ F = F−1

f(x)
F=F−1

⇋ F (ν)

F (ν)
F=F−1

⇋ f(x) 13



TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER -EXEMPLE- (3)Fon
tion �Porte�






Π(x) = 1 si |x| ≤ 1
2

Π(x) = 0 si |x| > 1
2

f(x)

x-1/2 1/20

F (ν) =

∫ +∞

−∞
f(x) exp (−2πjνx) dx =

∫ 1/2

−1/2

exp (−2πjνx) dx

= − 1

2πjν

[
exp (−2πjνx)

]1/2

−1/2

= − 1

2πjν

[
exp (−πjν) − exp (πjν)

]

= − 1

2πjν

[
cos(πν) − j sin(πν) − cos(πν) − j sin(πν)

]

F (ν) =
sin(πν)

πν
= sin
(ν)

-0.5

0

0.5

1

1.5

-3 -2 -1 0 1 2 3

TF de la fonction porte
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TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER -EXEMPLE- (4)Fon
tion impulsionSoit la fon
tion ΠT(x), dé�nie par,
ΠT(x) =

1

T
Π
(x

T

)

=







1
T

si |x| ≤ T
2

0 si |x| > T
2

F
(1

T
Π
(x

T

))

=
sinπνT

πνTLorsque T → 0, la limite obtenue, qui n'est pas unefon
tion, est appelée distribution de Dira
 et noté δ

F(δ) = 1

T/2-T/2 T/4-T/4 0

f(x)

0

f(x)

1δsi T-> 0Π T

1/T

2/T

15



TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER -EXEMPLE- (5)Fon
tion GaussienneSoit f(x) = exp (−πx2)

F (ν) =

∫ +∞

−∞
exp (−πx2) exp (−2πjνx) dx

= exp(−πν2) exp (πν2)

∫ +∞

−∞
exp (−πx2) exp (−2πjνx) dx

= exp(−πν2)

∫ +∞

−∞
exp (−π(x + jν)2) dx

= exp(−πν2)

∫ +∞

−∞
exp (−πw2) dw

︸ ︷︷ ︸
1

(w = x + jν)

F (ν) = exp (−πν2)

F
[ 1√

2πσ
exp(− x2

2σ2
)
]

= exp
(

−2π2σ2ν2
) 16



TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER -PROPRIÉTÉS- (6)
F (ν) =

∫ +∞

−∞
f(x) exp (−2πjνx) dx ⇔ f(x) =

∫ +∞

−∞
F (ν) exp (2πjνx) dν

F −→ F−1 en é
hangeant
f en F

x en ν

j en − j

◮ Toute propriété de F est don
 vraie pour F−1en tenant 
ompte de 
ette transposition
1. LinéaritéSi F(f) = F et F(g) = G,

F(λf + µg) = λF + µG

F−1(λF + µG) = λf + µg2 . Transformée de f(ax)
F[f(ax)] =

1

|a|F
(ν

a

)

3. Transformée de f(x-xo)
F[f(x − x0)] = exp (−2jπνx0) F (ν)

F−1[F (ν − ν0)] = exp (2πjν0x) f(x)
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TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER -PROPRIÉTÉS- (7)La transformée d'une porte dé
alée est
F[Π(x − x0)] = exp (−2jπνx0) ×

sinπν

πνPlus généralement, on a
F
[1

T
Π
(x − x0

T

)]

= exp(−2πjνx0) ×
sinπνT

πνTSi T → 0, on en déduit, en posant
δx0

= δ(x − x0) = lim
T→0

1

T
Π
(x − x0

T

)i.e., la distribution de Dira
 translatée en x0. On obtient
F(δx0

) = exp (−2πjνx0)

xo-T/2 xo+T/2
xo

f(x)

1/T

1

0 x

δ
xo

18



TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER -PROPRIÉTÉS- (8)4. Transformée de f′(x)
F[f ′(x)] = 2jπν F (ν)De même, pour F−1 F−1[F ′(ν)] = −2jπx f(x)Plus généralement, si f (n)(x) existe et possède une TF

F[f (n)(x)] = (2jπν)nF (ν) et F−1[F (n)(ν)] = (−2jπx)nf(x)�TF de la fon
tion triangle Λ(x)�
Λ′(x) = Π

(

x +
1

2

)

− Π
(

x − 1

2

)

-1 +10

1

-1 +1

-1

+1

-1/2

1/2

f(x) f(x)
,

0 xx

2jπν F (ν) =
sinπν

πν

[

exp
(

−2πjν(−1

2
)
)

− exp
(

−2πjν(
1

2
)
)]

2jπν F (ν) =
sinπν

πν
× 2j sinπν

F (ν) =
(sinπν

πν

)2

19



TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER -PROPRIÉTÉS- (9)5. Transformée du produit de 
onvolutionProduit de 
onvolution
(f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞
f(t)g(x − t) dtOn démontre que si F(f) = F et F(g) = G alors

F(f ∗ g) = F × GDe la même façon pour F−1, on a
F−1

(

F ∗ G
)

= f × g

∗ F
⇋ ×

×
F−1

⇋ ∗

��Exemple��
F[Λ(x)] =

(sinπν

πν

)2

F[Λ(x)] =
sinπν

πν
× sinπν

πνor F[Π(x)] =
sinπν

πνdon
 Λ = Π ∗ Π
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TRANSFORMÉE DE FOURIERPÉRIODICITÉ ET ÉCHANTILLONNAGE (1)Note sur la distribution de Dira

δ(x) = lim

T→0

1

T
Π
(x

T

)

= lim
T→0

ΠT(x)On dé�nit de la même façon
δ(x − x0) = δx0

= lim
T→0

1

T
Π
(x − x0

T

)

Propriétés
f(x)δ(x) = f(0) δ(x)

f(x)δ(x − x0) = f(x0) δ(x − x0)

f(x)

xδ(x−xo) x

f(x) δ

0 0

(x−xo)=f(xo) δ(x−xo)

f(x) ∗ δ = f(x)

f(x) ∗ δx0
= f(x − x0)

F[f(x) exp(2jπν0x)] = F (ν − ν0)

f(x)

xδ(x−xo) x0 0

=f(x−xo)(x−xo)δf(x) *

21



TRANSFORMÉE DE FOURIERPÉRIODICITÉ ET ÉCHANTILLONNAGE (2)Peigne de Dira
On appelle �peigne de Dira
�, la distribution noté ∐∐(x),dé�nie par
∐∐ (x) =

n=+∞∑

n=−∞
δ(x − n)

-1 0 1 2 3 4

......

(x)

x

Le peigne de Dira
 est invariant dans la TF
F
(

n=+∞∑

n=−∞
δ(x − n)

)

=

n=+∞∑

n=−∞
δ(ν − n)Dans le 
as d'un peigne de période T

F
(n=+∞∑

n=−∞
δ(x − nT)

)

=
1

T

n=+∞∑

n=−∞
δ(ν − n

T
)

0 

......

(x)

x-T 3T2TT

... ...

-1/T 0 1/T 2/T

F

1/T

v
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TRANSFORMÉE DE FOURIERPÉRIODICITÉ ET ÉCHANTILLONNAGE (3)Transformée de Fourier d'une fon
tion périodiqueSoit f(x) une fon
tion périodique, de période T = 2π
wdé�nie par la fon
tion �motif� f0(x)

{

f0(x) = f(x) si x ∈ ∆
f0(x) = 0 si x 6∈ ∆

x0 xo+T

fo

∆

x

f(x)

f(x) =

n=+∞∑

n=−∞
f0(x − nT) = f0(x) ∗

n=+∞∑

n=−∞
δ(x − nT)En appliquant la TF

F (ν) = F0(ν) ×
1

T

n=+∞∑

n=−∞
δ
(

ν − n

T

)

F (ν) =

n=+∞∑

n=−∞

1

T
F0

(n

T

)

δ
(

ν − n

T

)

soit, F (ν) =

n=+∞∑

n=−∞
cn δ

(

ν − n

T

) ave
 cn =
1

T
F0

(n

T

)

◮ Spe
tre de raies 23



TRANSFORMÉE DE FOURIERPÉRIODICITÉ ET ÉCHANTILLONNAGE (4)Transformée de Fourier d'une fon
tion é
hantillonnéeOn peut représenter une fon
tion f é
hantillonnée ave
la période d'é
hantillonnage Te

f(x)

n=+∞∑

n=−∞
Teδ(x − nTe) =

n=+∞∑

n=−∞
Tef(nTe) δ(x − nTe)

-Te-2Te 0 Te 2Te x

f(x)

En appliquant la TF on obtient
F
(

f(x)

n=+∞∑

n=−∞
Teδ(x − nTe)

)

= F (ν) ∗
n=+∞∑

n=−∞
δ
(

ν − n

Te

)

=

n=+∞∑

n=−∞
F
(

ν − n

Te

)

= G(ν)

F(v)

−vo 0 vo

2vo

v

G(v)

1/Te

24



TRANSFORMÉE DE FOURIERTHÉORÈME DE SHANNON
F(v)

−vo 0 vo

2vo

v

G(v)

1/Te

On peut �isoler� F (ν) en multipliant par
F (ν) = G(ν) × Π

( ν

2ν0

)

d'où en appliquant F−1

f(x) =

n=+∞∑

n=−∞
Te f(nTe) δ(x − nTe) ∗

sin 2πν0x

πx

f(x) =

n=+∞∑

n=−∞
Te f(nTe)

sin 2πν0(x − nTe)

π(x − nTe)Ainsi la fon
tion f dont la TF a pour support [−ν0, ν0]est parfaitement déterminée par {f(nTe)}n∈Z dès que
Te ≤

1

2ν0
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TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER 2D (1)
F[f(x, y)] = F (u, ν) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y) exp (−2πj(ux + νy)) dx dy

F−1[F (u, ν)] = f(x, y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
F (u, ν) exp (2πj(ux + νy)) dudν

où x, y sont les 
oordonnée spatialeet u, ν sont les 
oordonnée spe
trale
F (u, ν) = R

[
F (u, ν)

]
+ j I

[
F (u, ν)

]
= R(u, ν) + jI(u, ν)

F (u, ν) = |F (u, ν)| exp [jΦ(u, ν)]Phase : Φ(u, ν) = arctan
( I(u, ν)

R(u, ν)

)

Spe
tre d'amplitude : |F (u, ν)| =
√

R(u, ν)2 + I(u, ν)2Spe
tre de puissan
e : |F (u, ν)|2 = R(u, ν)2 + I(u, ν)2
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TRANSFORMÉE DE FOURIERTRANSFORMÉE DE FOURIER 2D -EXEMPLE- (2)Fon
tion �Re
tangle�







f(x, y) = Π(x, y) = 1 si |x| ≤ 1
2
, |y| ≤ 1

2

f(x, y) = Π(x, y) = 0 sinon
F (u, ν) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y) exp (−2πj(ux + νy)) dxdy

=

∫ 1/2

−1/2

exp (−2πjux) dx

∫ 1/2

−1/2

exp (−2πjνy) dy

=
sin(πu)

πu

sin(πν)

πν
= sin
(u, ν)

27


