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TF DISCRETE
TF DISCRETE 1D (1)

| CAS CONTINU (RAPPEL)

+o0
}"[f(x)]ZF(u)Z/ f(z)exp (—2njux)dx u€lR.
| CAS DISCRET |
f(x) f(x,) = (% + xAx)
1 T{x,+3Ax)
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f(x) = f(xo+2Ax) =0,1,2,...N—1
| TFD et TFD inverse
—2Tjux
F ex =0,1,...,N—1
(w) = Zf(a:) P(— )
= 2mjux
= N F(u) exp =0,1,...,N—1
f(2) = Z<u> () @
1
Ay =
NAzx




TF DISCRETE
TF DISCRETE 1D -EXEMPLE- (2)

fq) . f(x,) = (% + xAx)
1(:-:u+2m:)I If(x0+3Ax) 4 t e
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F(0)

F(1)

F(2)

F(3)

2Wj0$

3
1/4Zf(x) exp ( )=1/4) f@@)1

=0 =0

1/4(f(0) + 1)+ F(2) + f(3)) =1/4(2+3+ 4 +4) =3.25

2ﬂjx

1/4Zf(x) exp (——)

=0
1/4(2 exp(0) + 3exp(—jm/2) + 4 exp(—jm) + 4 exp(—3j7/2))

H(-2+3)

3 B
1/4Zf(x)exp(_4:”)=...:—1/4
=0
6W]O$ .
1/4Zf(:v) exp ( )=...=1/4(-2-))
=0

Spectre d’amplitude

[F(0)| =325 |F(1)|=+5/4 |F(2)|=1/4 |F(3)=+5/4
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TF DISCRETE 2D (1)

| TFD 2D et TFD 2D inverse

R e ur vy
Py = e (2ni (X2 + 1))
(w,v) = 7 f(z,y) exp W](N-l-M)
=0 y=0
w=0,1,2,... N—1
v=0,1,2,....M —1
N—1M-1 vy
— F ex(2 )
fay) = (u,) exp (2 (2 + 1Y)
u=0 vr=0
£=0,1,2,... N—1
y=0,1,2,....M—1

Le plus souvent I'image a traiter est carrée «» M = N

PROPRIETES
e Les mémes que ceux énoncé pour la TF continue
e Cyclique (périodique)
F(u,v) = F(u+ N,v) = F(u,v+ N) =F(u+ N,v+ N)
f(z,y) = f(x+ N,y + N)
car

]:'
Signal périodique = Spectre de raies

Signal échantillonné = Spectre périodique




e Périodicité

TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D (2)
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TF DISCRETE 2D (3)

Donc Puisque

F
Signal périodique = Spectre discret

=4

TFD

TF




TF DISCRETE
TF DISCRETE 2D (4)

e Séparabilité

Pour une image carrée «» M = N
] N-1N-1 wz + vy
F(u,v) = N2 Z Z f(z,y) exp (—27Tj<—>>

N
=0 y=0

1 N-1 1 N-1 vy o
= N ~ 2_ J(@,y)exp (—27Tj—)> exp (—27rj—>

N-1
1
= Z [TF 1D de la x iéme colonne] exp (—QWj%>

= N
TF 1D de la y iéme ligne
colonnes
flx,y) Q(uy) F(u,v)
tgnes 7DD |~ ||| 7| mEDp || T|T|T T
sur les lignes | —|—|— | — | — | surles colonnes | | |+ |+ |+ | +
=== ][+
—-1=1-1- [+
—=-]-|- + [+ ]+
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TF DISCRETE 2D (4)

Recalage Cyclique

Translation —Rappel—
fx —x0,y —y0) = F(u,v)exp <

275 (uox + yoy)> F

—27j(uzo + vyo)
N

= F(u—ug,v—
N (u — up, v — 10)

f(z,y)exp (

uo=ro="% p exp (2Lt tre))—exp (mj(z + y))=(—1)C+)

x(—1)ty ==
I F
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TF DISCRETE 2D -VISUALISATION- (5)

Image originale |F(u,v)|

|F(0,0)| au centre klog(1 + |F(u,v)l|)

—Nota—
e On affiche généralement |F(u,v)| (F(u,v) complexe)

e Les fréquences élevées sont bcp plus faible que les
fréquences plus basses. On affiche donc plutot klog(1+
|F'(u,v)|]) (k est une constante de normalisation pour
recaler les niveau de gris dans [0,255])

e On met l'origine au centre de I'image en effectuant
un décalage cyclique
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TF DISCRETE 2D -INTERPRETATION- (6)

u=-2, v=2

u=-2, v=1

— 1

u=-2, v=0

//

u=-2, v=-1

7

u=-2, v=-2

N=Z%

L v=2 u=1, v=2 u=z, v=2

N w7

u=-1, v=1 u=0|\r=1 u=1, v=1 u=2, v=1
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TF DISCRETE 2D -INTERPRETATION- (7)

Expérience de Oppenheim et Lim (1981)

Reconstruction obtenue avec le module de Batiment et
la phase Lena et inversement pour I'autre image

e Module < puissance/intensité de la contribution des
diférentes composantes fréquentielles

~ intensité des contours dans l'image

e Phase <« position des composantes fréquentielles a
reconstruire
~ aspect/texture de I'image
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Image |F(image)|
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TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (9)

e Rotation
Image

|7 (image)|

e Périodicité

,
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TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (10)

Image |F(image)|

{a) 14
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TF DISCRETE 2D -EXEMPLES- (11)

Image |F(image)|
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TF DISCRETE
CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (1)

Théoréme de convolution 2D

Foy) *g(zy) = Fuv) Gu,v)
fzy) g(zy) = Fluw)*Glu,v)

\Convolution 2D -Version continue-

0 el = /Ooo/oooﬂa,ﬁ)g(m — o,y — 8) dadf

\Convolution 1D -Version discréte—\

(AxB)(z) =) A(i)B(zx — 1)

-Exemple-

A B
1]2[s[4][5] + [1]2]s]
xLO xT=0

¢x=1 ¢x=2
(1]2]3]4]5]  [1]2]3]4[5]
x X x x X x
3 4 3 6 6 4
P P
| fzol [ [ || l10]16]22]
(A*B)(1) (A*B)(2)
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CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (2)

Convolution des bords

A) Ajout de zéro
0 001 2 3 4,5 00

4110/16 22|22

B) Enroulement
4 5§ 112 3 465 1 2

19 1016 22 23

C) Réflexion
3 2|12 345 4 3

101016 22 26

D) Défaut
12 3 45

1016 22
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CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (3)

Convolution 2D -Version discréte—\

-Exemple-
10| 5 |20 /\20\20 -10| 5 |-15/ 0 | O
10| 5 |20 \20|20 @ 1 -10| 15|-10| 20| 20
10| 5 |20\20|120| = 01 -10| 15|-10| 20| 20
10| 5|20 |20 20 -10| 15|-10| 20| 20
10| 5 |20 |20 20 -10| 15|-10| 20| 20
(Ajout de zéro)
1) 1 1) 10
0 1 1]0 1(1)
Original x reflexion vy reflexion
— Propriétés —

e Commutatif » fix fox f= fox fixf

e Associatif » (fixfo)*xf = fix(fax[)
e Distributif » (fi+ fo)xf=fixf+ foxf
f(fi+fo)=f«fi4+ f*fo

>
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CONVOLUTION DISCRETE 1D & 2D (4)

(%.Y)
F{u,v) G(u,v) F(u,v) - G(u,v)

FFuY) - Gu)]

&
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TF DISCRETE
THEOREME DE SCHANNON

f(x) IF(o)]

-112T 12T

A |F(ew
F
= | | o
X - : [
I.‘.l LY )
L 1T’
IF ()|
-1:"21‘ ) 1."51‘ .;

» sinon phénoméne d’aliasing
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TF DISCRETE
INTERPOLATION OPTIMALE

. F(@)]
F-‘I
<=
®
X =127 2T
k. e
f(x) A |F ()]
=
=== 1*
®
X < >
=127 12T
f(x) Y |F(o)]
<==
o
X - } : t >
-12T 12T

» Possibilité de reconstruire totalement le signal 2D a
partir de ses échantillons
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TF DISCRETE
FET (1)

F(u) = Zf(a;)exp( Qﬁ“m) w=0,1,2,...,.N—1

O(N?) opérations

Fu) = Nilf@x) exp (22T %Nilf@x + 1) exp (U2 E D,
=0
) X palr a X ir?]rpair ’
17 1 g —2mjux —27r]u g 2mjux
ZE[N—/Q ;f@a:)exp( YE )-I—exp( N N/2 Zf(2x+1)e><p( N2 )]
TF de la B,artie paire ’ ) TF de la partle impaire ’

e TF [N éléments] =2 TF [N/2 éléments]

+ N/2 multiplications et N/2 additions complexes (en
fait N/4 pour les multiplications)

e |Op(N) =20p(N/2) + N

Fy(u) = 1[F}372're(u)—|—exp (—27;”) FyRTe (u )]

N
Pour u'=u—|—5

. . N ; ]
exp (_27;?/) = exp (_W) = exp (—qu) exp (—mj) = —exp <_27]r\?u>
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TF DISCRETE

FFT (2)
Ainsi
Fy(u) = E[Fpaire(u) + exp (_QWjU)Fimpaire(u)]
2 N/2 N N/2
Fyn(u+ 5) = 3 [F]‘f,?;re(u) —exp (— yu)F;vr;‘Qpa're(u)]

Pour w=0,1,2,...,N/2—1

1 multiplication est nécessaire pour deux termes

f(0) (1) 1(2) f(3) f(4) 1(5) f(6) f(7)

e N\

f(0) f(2) f(4) f(6) f(1) 1(3) f(5) f(7)

N N

f0) f(4) (2 f(6) f(1) f1G) ) f(7)

F(0) F(4) F(2) F(6) F(1) F(5) F(3) F(7)

FFT

FFT 1D » O(N log N)
FFT 2D » O(N?log N)
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TF DISCRETE

FFT (3)

Vérifions que O(N

log N)

(Par induction, sachant que Op(N) =20p(N/2) + N)

e Vrai pour N=17? p» Op(1) =1logl =0 » oui
e Vrai pour N =27 p Op(2) =2log2 =2 » oui
e Vrai pour NlogN7?

— Op(N) =NIlogN?

— Op(N) = 2N/210g(2N/2)
— Op(N) =2N/2(log(N/2) 4+ log 2)

— Op(N) =2N/2logN/2 +2N/2log?2
— Op(N) =20p(N/2) + N

C.Q.F.D.

Principe du filtrage fréquentiel

Image

Image rehaussée

FFT

FFT-1

TF(image)

Filtrage

Image Filtrée
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