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Transformée en Z

Rappel

On appelle Transformée en Z (TZ) de la séquence numérique { f(n)} échantillonnant
la fonction f, la fonction de variable complexe z définie par

F(z)= ) fmz"

n=—oo

et on notera F(z) = Z|[f(n)]




Trouver les TZ des séquences numériques { f(n)} définies par :

1 f(n) = (n - ) U(w)

2. f(n)=nU(n—-1)

3. f(n)=2"U(n)

4. f(n)=2""Un+1)

5. f(n) =e"[U(n) —U(n — k)| avec (k = N*)
6. f(n) =n>U(n)

7. f(n) = e sin(wn)U(n)

8. f(n)=na"U(n)

Réponse

En regardant les tables et en utilisant quant cela est nécessaire les propriétés de la TZ, on obtient

z 5 .

f=tn=Dum = o i

f) = nUn=1) = (= DU - +UB-1) = g+

f)=2"Um) = - : :
f(n)ZQ_NZ/{(n—i—l):2.2—(n+1)u(n+1): i 22( 5 )
1
- —(ez)7F

’ z roz(z+1
f(n) =n*U(n) z Z(n-nu(n)) :_Z((Z—l)Q) _ (i_—i—l)g)

Z e z sin(w)

€222 —2ez cos(w) + 1

Réponse

Le numérateur a bien un degré inférieur au dénominateur. La décomposition en éléments simples s’écrit :



1 1

Fiz) = z—3 z2-2
Flz) = %{zi3_zi2}

Or les tables nous montrent que Z~! (L) =a"U(n) avec (|z| > |a|). Le facteur 1 traduisant un retard,

z—a z

on obtient donc la séquence

fn)=2"1F(2))=(B""'"=2""HYUn-1)

Trouver la TZ inverse de :

F(z)=Z+3

z—2

Réponse

[a]

Le numérateur n’a pas un degré inférieur au dénominateur. On doit régler ce probléme avant de décom-
poser en éléments simples

z4+3 (2—2)+5 5 1z
() z—2 z—2 +z—2 o2 z—2
ypzt
ftn) = 6n)+5-2" U 1)

y(n+2) —y(n+1)—6y(n) =d(n)
y(0) =
y(1) =1
Réponse
On va utiliser le fait que
Zyn)} = Y(2)
Z{y(n+1)} = 2[Y(2) —y(0)] = 2Y(2)
Z{yn+2)} = 2[V(2)-y0) -2 y(1)] =2 [Y(2) —z7]

L’équation transformée s’écrit donc :



Yy = L A5 4

/T 2L 6 zr2 23
pz-!

s = 2 A U -

Trouver la TZ de la fonction échantillonnée (periode T = 7/6) suivante

f(@) = |sinz| U(z)

Réponse

On doit revenir a la définition car les tables ne nous sont d’aucun secours

1 3 3 1 1 3
F(z) = (52_1+§z‘2+2_3+\/7_z_4+52_5)+(§z_7+§2_8+2_9+...)
F(z) = Fo(z) % (1—}—276—1—27124—...)
1
r = K
() = R x g

Trouver l'original (i.e., la TZ inverse) de

1

Fe) =21

a l'aide d’une décomposition dans C, puis en utilisant le développement en série entiére de
la, variable z~*

Réponse!
I SRR T N Y
Flz) = m_2(z—1 z—i—l)_QZ (z—l z—i—l)
gzt
1
e e N LCY

Cest a dire f(2p) =1 pour p>0et f(2p+1)=0.

1. Une autre solution serait d’utiliser le développement en série de la fonction 1/(1 — z) ~ 1 4+ = + 22 + 2% + ...
1
F(z) = 22. :zf2<1+zf2+zf4+---)
1—2z72

bzt
fn) = dn—-2)+én—-4)+...+5(n—-2p)+...
et on retrouve f(2p) =1 pour p > 0et f(2p+ 1) =0.



Trouver la TZ inverse de : .

Fz) = 22 +22-3
1
F(z) = 1—-327142272
z_l—‘/Tiz_2
F@z) = 1—22"14 22
z
P& = 7
F(z) = (1—}—2_1)6_271
Réponse
(2] P B z B z . 3/4 1/4
G = T T EIReC) i3 oD
pz-!
= 11 )M U 1
fo) = 11+ um-1)
[b] o 1 . 8-2 (1 4
(2) = 1-327142272 +z2—3z—|—2_ + z—1+z—2
yz!
fin) = o(n)—Un—-1)+4-2""UMn—1)=45(n)+ (4 con—h I)U(n -1)
F(z) _ z’l—‘/Tiz’Q _ Z—TQ

1—V2z 14272 22-2zcos(§)+1
. zz—gz
= z
22 =2z cos(§) +1

F(z) = z1< 2 cos(f) 2 )

22 =2z cos(%)+1




n!
n=0
0o _1)n . 0o 1 n—1 .
= Zo(n!) - +Zl((n—)1)'z
2zt : :
(1", (e
fin) = - Un) + (=1 Un—1)

Réponse

[a]

Dans cet exemple, on ne doit pas tomber dans le piége de faire, dans le domaine transformeée, la convolution
des deux transformé de chacun des termes puissances. En effet, cette séquence numérique se simplifie et cette

simplification nous simplifiera le calcul de sa TZ




Résoudre les équations récurrentes suivantes :

yin+2)—3yn+1)+2y(n) = d(n)
y(0) =0
y(1) =1
yn+2)—2yn+1)+2y(n) = Un)

y(0) =0

y(1) = 1

2y(n+2)—y(n) = dn-2)
y(0) =0
y(1) =0

{ yn+1)—2y(n) = nl(n)
y(0) =0
Réponse
[a]
22 {Y(z) - zfl} —3zY(2)+2Y(2) = 1
z+1 3 2
Y = (Z—Z)(z—l):z—2 z—1
yz!
y(n) = (3-2"""=2)U(n-1)
[b]
22 [Y(z) — 2_1} —22Y(2)+2Y(2) = . i 1
22 1 2
Y@ = (z—l)(22—22+2):z—1+22—22+2

Nota : le numérateur (« = 2) de la fraction m peut étre retrouvé soit en utilisant la formule
donnée en cours (chap. 10, slide numéro 10), soit en ré-écrivant la fraction avec le méme dénominateur et en
identifiant les deux membres de 1’égalité ou soit en donnant une valeure particuliére & z, par exemple z = 0
(on trouve ainsi I’équation 0 = —1 + a/2 et donc a = 2).

1 22 1 22
Ve = ot 2ﬁ2_1{z2_22z+2} ot 2\/52_1{,22—2\/5005(73/4),24—(\/5)2}
pz-!
y(n) = Un—1)+2v2 (V2" ! Sin[%(n—l)}bl(n—l)

yn) = [1+2v2- (V2" U - 1)




9 1 273 z 273 gz Qz
e e BRI R (i)

yz7!

o = )T () -

En utilisant directement 1’équation aux différence, on trouve y(0) = 0, y(1) = 0, y(2) = 0, y(3) = 0,
y(4) = 0.5, y(5) = 0, y(6) = 0.25, y(7) = 0, y(8) = 0.125 ... On trouve donc facilement une formule plus
simple résumant cette séquence numérique en disant y(2p + 1) = 0 et y(2p) = 0.57~! pour p > 2

z
2Y(2)-2Y(2) = EEE
z 2 1 2
Y = = — _
(2) GC-2)-12 z2-2 (z-12 (z-1)
yz-t

yn) = 2-2"7'Un—-1)—(n—-1Un—-1)—2U(n—-1)

y(n) = [2” —n— 1} Un—1)
Nota : le numérateur (—2) de la fraction (z—il) peut étre retrouvé soit en utilisant la formule donnée en

cours ou soit en donnant une valeure particuliére & z, par exemple z = 0 (conduisant 4 0 = —1 — 1 — A).

Trouver la TZ inverse de . .

X(z) =

z2—2y 2—2

oil z* est le complexe conjugué de z et on posera zg = e"77¢ et donc 2§ = e" 77

Réponse
Z z
an Z/{ :
e (n) T
2z (z —e” cos 9)
_ ornf ,gnb 7jm9) U \i X _ z < _
z(n) =e (e te (n) (2) z— 20 + z—z5 z%2—2e" cosfz+e2r

qui est aussi bien de la forme générale



Table de Transformé en Z

x(n)

X(z)

Impulsion

x(n) = 8(n)

il

Echelon unité

x(n) = u(n)

'TI]H H

Rampe

x(n) = n.u(n)

« Exponentielle »

x(n) = a".u(n)

[sin (n.w, Ty )} u(n)

(l—a").u(n) (l—z’l).(l—a.z’l)
i HH -z
(z - 1).(2 - a)
| HH e (mar) G
Sinus sin (,.T; ).z

1-2.cos(w, T;)z" +2~
3 sin(wO.TE).Z

7 —2.cos(0, T, )z +1

Cosinus

[ cos(n.o,.T; ) |u(n)

1-cos(®,.T; )z

1-2.cos(w, T ).z + 27

2’ —cos(,.T;).z

7 —2.cos(0, T, ).z +1

Oscillations amorties

a".[sin (n.w,. T, )] u(n)

a.sin(,.T;).z"

1-2a.cos(w, Ty )z +a’z”

B a.sin(w,.T;) .z

27 -2a.cos(w,.T; ).z +a’

a" [ cos(n.o, T, ) |.u(n)

1- a.cos(oao.TE ).z'1

1-2a.cos(w,T;)z "' +a’z”

72 —a.cos(w,T,)z

2" -2a.cos(w,.T; ).z +a’




