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I. Filtrage Numérique (38 pts)1. Considérons le �ltre numérique dérit par la fontion de transfert suivante
H(z) =

z2 − 1

z2 − 1.267 z + 0.81En se rappelant que lorsque les p�les sont omplexes, il est plus simple de les aluler sous la formesmodule/argument, i.e., r exp(jθ) et que
(

z − r exp(jθ)
)(

z − r exp(−jθ)
)

= z2 − 2 z r cos(θ) + r2on vous demande de faire une étude de e �ltre, et plus préisement de :(a) Trouver l'équation aux di�érenes assoiée à e �ltre.<5 pts>(b) Préiser de quelle famille e �ltre fait partie (RIF ou IIR) et son ordre.<2 pts>() De aluler les p�les et les zéros de la fontion de Transfert et de les représenter dans le planomplexe ave le erle de rayon unité.<5 pts>(d) Préiser, en le justi�ant, si e �ltre est stable.<2 pts>(e) À partir de la fontion de transfert et de la position des p�les et des zéros de elle-i :i. Caluler le gain statique et le gain à la fréquene de Shannon.<2 pts>ii. Traer l'allure du module de la réponse fréquentielle de e �ltre.<4 pts>(f) Donner la réponse impulsionnelle du système à partir de l'équation aux di�érenes (4 premierséhantillons, i.e. ; y(0), y(1), y(2), y(3))<3 pts>(g) Si on onsidère un signal d'entrée x(n) dont l'amplitude est aléatoire (entre 0 et 100), de 1000éhantillons ave une fréquene d'éhantillonnage de Fe = 1000 Hz, et que l'on implémente l'équa-tion aux di�érenes assoiée à e �ltre. Que va t-on obtenir omme signal de sortie y(n) ?Justi�er et détailler votre réponse.<5 pts> �����������2. Considérons le �ltre numérique dérit par la fontion de transfert suivante
H(z) = 0.6

z + z−1

z − 0.2(a) Trouver la réponse de e �ltre à une rampe n U(n).<10 pts>



Réponse1.(a) On a H(z) =
z2 − 1

z2 − 1.267 z + 0.81

Y (z)

X(z)
=

1 − z−2

1 − 1.267 z−1 + 0.81 z−2

Y (z)
{

1 − 1.267 z−1 + 0.81 z−2

}

= X(z)
{

1 − z−2

}

⇓ Z−1

y(n) = 1.267 y(n− 1) − 0.81 y(n− 2) + x(n) − x(n − 2)<5 pts>1.(b)Filtre RII (ou IIR en anglais), i.e., de réponse impulsionnelle in�nie du seond ordre (présene de y(n−2)et p�le atifs qui ne se trouvent pas à l'origine), onduisant à une équation réursive.<2 pts>1.()On a (

z − r exp(jθ)
)(

z − r exp(−jθ)
)

= z2 − 2 z r cos(θ) + r2 = z2 − 1.267 z + 0.81En identi�ant, on trouve r = 0.9 et 2 r cos(θ) = 1.267, e qui donne θ ≈ 0.79 ≈ π
4
(fréquene numérique

= θ/(2π) ≈ 0.125) et :
H(z) =

z2 − 1

z2 − 1.27 z + 0.81
=

(z − 1)(z + 1)
(

z − 0.9 exp(j 0.79)
)(

z − 0.9 exp(−j 0.79)
)

=
(z − 1)(z + 1)

(

z − 0.9 exp(j π
4
)
)(

z − 0.9 exp(−j π
4
)
)Don deux zéros : z1 = 1 et z2 = −1<2 pts>et deux p�les omplexes onjugués :

p1 ≈ 0.9 exp(j 0.79) ≈ 0.9 exp(j π
4
) et

p2 ≈ 0.9 exp(−j 0.79) ≈ 0.9 exp(−j π
4
).<3 pts>1.(d)Filtre stable puisque les deux p�les sont à l'interieur du erle de rayon unité.<2 pts>1.(e)Gain statique H(z = 1) = 0 (pour f = 0) et gain à la fréquene de Shannon (pour la fréquene numérique

f = 1/2) H(z = −1) = 0<2 pts> + <2 pts>1.(f)En utilisant l'équation aux di�érenes, et pour x(n) = δ(n), on obtient



y(n) = 1.267 y(n− 1) − 0.81 y(n− 2) + x(n) − x(n − 2)

y(0) = 1.267 y(−1)− 0.81 y(−2) + x(0) − x(−2) = 1

y(1) = 1.267 y(0)− 0.81 y(−1) + x(1) − x(−1) = 1.267

y(2) = 1.267 y(1)− 0.81 y(0) + x(2) − x(0) = 1.267 × 1.267 − 0.81 − 1 = −0.2047

y(3) = 1.267 y(2)− 0.81 y(1) + x(3) − x(1) = 1.267 × (−0.2047)− 0.81 × 1.267 ≈ −1.2856<3 pts>1.(g)Cette question est similaire à elle du TP (Filtre RIF et RII, Question I). Le signal x(n) est un signal desortie y(n) orrespondant à du bruit (blan ou non orrélé) ontenant, par dé�nition, toute les fréquenes.A la suite de e �ltrage (i.e., à la suite de l'implémentation de ette équation aux di�érenes), la fréquenenumérique ν = 0.125 sera ampli�ée et toute les autres fréquenes seront atténuées (f. l'allure de la réponsefréquentielle du �ltre). Il en résultera un signal de sortie périodique (et bruitée ar le �ltre n'est pas parfait)de fréquene numérique ν = 0.125 ou de fréquene physique f = Fe × 0.125 = 1000 × 0.125 = 125 Hz (i.e.,il existera 8 périodes omplètes pour l'ensemble du signal de sortie y(n)).<5 pts>2.(a)Les tables nous montre que la transformée en Z d'une rample n U(n) est z/(z − 1)2, don<2 pts>On a H(z) = 0.6
z2 + 1

z(z − 0.2)

z

(z − 1)2
= 0.6

z2 + 1

(z − 0.2)(z − 1)2
=

0.975

(z − 0.2)
+

1.5

(z − 1)2
+

−0.375

(z − 1)

⇓ Z−1

y(n) = 0.975 (0.2)n−1 U(n − 1) + 1.5 (n − 1)U(n − 1) − 0.375U(n− 1)<8 pts> (moitié des points pour le alul juste des premiers ehantillons ave l'équation aux di�érenes)NOTA : Rappel : Le paramètre de la première fration est trouvée en multipliant par (z − 0.2) et enposant z = 0.2. Pour e paramètre, on a 0.6 × (0.22 + 1)/(0.2 − 1)2 = 0.975.Le paramètre de la deuxième fration est trouvée en multipliant par (z − 1)2 et en posant z = 1. Pour eparamètre, on a 0.6 × (1 + 1)/(1 − 0.2) = 1.5.Le paramètre de la troisième fration est trouvée en posant z = 0, onduisant à l'équation 0.6(0+1)/(−0.2)(−1)2 =
(0.975/− 0.2)+ (1.5/(0− 1)2+x/(−1), 'est à dire −3 = −4.875+1.5−x, 'est à dire x = 3− 4.875+1, 5 =
−0.375.



II. Analyse Spetrale (30 pts)Soit un signal analogique dont on souhaite analyser numériquement le spetre par éhantillonage puisTFD (Transformée de Fourier Disrète). On s'attend éventuellement que e signal soit de la forme
x(t) = α · sin(2π 40t) + β · sin(2π 100t) + Bruit Blan Gaussienave α, β et le Bruit Blan Gaussien d'amplitude et d'éart type plus ou moins importante selon l'endroitoù est émis le signal.1. Que devrait être la fréquene d'éhantillonnage Fe minimale de e signal ?<3 pts>2. Si on éhantilonne e signal à la fréquene d'éhantillonnage Fe = 600 Hz et que l'on prenne N = 1000éhantillons (fenêtre d'aquisition retangulaire) de elui i.(a) Caluler la durée (en seonde) du signal.<3 pts>(b) Caluler la résolution fréquentielle du spetre.<3 pts>() Expliquez (i.e., donner les trois raisons) pourquoi ette analyse spetrale ne permettra pas deretrouver deux Dira (ou deux raies spetrales in�niment �nes) aux deux fréquenes assoiées auxdeux signaux sinusoidaux de x(t). Justi�ez votre réponse.<6 pts>3. Quelle est la fréquene d'éhantillonnage la plus prohe de Fe = 600 Hz (et qui respete Shannon)qui nous permette de retrouver deux raies spetrales les plus �nes aux deux fréquenes assoiées auxdeux signaux sinusoidaux de x(t) et qui utiliserait aussi N = 1024 éhantillons du signal pour pouvoirutiliser une FFT.<5 pts>4. On veut garder pour des raisons tehniques la fréquene d'éhantillonage Fe = 600 Hz. Donner lavaleur de N , la plus prohe mais inférieur à 1024, qui ne soit pas néessairement une puissane de 2 etqui permette de retrouver deux raies spetrales les plus �nes possibles. Justi�er votre réponse.<5 pts>5. On désire obtenir un spetre un peu moins bruité. Pour ela, on va utiliser la tehnique du périodo-gramme moyenné ave un hevauhement des petites fenêtres (retangulaires) d'aquisition de 50% eton dispose au départ de N = 1000 éhantillons du signal ave une Fe = 600 Hz que l'on désire garder.Donner une stratégie possible (i.e., une taille des petites fenêtres dont le nombre d'éhantillons n'estpas nééssairement une puissane de 2 et un nombre de moyennage) permettant d'avoir des raies lesplus �nes et un spetre débruité.<5 pts>Réponse1Pour respeter la ondition de Shannon, la fréquene d'éhantillonnage Fe minimale doit être égale aumoins à deux fois la fréquene maximale ontenue dans le signal. Le signal ontient éventuellement une si-nusoide de fréquene 40 Hz et une autre de fréquene 100 Hz, don, la fréquene d'éhantillonnage minimaleest don Fe = 200 Hz.<3 pts>



2.(a)(b)
Fe = 600 Hz respete la ondition de Shannon et ave N = 1000 éhantillons du signal permet d'obtenirune résolution fréquentielle de ∆ν = 1/T (plus petite fréquene détetable dans le signal) ave T la durée dusignal. T = N Te ave Te = 1/Fe la période d'éhantillonage. On trouve don T = 1000 (1/600) = 5

3
≈ 1.666(en seondes) et ∆ν = 3

5
= 0.6.<2pts> + <3 pts>2.()1-℄ La résolution fréquentielle ∆ν n'étant pas un sous multiple de 40 Hz et de 100 Hz, l'énergie fréquentiellede es deux sinusoides se répartireront entre deux bins fréquentielles. Par exemple l'énerge de la sinusoidede fréquene 40 Hz se répartirera entre le bin de fréquene 66 × 0.6 = 39.6 Hz et 66 × 0.6 = 40.2.<4 pts>2-℄ De plus la fenêtre retangulaire d'aquisition, (qui va prendre en ompte des fausses disontinuités dusignal aux extremités) va augmenter ette élargissement fréquentielle et réaliser, en fait, une onvolution duspetre idéale ave la TF d'une porte, i.e., un sinus ardinal.<1 pt>3-℄ La présene du bruit blan va réer des omposantes fréquentielles à toute les fréquenes et elargiraussi es raies spetrales.<1 pt>NOTA : Un BONUS de 2 pts supplémentaires si on avait les 3 réponses justes !3

• Le premier sous multiple de 40 Hz et de 100 Hz est ∆ν = 0.5 (sous multiple inférieure à 0.6)qui orres-pond à une longueur du signal, ave 1024 = 210 éhantillons à T = 1024 Te = (1/∆ν) = (1/0.5) = 2 soit unepériode d'éhantillonage de Te ≈ 1.953 10−3 ou Fe = 512 Hz (i.e., 1024 × ∆ν = 1024 × 0.5 = 512.
• Autre possibilité : Le premier sous multiple (supérieure à 0.6 ette fois ) de 40 Hz et de 100 Hz est

∆ν = 0.8. Ave 1024 éhantillons, ela orrespond à Fe = 1024× 0.8 = 819.2 Hz.<5 pts>4On a ∆ν = 1/N Te = Fe/N = 600/N ave N < 1024 permettant à ∆ν d'être un sous multiple de lafréquene 40 hz et 100 Hz. Ave Fe = 600 Hz et N = 1024, ∆ν = 0.58. Le premier sous multiple de lafréquene 40 hz et 100 Hz supérieur (à ause de la ontrainte N < 1024) à ∆ν = 0.58 est ∆ν = 0.8 = 600/Nqui nous donne N = 750.<5 pts>5On doit don trouver une taille Np de petites fenêtres d'aquisition qui permette de onserver unerésolution spetrale de ∆ν sous multiples de 40 Hz et 100 Hz. On a ∆ν = 1/Np Te = Fe/Np = 600/Np.Par exemple ∆ν = 20 = 600/Np serait le premier sous multiples ommun à es deux fréquenes, qui nousonduirait à Np = 30. Ave un hevauhement de 50% ela onduirait à 1000/30 ≈ 33 subdivisions du signalou 65 subdivisions ou taille Np de petites fenêtre d'aquisition se hevauhant de 50%.On pourrait aussi onsidérer Np = 60 pour un ∆ν = 10 et 31 petites fenêtre d'aquisition se hevauhant de
50% (ou Np = 120 : : ∆ν = 5 et 15 moyennages, ou Np = 240 : : ∆ν = 2.5 et 9 moyennages, ou Np = 480 : :
∆ν = 1.25 et 3 moyennages).<5 pts>



III. Cryptage du Son (43 pts)Dans et exerie, on souhaite réaliser un système (simple) de ryptage du son prohe de elui utilisépar les haînes ryptées payantes (omme la haine Française Canal+) ou elui utilisé pour rypter uneommuniation téléphonique.Pour un signal sonore (signal réel x(t)) éhantillonnée (ave une fréquene d'éhantillonnage Fe respetantla ondition de Shannon) et de bande spetrale s'étendant de la fréquene 0 à νmax (νmax étant la fréquenemaximale ontenue dans e signal), e ryptage onsiste, en fait, à permuter la partie positive et la partienégative du spetre omme indiquée sur la Fig. 1 (et faire ainsi e que l'on appelle un retournement, unepermutation spetrale ou une inversion de spetre). Le son devient alors inompréhensible et peut êtredérypté par l'opération inverse.
ν ν

|X( )|ν
inv

0 0νmax νmax

|X  ( )|ν

(a) (b)

Module du Spectre du signal original Module du Spectre du signal cryptéFig. 1 � Prinipe de la méthode de ryptage. (a) Spetre du signal à rypter. (b) Spetre du signal rypté.On s'intéressera à deux méthodes de ryptage, dont le prinipe sera sensiblement équivalent et dont l'unesera omprise grâe à la Transformée de Fourier et l'autre grâe à la Transformée en Z.1. Transformée de FourierOn supposera dans ette question que Fe = 48 Khz et νmax = 10 Khz.(a) Rappeler pourquoi |X(ν)|, le module du spetre du signal original x(t) est pair.<3 pts>(b) Montrer que pour tout signal x(t) de Transformée de Fourier X(ν) (i.e., x(t)
F

⇋ X(ν)), l'opérationonsistant à multiplier x(t) par une osinusoide de fréquene ν0, on a<5 pts>
F

{

2 x(t) cos(2πν0t)
}

= X(ν − ν0) + X(ν + ν0)() Dessiner le module du spetre obtenu par l'opération préédente onsistant à multiplier x(t) parune osinusoide de fréquene ν0 = νmax (on rappelle que νmax est la fréquene maximale ontenuedans e signal).<4 pts>(d) En déduire l'opération spetrale que l'on doit ensuite faire pour réaliser le spetre du signal rypté(f. Fig. 1.b).<5 pts>(e) Expliquer pourquoi le signal analogique sonore orrespondant au spetre du signal rypté estdevenu inintelligible.<4 pts>



(f) Expliquer maintenant quelle est l'opération temporelle permettant de déripter le signal rypté(i.e., quelle opération permet de passer du module du spetre du signal rypté au module duspetre du signal original). Justi�ez bien votre réponse (en illustrant, si possible, votre expliationpar des �gures).<4 pts>(g) Soit y(t) le signal rypté. Exprimer z(t) = y(t) cos(2πνmaxt) en fontion de x(t) (en linéarisantles termes trigonométriques). Caluler Z(ν), le spetre de z(t) et exprimer e spetre en fontionde X(ν). Retrouver ensuite les opérations nééssaires au déryptage du signal y(t) que vous aveztrouvez à la question préédente.<4 pts>2. Transformée en ZDans ette partie, on va proposer un ryptage, équivalent à la question préédente, et dont on vaomprendre le prinipe grâe à la Transformée en Z. On supposera dans ette question que la fréquened'éhantillonnage respete tout juste la ondition de Shannon, i.e., Fe = 2νmax et que |X(ν)| à la formespetrale (entre −νmax et νmax) donnée en Fig. 1. On onsidère le ryptage simple qui onsiste à inverserle signe d'un éhantillon sur deux :
k0

xk

0

k

   Cryptage 
xk kY

Y

kFig. 2 � E�et temporel du ryptage(a) Rappeler pourquoi |X(ν)| est périodique et traer e spetre en indiquant en absisse ou se situela fréquene d'éhantillonnage Fe.<3 pts>.(b) Donner l'équation donnant y(k) (ou yk) en fontion de x(k) (ou xk).<4 pts>() Déterminer Y (z) en fontion de X(z) et En déduire que le spetre Y (ν) [on rappelle que z =
exp(2πjν) ave ν une fréquene numérique℄ est relié au spetre de X(ν) par la relation :

Y (ν) = X(ν +
1

2
)et traer le spetre du signal rypté.<7 pts>Rappel : Pour ette question, on rappelle la propriété suivante de la Transformée en Z

Z
[

akx(k)
]

= X
(z

a

)



Réponse1.(a)On alule la TF d'un signal réel x(t). Par symmétrie hermitienne, |X(ν)| est don pair.<3 pts>1.(b)Ave la onvention x(t)
F

⇋ X(ν) , et en utilisant le fait que cos(2πν0t) = 1

2

(

exp(2πjν0t)+exp(−2πjν0t)
),ave exp(2πjν0t)

F

⇋ δ(ν − ν0), on a (propriété de déalage)1
2 x(t) cos(2πν0t) = x(t) ·

(

exp(2πjν0t) + exp(−2πjν0t)
) F

⇋ X(ν) ∗
(

δ(ν − ν0) + δ(ν + ν0)
)

F

⇋ X(ν − ν0) + X(ν + ν0)NOTA : En téléommuniation, ette proedure s'appelle une modulation d'amplitude (AM) et la fréquene
ν0, la porteuse de ette modulation d'amplitude.<5 pts>1.()On a don y = 2 x(t) cos(2πνmaxt) F

⇋ Y (ν) = X(ν − νmax) + X(ν + νmax), et, graphiquement<4 pts>
|X( )|ν

0

ν
νν maxmax

πνmaxModule du Spectre du signal x(t) cos(2       t)  Fig. 3 � Représentation de Y (ν) = X(ν − νmax) + X(ν + νmax)1.(d)À partir du spetre préédent, l'opération spetrale que l'on doit ensuite réaliser pour obtenir le moduledu spetre du signal rypté est simplement un �ltre passe-bas de fréquene de oupure νmax.Si on veut exprimer mathématiquement ette opération spetrale, il s'agit de multiplier Y (ν) par uneporte de largeur 2νmax, i.e.,
Y (ν) · Π2νmax(ν) =

{

X(ν − νmax) + X(ν + νmax} · Π2νmax(ν)<5 pts>1On aurait put aussi utiliser diretement la dé�nition de la Transformée de Fourier et utiliser un hangement de variable
F

“

x(t) cos(2πν0t)
”

=

Z +∞

−∞

x(t)

„

exp(2πjν0t) + exp(−2πjν0t)

2

«

exp(−j2πνt) dt

=
1

2

Z

+∞

−∞

x(t) exp
`

−2πj(ν − ν0)t
´

dt + x(t) exp
`

−2πj(ν + ν0)t
´

dt

= X(ν − ν0) + X(ν + ν0)



|X( )|ν

0

ν
νν maxmax

πνmax

 

Module du Spectre du signal x(t) cos(2       t) apres 
filtrage passe−bas de fréquence  νmax1.(e)En réalisant une permutation du spetre du signal voal, on a inversé l'ordre des fréquenes omposantle signal sonore. Plus préisement, les fréquenes initialement aigues deviennent graves et inversement lesomposantes fréquentielles graves du message x(t) sont devenus aigues. Cette inversion de fréquenes rend lemessage inompréhensible et permet don de rypter le message pour quelqu'un qui ne disposerait pas desmoyens que l'on va voir par la suite, pour le déripter.<4 pts>1.(f)Pour retrouver le signal original à partir du signal rypté, il faut refaire les deux opérations préédentes ;à savoir 1-) la multipliation du signal rypté par cos(2πνmaxt) et 2-) le �ltrage Passe-Bas de fréquene deoupure νmax. Graphiquement, ela s'explique bien<4 pts>

|X( )|ν

0 νmaxmax

πνmaxModule du Spectre du signal x(t) cos(2       t) remultiplié 

πpar cos(2      t) νmax

ν
νmaxνmaxν

Apres filtrage Passe−Bas 

Fig. 4 � Dériptage par 1-) multipliation du signal rypté par cos(2πνmaxt) et 2-) �ltrage Passe-Bas defréquene de oupure νmax.1.(g)
y(t) cos(2πνmaxt) = x(t) · cos2(2πνmaxt)

=
x(t)

2
·
(

1 + cos(4πνmaxt)) F

⇋ X(ν) ∗
(

δ(ν) +
1

2
δ(ν − 2νmax) +

1

2
δ(ν + 2νmax))

F

⇋ X(ν) +
1

2
X(ν − 2νmax) +

1

2
X(ν + 2νmax)Ce alul nous permet de retrouver les opération nééssaires pour retrouver le spetre du signal original

X(ν) à partir du spetre du signal rypté multiplié par cos(2πνmaxt). Il s'agit de faire, en deuxième opération,un �ltre passe-bas à la fréquene de oupure νmax qui aura pour e�et d'éliminer X(ν+2νmax) et X(ν−2νmax).On retrouve ainsi les opérations nééssaires au déryptage du signal y(t), trouvé à la question préédente.<4 pts>



2.(a)Le spetre est périodique de période Fe ar le signal signal est disrétisé ave ette fréquene d'éhan-tillonnage.<3 pts>
|X( )|ν

0 νmax
(a)

ν

Module du Spectre du signal original discrétisé

Fe

2.(b)L'algorithme de ryptage est formulé par l'équation suivante yk = (−1)kxk<4 pts>2.()On utilise la propriété suivante de la Transformée en Z : Z
[

akx(k)
]

= X
(

z
a

) Don on a Y (z) = X(−z).<3 pts>
Y

(

exp(2πjν
)

= X
(

− exp(2πjν)
)

= X
(

exp(jπ) exp(2πjν)
)

= X
(

exp(2πj[ν +
1

2
])
)Et don, (en fréquene numérique) : Y (ν) = X(ν + 1

2
)<4 pts>

|X( )|ν

0 νmax

ν

Fe

Module du Spectre du signal cryptéNOTA : L'opération de ryptage temporelle yk = (−1)k xk est similaire en fait à l'opération de realageylique que l'on a déjà utilisé pour reentrer le spetre d'une image du entre informatique au entre del'image (f. slide 8 Chap. TF disrète). En e�et, en fréquene numérique, on a bien :
y(k) = x(k) · (−1)k = x(k) · exp

(

−2πjk(
1

2
)
)

F
−1

⇋ X(ν) ∗ δ(ν +
1

2
) = X(ν +

1

2
) = Y (ν)


