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I. Transformée de Fourier (40 pts)1. Soit une Gaussienne d'é
art type σx et sa TF qui est aussi une Gaussienne mais d'é
art type σν .Estimer à quoi est égale le produit σx σν .<5 pts>2. Soit la fon
tion signe (i.e., sgn(x)) :sgn(x) =







1 si x > 0
0 si x = 0
−1 si x < 0(a) Pré
iser pourquoi on ne peut utiliser dire
tement la dé�nition de la TF (basée sur le 
al
ul intégral)pour mener à bien le 
al
ul de la transformée de Fourier de 
ette fon
tion.<5 pts>(b) Montrer graphiquement ou mathématiquement que Π(x) = 1

2

{sgn(x + 1
2 ) − sgn(x − 1

2 )
} ave


Π(x), la fon
tion �Porte� vue en 
ours.<5 pts>(
) Cal
uler F(sgn(x)
) en utilisant la dernière égalitée.<5 pts>3. Soit Π(x) la fon
tion porte (de largeur unité). Cal
uler l'expression suivante : F

{

∂2

∂x2

(

Π(x) ⋆ Π(x)
)

}dans laquelle ⋆ désigne l'opérateur de 
onvolution.<5 pts>4. Montrer que l'on à la relation suivante : δ(αx) = 1
|α| δ(x)<5 pts>5. En sa
hant que δ′(x) ∗ f(x) = f ′(x), trouver la TF de δ′(x) et en déduire (ave
 la propriété duale) laTF de la fon
tion x.<5 pts>6. En s'aidant de la TF, montrer que ∂f(x)

∂x ∗ g(x) = f(x) ∗ ∂g(x)
∂x<5 pts>Réponse1.Ave
 la 
onvention x

F
⇋ ν, on a montré en 
ours que : 1√

2πσx

exp
(

− x2

2σ2
s

) F
⇋ exp

(

−2π2σ2
x ν2

)or exp
(

−2π2σ2
x ν2

)

= exp
{

−
ν2

2
(

1
2πσx

)2

}

= exp
{

−
ν2

2σ2
ν

} ave
 σν =
1

2πσxOn trouve alors que : σx σν = (2 π)−1<5 pts>NOTA : On retrouve dans 
ette question, le prin
ipe bien 
onnue de dilatation-
ontra
tion propre à latransformée de Fourier et le résultat est à rappro
her ave
 la relation d'in
ertitude d'Heiseinberg.2.(a)On ne peut utiliser le 
al
ul intégral pour 
al
uler F[ sgn(x)
] 
ar le signal sgn(x) n'est pas à énergie �nie.<5 pts>2.(b)



1

2
sgn(x +

1

2
) =















1
2 si x > − 1

2

0 si x = − 1
2

− 1
2 si x < − 1

2

−
1

2
sgn(x −

1

2
) =















− 1
2 si x > 1

2

0 si x = 1
2

1
2 si x < 1

2

1

2
sgn(x +

1

2
) −

1

2
sgn(x −

1

2
) =















0 si x < − 1
2

1 si x ∈ [− 1
2 : 1

2 ]

0 si x > 1
2qui est bien la fon
tion �Porte�.<5 pts>2.(d)On va néanmoins pouvoir néanmoins trouver 
ette TF en utilisant les TFs de fon
tions déjà 
onnues,notamment 
elle de la fon
tion �Porte�. On a don


Π(x) =
1

2

{sgn(x +
1

2
) − sgn(x −

1

2
)
}

⇃↾ F

sin(π ν)

π ν
=

1

2
exp

(

2πj
1

2
ν
)

· F
[sgn(x)

]

−
1

2
exp

(

−2πj
1

2
ν
)

· F
[sgn(x)

]

= F
[sgn(x)

]

·
{1

2
exp (πj ν) −

1

2
exp (−πj ν)

}

= F
[sgn(x)

]

· j sin(πj ν)don
 : F
[sgn(x)

]

=
1

jπ ν
< 5 pts >NOTA : Puisque la fon
tion sgn(x) est impaire, on retrouve bien une transformée de Fourier qui estimaginaire pure (propriété de symétrie hermitienne).3.

∂2

∂x2

(

Π(x) ⋆ Π(x)
) F

⇋ (2πjν)2
( sin(π ν)

π ν

)2

= −4 sin2(πν) < 5 pts >4.Propriété de 
ontra
tion-dilatation : δ(αx)
F
⇋

1

|a|

F−1

⇋
1

|α|
δ(x) = δ(αx) < 5 pts >NOTA : On aurait put dire que l'intégrale d'un Dira
 est toujours l'unité (
ar il est dé�nit 
omme étant lalimite, quand T tend vers 0 de la fon
tion porte d'intégrale unité et de largeur T ) et retrouver 
ette propriétépar un 
hangement de variable x = α y

∫

δ(x) dx = 1 ⇔

∫

δ(αy) dy =
1

α
=

1

α

∫

δ(x) dx =

∫

δ(αx) dxPar identi�
ation et puisque l'aire est toujours positif, on a δ(αx) = 1
|α| δ(x).5.



δ′(x) ∗ f(x) = f ′(x)

⇃↾ F

F
[

δ′(x)
]

· F (ν) = 2πjν · F (ν)Don
 F
[

δ′(x)
]

= 2πjν et en utilisant la propriété duale : F−1
[

δ′(ν)
]

= −2πjx et don
 :
x

F
⇋

δ′(ν)

−2πj
< 5 pts >NOTA : Pour trouver que F

[

δ′(x)
]

= 2πjν on aurait pu aussi simplement dire que F
[

δ′(x)
]

= 2πjν ·

F
[

δ(x)
]

= 2πjν.6.
∂f(x)

∂x
∗ g(x)

F
⇋

(

2πjν F (ν)
)

· G(ν) = F (ν) ·
(

2πjν)G(ν)
) F−1

⇋ f(x) ∗
∂g(x)

∂x
< 5 pts >II. Spe
tre-É
hantillonnage-Re
onstru
tion (15 pts)1. Pouvez vous expliquez brièvement quel est le phénomène qui se passe pour 
ette image (
f. Figure 1) ?.L'image non bruitée est 
omposée de 
er
les 
on
entriques dont les rayons se rappro
hent de plus enplus.<5 pts>

Fig. 1 �2. Asso
ier à 
ha
une des images le spe
tre (module de la TF) 
orrespondant et expliquez pourquoi vousavez fait 
e 
hoix (
f. Figure 2) ?<10 pts>3. Soit l'image f(x, y) Lena.pgm déja vue en TP et dont le spe
tre F (u, ν) est montré dans la �gure 
i-dessous. Que devient le spe
tre F (u, ν) de l'image Lena si on met à zéro les niveaux de gris d'une 
olonnesur deux de f(x, y). É
rire mathématiquement à quoi 
orrespond 
ette opération de dégradation etexprimer en fon
tion de F (u, ν) à quoi va ressembler son spe
tre Fd(u, ν).<8 pts>



(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Fig. 2 � Trois Images et trois spe
tres . . .

Fig. 3 � Lena et son spe
treRéponse1.C'est l'e�et moiré, d'aliasing, de sous-é
hantillonnage ou en
ore l'e�et du au repliement de spe
tre. Depar sa nature (des 
er
les 
on
entriques dont les rayons se rappro
hent de plus en plus), il est impossible detrouver une période d'é
hantillonnage assez petite pour éviter le repliement de spe
tre de 
ette image.<5 pts>2.Image (a) ave
 spe
tre (e) : l'image de la souris présente une dis
ontinuité ou transition brutale suivantl'axe des x qui se traduit par une TF présentant de nombreuses fréquen
es spatiales suivant l'axe des ν(asso
ié à l'axe des y).Image (
) ave
 spe
tre (f) : l'image du 
améra-man présente spatialement de nombreuses dis
ontinuitéssuivant di�érents axes que l'on retrouve dans le domaine fréquentiel (de nombreuses et importantes fréquen
esspatiales asso
iées à di�érents axes).



Image (b) ave
 spe
tre (d) : l'image est dis
rétisée par une sorte de peigne de Dira
 bidimensionnelpondéré. Dans le domaine fréquentiel, 
ela se traduit par une 
onvolution du motif spe
tral de base par unpeigne de Dira
 bidimensionnel pondéré (périodisation du motif spe
tral). <10 pts>3.Si on 
onsidère que l'axe des x représente les di�érentes lignes de l'image et l'axe des y, 
elui des 
o-lonnes, on pourrait donner à 
ette dégradation sur l'image f(x, y) (appelons la fd(x, y)) la représentationmathématique suivante ;
fd(x, y) = f(x, y) · ∐∐T=2 (y)

F
⇋ F (u, ν) ∗ ∐∐T=1/2 (ν)Le spe
tre se répète (∗ ∐∐) don
 en ν ave
 une période équivalente à la moitié de l'image (T = 1/2) del'image. <8 pts>NOTA : On obtient 
e spe
tre

III. Filtrage (48 pts)1. Cal
ul de la MTF d'un masque de 
onvolution-1 0 1-2 0 2-1 0 1(a) Séparer 
e �ltre en deux masques de 
onvolution une dimension (l'un en x (verti
al), l'autre en y(horizontal). Dans le 
as où l'un des deux avait tous ses 
oe�
ients positifs, ajouter lui le fa
teurde normalisation né
essaire pour qu'après �ltrage de l'image par 
e masque de 
onvolution, l'image
onserve sa moyenne de niveaux de gris.<4 pts>(b) Trouver les expressions mathématiques et l'allure des réponses fréquentielles (module de la TF)du masque de 
onvolution h(x, y) donné 
i-dessous respe
tivement en u (horizontalement) et en
ν (verti
alement).<10 pts>(
) Tra
er sommairement l'allure de sa réponse fréquentielle (module) en u et en ν. Expliquer pourquoiune représentation de 
es réponses fréquentielles sur [−0.5, 0.5] est satisfaisante.<5 pts>(d) De quel type de �ltre pour 
ha
une des dimensions 
onsidérées (passe-bas, passe-haut, Passe-bande, et
.) s'agit t-il ? Pouvait-on prévoir le résultat juste en regardant les 
oe�
ients de 
e�ltre ? Expliquer maintenant qualitativement 
e que va faire 
e masque de 
onvolution.<5 pts>



2. Cal
uler le masque de 
onvolution 3 × 1 horizontal (3 
olonnes, et 1 ligne) asso
iée, sur le signal 1D
f(x), dis
rétisant l'opération mathématique suivante :

f(x) − k
∂2f(x)

∂x2
k ∈ R

+<10 pts>3. Trouver le masque de 
onvolution 1 dimension suivant x (4 
olonne, 1 ligne) qui réalise une dérivéetroisième (i.e., si f(x, y) 
orrespond au niveau de gris de l'image en (x, y), le masque de 
onvolutionréalisant ∂3f(x,y)
∂x3 ).<7 pts>

4. On vient de réaliser un �ou sur l'image mona en pro
édant dans le domaine spe
tral et en utilisantl'algorithme de FFT (Fast Fourier Transform) et un �ltre de moyenne de taille 15 × 15. On obtient lerésultat montré à droite de l'image mona. Expliquer en justi�ant pourquoi il existe (sur l'image rendue�oue) une sorte de grosse ligne noire sur le 
oté supérieur de l'image (i.e., sur les premières lignes del'image �oue).<7 pts>Réponse1.(a)Filtre séparable mais non symétrique ◮ 1
4

121 en x et -1 0 1 en y <4 pts>1.(b)
• En x

F
⇋ u et en utilisant un fa
teur de normalisation 1/4 (pour 
onserver la moyenne de l'image après�ltrage)

F(h(x)) = H(u) =

+∞
∑

x=−∞
h(x) exp (−2πjux) =

+1
∑

x=−1

h(x) exp (−2πjux),

=
1

4
[exp (2πju) + 2 + exp (−2πju)] =

1

4
[2 + 2 cos(2πu)] =

1 + cos(2πu)

2
. < 5 pts >NOTA : On aurait pu prévoir à l'avan
e que 
ette MTF allait être réelle, 
ar le masque de 
onvolutionest pair.

• En y
F
⇋ ν

F(h(y)) = H(ν) =

+∞
∑

y=−∞
h(y) exp (−2πjνy) =

+1
∑

y=−1

h(y) exp (−2πjνy),

= − exp (2πjν) + exp (−2πjν) = −2j sin(2πν).



En module on a don
 |H(ν)| = |2 sin(2πν)| <5 pts>.NOTA : On aurait pu prévoir à l'avan
e que 
ette MTF allait être imaginaire pure, 
ar le masque de
onvolution est impair.1.(
)On trouve graphiquement
-0.5
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H
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|2 sin(2pi nu)|
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<2.5 pts> <2.5 pts>Le spe
tre est périodique puisque le signal dans le domaine spatial est dis
ret et il se répète tous les 1/Te =
1/∆x = 1 (fréquen
e numérique puisqu'a au
un moment, on ne 
onnait la période d'é
hantillonage). Don
un support de 1 dans le domaine spe
tral est su�sant. Comme on est intéressé à voir (mathématiquement)l'allure spe
trale de 
ette MTF 
entrée en 0, une réponse fréquentielle sur [−0.5, 0.5] est satisfaisante.<2 pts>1.(d)En x, 
'est un �ltre passe-bas<0.5 pt> ; 
e que l'on pouvait prévoir en 
onstatant que tous les 
oe�
ientsde 
e �ltre sont positifs <1 pt>.En y, 
'est un �ltre passe-haut <0.5 pt> ; 
e que l'on pouvait un peu prévoir en 
onstatant que 
ertaindes 
oe�
ients de 
e �ltre sont négatifs (à la rigueur un �ltre Passe-bande mais la bande de fréquen
e de
e �ltre est largement 
on
entrée dans les hautes fréquen
es). On re
onnait, gra
e au 
ours, qu'il s'agit del'opérateur gradient en y (horizontal), qui est bien un �ltre passe-haut <1 pt>.Finalement 
e �ltre va lisser en x et 
al
uler une dérivée en y. Il sert à faire la déte
tion des 
ontours(horizontales grâ
e au �ltre passe-haut en y) tout en étant robuste au bruit (grâ
e au �ltre passe-bas en x).<2 pts>NOTA : Si on voulait être pré
is, 
e �ltre va laisser passer les hautes fréquen
es ave
 une fréquen
e(numérique) de 
oupure (largeur à mi-hauteur de 2) ν1 ≈ 0.085 et ν2 ≈ 0.415 et don
 atténuer plutot quelaisser passer les hautes fréquen
es supérieure à la fréquen
e numérique ν2 ≈ 0.415. Mais à quoi 
orrespond
ette fréquen
e numérique de ν2 ≈ 0.415 en terme de période (ou nombre) de pixels ? 0.5, la plus grandefréquen
e numérique, 
orrespond à 1/2 ou 1/(2Te) ave
 Te = 1 = longueur du pixel. La fréquen
e numériquede ν2 ≈ 0.415 
orrespond à une période de 1/(0.415 ∗ 2) ≈ 1.20 pixel soit 1 pixel. Des edges de 1 pixel (delongueur) ne seront pas déte
té par 
e �ltre. Par 
ontre les hautes fréquen
es maximales de νmax = 0.25seront ampli�é par deux et très bien déte
tées. Cette fréquen
e numérique de 0.25 
orrespond à une périodede 1/(0.25 ∗ 2) = 2 pixels. Les edges s'étalant sur deux pixels seront déte
té par 
e �ltre.Cela est bien véri�é spatialement 
ar :

• Soit un signal 1D de 5 pixels de long et toroidal (
ir
ulaire) du type 1 0 1 0 1 0 
onvolué ave
notre masque -1 0 1 donnerait 0 0 0 0 0 0 : 
ontour (de période 1) non déte
té.
• Par 
ontre un signal 1D de 5 pixels de long et toroidal (
ir
ulaire) du type 1 0 0 1 0 0 
onvoluéave
 notre masque -1 0 1 donnerait 0 1 -1 0 1 -1 : 
ontour (de période 2) déte
té.Cette parti
ularité rend 
e masque de 
onvolution estimant le gradient horizontal plus robuste au bruit que



le simple masque de taille [2 × 1] -1 1 ou 1 -1 .2.On a vu en 
ours que 1 -2 1 implémentait en [3 × 1], la dérivée se
onde. Don

f(x) − k

∂2f(x)

∂x2

f(x) ∗
(

δ(x) − k
∂2

∂x2

)

f(x) ∗

( 0 1 0 − k 1 -2 1 )

f(x) ∗

( 0 1 0 − k -2k k )

f(x) ∗

( -k 2k+1 -k )<10 pts>3.Par 
onvolution répétée (d'un masque de 
onvolution asso
ié à une dérivée première et d'un masque de
onvolution asso
ié à une dérivée se
onde), on peut trouver le résultat immédiatement.-1 1 ∗ 1 -2 1 = -1 3 -3 1La réponse, 1 -3 3 -1 est bonne aussi (en 
onsidèrant 
ette fois des masques du type 1 -1<7 pts>4.Puisqu'on a utiliser une FFT, l'image mona utilisée dans 
ette 
onvolution est en fait l'image de monase répétant indé�niment en ligne et 
olonne (ou 
ette même image mais toroidale). La grosse ligne noire quel'on voie est en fait le résultat du moyennage des niveaux de gris du haut de l'image (qui sont 
lairs) ave
les niveaux de gris (très noirs) des dernières lignes de l'image.<7 pts>


