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I. Filtrage Numérique (74 pts)1. Considérons le �ltre numérique (ave
 ρ < 1) dé
rit par la fon
tion de transfert suivante
H(z) =

z2 −
√

2 · z + 1

z2 − ρ
√

2 · z + ρ2
(1)En se rappelant que lorsque les p�les et/ou les zéros sont 
omplexes, il est plus simple de les
al
uler sous la formes module/argument, i.e., ρ exp(jθ) et que

(

z − ρ exp(jθ)
)(

z − ρ exp(−jθ)
)

= z2 − 2 z ρ cos(θ) + ρ2on vous demande de faire une étude de 
e �ltre, et plus pré
isement de :(a) Trouver l'équation aux di�éren
es asso
iée à 
e �ltre.<6 pts>(b) Pré
iser de quelle famille 
e �ltre fait partie (RIF ou IIR) et son ordre.<3 pts>(
) De 
al
uler les p�les et les zéros de la fon
tion de transfert et de les représenter dans leplan 
omplexe ave
 le 
er
le de rayon unité.<6 pts>(d) Pré
iser, en le justi�ant, si 
e �ltre est stable.<3 pts>(e) À partir de la fon
tion de transfert et de la position des p�les et des zéros de 
elle-
i,
al
uler le gain statique et le gain à la fréquen
e de Shannon (en fon
tion de ρ et enprenant ρ = 0.99). Tra
er l'allure du module de la réponse fréquentielle de 
e �ltre.<8 pts>(f) Donner la réponse impulsionnelle du système à partir de l'équation aux di�éren
es (4 pre-miers é
hantillons, i.e. ; y(0), y(1), y(2), y(3) et pour ρ = 0.99)<5 pts>(g) Donner une appli
ation dans laquelle il serait interessant d'utiliser 
e �ltre.<5 pts>2. On 
onsidére maintenant le �ltre numérique dé
rit par l'équation Eq. (1) mais ave
 ρ = 0.(a) Re-pré
iser maintenant de quelle famille 
e �ltre fait partie, son ordre, représenter 
esnouveaux p�les/zéros dans le plan 
omplexe ave
 le 
er
le de rayon unité, son gain statiqueet son gain à la fréquen
e de Shannon.<8 pts>(b) Tra
er l'allure du module de la réponse fréquentielle de 
e �ltre et pré
iser bien la naturede 
e �ltre et aussi (en justi�ant bien votre réponse), quelle est la di�éren
e ave
 le �ltrenumérique pré
édent (i.e., 
elui de la question 1.). Ce �ltre pourrait-il être utilisé pourl'appli
ation que vous avez donné en 1.(g) ?<8 pts>(
) Trouver la réponse impulsionnelle de 
e �ltre.<6 pts>(d) Trouver la réponse indi
ielle de 
e �ltre.<6 pts>(e) Trouver la réponse de 
e �ltre à une rampe n U(n).<10 pts>



Réponse1(a) On a : H(z) =
Y (z)

X(z)
=

z2 −
√

2 · z + 1

z2 − ρ
√

2 · z + ρ2
=

1 −
√

2 · z−1 + z−2

1 − ρ
√

2 · z−1 + ρ2 · z−2

Y (z)
{

1 − ρ
√

2 · z−1 + ρ2 · z−2

}

= X(z)
{

1 −
√

2 · z−1 + z−2

}

⇓ Z−1

y(n) = ρ
√

2 y(n − 1) − ρ2 y(n − 2) + x(n) −
√

2 x(n − 1) + x(n − 2)<6 pts>1(b)Filtre RII (ou IIR en anglais), i.e., de réponse impulsionnelle in�nie du se
ond ordre (présen
e de y(n−2)et p�le a
tifs qui ne se trouvent pas à l'origine), 
onduisant à une équation ré
ursive.<3 pts>1(
) On a : (

z − ρ exp(jθ)
)(

z − ρ exp(−jθ)
)

= z2 − 2 z ρ cos(θ) + ρ2En identi�ant, on trouve fa
ilement :
H(z) =

z2 −
√

2 · z + 1

z2 − ρ
√

2 · z + ρ2
=

(

z − exp(j π

4
)
)(

z − exp(−j π

4
)
)

(

z − ρ exp(j π

4
)
)(

z − ρ exp(−j π

4
)
)On a don
 deux zéros 
omplexes 
onjugués : z1,2 = exp(±j π

4
)<3 pts>et deux p�les 
omplexes 
onjugués : p1,2 = ρ exp(±j π

4
)<3 pts>

1(d)Il est pré
isé dans l'énon
é que q < 1, don
 
e �ltre est stable pour toute les valeurs de q positive puisqueles deux p�les sont à l'interieur du 
er
le de rayon unité.<3 pts>1(e)On a, respe
tivement pour le gain statique H(z = 1) (i.e., pour la fréquen
e numérique f = 0) et gain àla fréquen
e de Shannon (pour la fréquen
e numérique f = 1/2) H(z = −1)

H(z = 1) =
2 −

√
2

1 − ρ
√

2 + ρ2
≈ 1.0099

H(z = −1) =
2 +

√
2

1 + ρ
√

2 + ρ2
≈ 1.0100



Soit presque le gain unité pour le début (f = 0) et la �n (f = 1/2) du module de la réponse fréquentielle de
e �ltre.<5 pts>NOTA : On a tout intérêt à prendre une valeur de ρ la plus pro
he de 1 (sans la dépasser toutefois pourdes raisons de stabilité des p�les) si on veut garder un gain unité pour les fréquen
es de 
e �ltre autre quela fréquen
e que l'on désire rejeté. En e�et, si l'on pose ρ = (1 − ǫ), le gain statique s'é
rit (et le mêmeraisonement tient pour le gain à la fréquen
e de Shannon) :
H(z = 1) =

2 −
√

2

1 − (1 − ǫ)
√

2 + (1 − ǫ)2
=

2 −
√

2

2 −
√

2 + [
√

2ǫ − 2ǫ + ǫ2]et on a bien lim
ǫ→0

H(z = 1) = 1On sait déjà que le gain est preque l'unité pour le début (f = 0) et la �n (f = 1/2) du module de laréponse fréquentielle de 
e �ltre. De plus, les deux zéros se trouvant à la fréquen
e numérique f = 1/8, onse retouve ave
 un reje
teur de 
ette fréquen
e numérique et ave
 une réponse fréquentielle du style :
|H(z)|

1

0 1/2 3/4 11/8<3 pts>1(f)En utilisant l'équation aux di�éren
es, et pour x(n) = δ(n), on obtient :
y(n) = 1.4 y(n − 1) − 0.98 y(n− 2) + x(n) − 1.41 x(n − 1) + x(n − 2)

y(0) ≈ 1.4 y(−1)− 0.98 y(−2) + 1 − 1.41 x(−1) + x(−2) = 1.0

y(1) ≈ 1.4 y(0) − 0.98 y(−1) + x(1) − 1.41 x(0) = 1.4 − 1.41 ≈ −0.01

y(2) ≈ 1.4 y(1) − 0.98 y(0) + x(2) − 1.41 x(1) + x(0) = 1.4 · (−0.01)− 0.98 + 1 ≈ 0.0

y(3) ≈ 1.4 y(2) + 0.98 y(1) + x(3) − 1.41 x(2) + x(1) = (1.4 × 1.976) + (0.98 ×−0.01) ≈ 0.014<5 pts>1(g)Un reje
teur de fréquen
e peut être utilisé 
omme en TP (Filtre RIF et RII, Question II) pour supprimerune 
omposante fréquentielle parasite dans un signal 
omme un signal de parole (issu d'une 
ommuni
ationpar exemple ou autre).<5 pts>2(a) On a 
ette fois 
i : H(z) =
z2 −

√
2 · z + 1

z2



Filtre RIF (ou FIR en anglais), i.e., de réponse impulsionnelle �nie du se
ond ordre, ave
 deuz zéros 
om-plexes 
onjugués : z1,2 = exp(±j π

4
), et un p�le double en 0 et de gain statique H(z = 1) = 2 −

√
2 ≈ 0.587et de gain à la fréquen
e de Shannon (pour la fréquen
e numérique f = 1/2) H(z = −1) = 2 +

√
2 ≈ 3.41.<8 pts>2(b)Ce sera toujours un reje
teur de fréquen
e à la fréquen
e numérique f = 1/8 
orrespondant à la position,sur le 
er
le de rayon unité, où se trouve les deux zéros de notre nouvelle fon
tion de transfert. Cependant,
ontrairement à la question pré
édente, notre réponse fréquentielle n'aura plus le gain unité de part etd'autre de la fréquen
e rejeté. On a, en e�et, 
al
ulé pré
édemment, que le gain statique H(z = 1) =

H(f = 0) = 2 −
√

2 ≈ 0.587 et de gain à la fréquen
e de Shannon (pour la fréquen
e numérique f = 1/2)
H(z = −1) = H(f = −1/2)2 +

√
2 ≈ 3.41. On se retrouve don
 ave
 une réponse fréquentielle du style :

1/2

|H(z)|

1/4

1/8

1

2

3

7/80 1<5 pts>NOTA : On pourrait 
al
uler la réponse fréquentielle analytique exa
te de 
e �ltre en é
rivant
H(z) = 1 −

√
2 z−1 + z−2 et en faisant le 
hangement de variable z = exp(2πjν).

H
(

z = exp(2πjν
)

= 1 −
√

2 exp(−2πjν) + exp(−4πjν)

= exp(−2πjν)
[

exp(2πjν) −
√

2 + exp(−2πjν)
]

= exp(−2πjν)
[

2 cos(2πν) −
√

2
]Ce �ltre reje
tera ou supprimera bien une 
omposante fréquentielle parasite dans un signal 
omme unsignal de parole (issu d'une 
ommuni
ation par exemple ou autre). Néanmoins, du fait que son gain statiqueet son gain à la fréquen
e de Shannon n'est pas l'unité, il ampli�era aussi les hautes fréquen
es de 
e signalde parole et atténuera les fréquen
es basses aussi de 
e signal. Ce �ltre supprimera bien le bruit parasitemais modi�era sensiblement les fréquen
es du signal de parole et ajoutera aussi de la distorsion . Dans le 
asdu design d'un �ltre qui doit reje
ter une fréquen
e parasite à une 
ertaine fréquen
e sans modi�er le restedu signal, on préferea ainsi le �ltre RII de la question pré
édente.<3 pts>2(
)



On s'attend don
 à une réponse impulsionnelle �nie. Deux possibilités s'o�rent à nous :
• La plus simple 
onsiste à partir de l'équation aux di�éren
es asso
iée à notre fon
tion de transfert,pour x(n) = δ(n)

Z

⇋ X(z) = 1Pour X(z) = 1 H(z) =
Y (z)

X(z)
= Y (z) =

z2 −
√

2 · z + 1

z2
= 1 −

√
2 · z−1 + z−2

⇓ Z−1

y(n) = δ(n) −
√

2 · δ(n − 1) + δ(n − 2)C'est à dire, y(0) = 1, y(1) = −
√

2, y(2) = 1 (et y(n > 2) = 0).
• L'autre possibilité est d'utiliser l'équation aux di�éren
es asso
iée à notre fon
tion de transfert et itérerquelques itérations (puisqu'on est assuré que l'on a une réponse impulsionnelle �nie).L'équation aux di�éren
e est : y(n) = x(n) −

√
2x(n − 1) + x(n − 2)Ave
 x(n) = δ(n) on trouve : y(0) = 1

y(1) = −
√

2

y(2) = 1

y(3) = 0

. . . . . . . . .<6 pts>2(d)On partira de notre fon
tion de transfert et pour x(n) = U(n)
Z

⇋ X(z) = z/(z − 1)Pour X(z) =
z

z − 1
Y (z) =

z2 −
√

2 · z + 1

z2
· z

z − 1
=

z2 −
√

2 · z + 1

z(z − 1)

= 1 +
z(1 −

√
2) + 1

z(z − 1)
= 1 +

−1

z
+

(2 −
√

2)

z − 1

⇓ Z−1

y(n) = δ(n) − δ(n − 1) + (2 −
√

2) U(n − 1)C'est à dire, y(0) = 1, y(1) = 1 −
√

2, y(2) = 2 −
√

2 (et y(n > 2) = 2 −
√

2).<6 pts>2(e)On partira de notre fon
tion de transfert et pour x(n) = n U(n)
Z

⇋ X(z) = z/(z − 1)2Pour X(z) =
z

(z − 1)2
Y (z) =

z2 −
√

2 · z + 1

z2
· z

(z − 1)2
=

z2 −
√

2 · z + 1

z(z − 1)2

=
1

z
+

0

z − 1
+

−2
√

2

(z − 1)2
=

1

z
+

−2
√

2

(z − 1)2

⇓ Z−1

y(n) = δ(n) − 2
√

2 (n − 1)U(n − 1)<10 pts>NOTA : Le �0� asso
ié à la fra
tion 0/(z − 1) peut se trouver fa
ilement en dernier dans la méthodede dé
omposition en somme de fra
tions simples en posant simplement, par exemple, z = 2 pour les deuxmenbres de l'égalité.



II. Analyse Spe
trale (30 pts)Soit un signal analogique sinusoidale de fréquen
e F0 = 176 Hz dont on souhaite analyser numérique-ment le spe
tre en prenant N = 1000 é
hantillons à la fréquen
e d'é
hantillonnage Fe = 10000 Hzpuis en 
al
ulant la TFD (Transformée de Fourier Dis
rète).1. Quelle est la durée de 
e signal ?<3 pts>2. Le spe
tre d'amplitude laisse apparaître deux pi
s d'amplitudes importantes et plusieurs pi
sd'ampltudes faibles. Expliquer pourquoi ?<6 pts>3. Le premier pi
 
orrespond à la k = 18 ième valeur d'amplitude. Quelle est la fréquen
e estimée ?<3 pts>4. Donner l'erreur maximale 
ommise sur l'estimation de la fréquen
e.<3 pts>5. Donner la valeur de N né
éssaire pour avoir une pré
ision inférieur à 2 Hz.<4 pts>6. Expliquer 
omment 
ette pré
ision peut être améliorée en ne modi�ant ni N , ni Fe.<5 pts>7. Si on prenait 
ette fois une FFT et 512 (i.e., une puissan
e de deux) é
hantillons du signal dedépart, et toujours à la fréquen
e d'é
hantillonnage Fe = 10000 Hz. Verrait-on toujours deuxpi
s d'amplitudes importantes et/ou plusieurs pi
s d'amplitudes faible 
omme à la question 2. ?Justi�ez bien votre réponse.<6 pts>Réponse1Une fréquen
e d'é
hantillonnage de Fe = 10000 Hz signi�e que l'on prend 10000 é
hantillons par se
onde.Don
 1000 é
hantillons sont pris en une durée de T = 0.1 se
onde.<3 pts>21-℄ La résolution fréquentielle ∆ν = 1/T = (1/N∆T ) = (1/N)Fe = 10 (ave
 ∆T , la période d'é
hantillon-nage) n'étant pas un sous multiple de 176 Hz, l'énergie fréquentielle de 
ette sinusoide se répartirera don
entre deux bins fréquentielles, i.e., le 17 ième et le 18 ième.2-℄ De plus la fenêtre re
tangulaire d'a
quisition, (qui va prendre en 
ompte des fausses dis
ontinuités dusignal aux extremités par
e que nous n'avons pas un nombre de périodes entières) va augmenter 
etteélargissement fréquentielle et réaliser, en fait, une 
onvolution du spe
tre idéale ave
 la TF d'une porte, i.e.,un sinus 
ardinal.3-℄ De plus, on peut penser qu'il y aura for
ément aussi du bruit blan
 dans le pro
essus d'a
quisition éle
-tronique de 
e signal analogique et don
, la présen
e de 
e bruit blan
 va 
réer des 
omposantes fréquentiellesà toute les fréquen
es et elargir aussi 
es raies spe
trales.<6 pts>3Le 18 ième pi
s est séparé physiquement de la fréquen
e 0 par 18∆ν, ave
 ∆ν = 1/(N∆T ) = Fe/N = 10(∆T = 1/Fe). Le 18 ième pi
s est don
 asso
ié à la fréquen
e physique 180 Hz.



Une autre façon de raisonner, tout aussi valable et équivalent est de dire que le 18 ième pi
s sur un signalqui en 
ompte N = 1000 é
hantillons est asso
iée à la fréquen
e numérique f = 18/1000 = 0.018 et onpasse ensuite à la fréquen
e physique 
orrespondante en multipliant 
ette fréquen
e numérique par Fe, et ontrouve aussi 180 Hz.<3 pts>4Par dé�nition, 
ette erreure est ∆ν/2 où ∆ν est la résolution fréquentielle. I
i don
, on à une erreur(borne supérieure de l'erreur) de 5 Hz. Ce qui est vrai puisque la vraie fréquen
e est de 176 Hz et non pas
180 Hz.<3 pts>5 Dans 
e 
as, il faut que ∆ν/2 < 2 i.e., ∆ν =

Fe

N
< 4

N

Fe

>
1

4

N >
Fe

4
= 2500 é
hantillons<4 pts>6Ave
 une fenêtre de pondération d'a
quisition qui va gommer les fausses dis
ontinuités du signal auxextremités et ainsi augmenter la pré
ision spe
trale ou ave
 un periodogramme moyenné 
omme vu en TP.<5 pts>71-℄ Cette fois 
i, la résolution fréquentielle est ∆ν = 1/(N∆T ) = Fe/512 = 19.53 et ∆ν = 19.53 est presqueun sous-multiple de 176 Hz (en e�et, 176/19.53 ≈ 9.0117). De 
e fait, l'énergie fréquentielle de 
ette sinusoidese répartirera essentiellement (à 98.8% sur le 9ième bin fréquentiel et 1.2% sur le 10 ième bin fréquentiel. Ilest don
 presque 
ertian, qu'un seul pi
 d'amplitude amportante se déta
he du spe
tre.2-℄ De plus, la nouvelle longueur du signal est de 512 × 10−4 = 0.0512 se
onde durant laquelle on pourraaper
evoir 9.0112 période du signal dans la fenêtre re
tangulaire d'a
quisition. Du fait que l'on a un nombrepresque entier de périodes ; le nombre de fausses dis
ontinuités du signal aux extremités sera moins importantet fera apparaître moins de pi
s d'amplitudes faible autour du pi
 fréquentiel asso
ié à la fréquen
e 9×19.53 =

175.77 Hz.<6 pts>


