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I. Série & Transformée de Fourier (45 pts)1. Dans le Travaux Dirigé numéro 1 (exer
i
e 5), je vous demandais de 
al
uler le développement en sériede Fourier S(x) de la fon
tion 2π-périodique f(x) suivante :
f(x) = x2 si x ∈] − π, π]en utilisant la dé�nition et le 
al
ul intégrale de la dé
omposition en série de Fourier.Ce developpement en série de Fourier S(x) de 
ette fon
tion peut être trouvé sans utiliser dire
tementle 
al
ul expli
ite des 
oe�
ients de Fourier mais en utilisant astu
ieusement un des developpementen série de Fourier trouvé pré
édemment (dans 
e même Travaux Dirigé) et quelques propriétés de lasérie de Fourier. Re-trouver don
 S(x) de 
ette façon.<8 pts>2. Cal
uler la Transformée de Fourier (TF) de la fon
tion cos3(x) et expliquer les di�éren
es existantesave
 la série de Fourier de cos3(x).<7 pts>3. (a) En utilisant la 
onnaissan
e de TFs déja vue en 
ours ou en TD, montrer que

F
[sgn(x) exp(−|x|/k)

]
=

−4πjνk2

1 + 4π2ν2k2où sgn(x) est la fon
tion signe et k > 0sgn(x) =







1 si x > 0
0 si x = 0
−1 si x < 0<7 pts>(b) Que se passe t-il lorsque k tend vers l'in�nie dans la fon
tion sgn(x) exp(−|x|/k) ? Expliquer lequalitativement, en utilisant par exemple un graphique.Déduire de la question pré
édente, la TF de la fon
tion sgn(x) et pré
iser aussi pourquoi on nepouvait utiliser dire
tement la dé�nition de la TF (basée sur le 
al
ul intégral) pour mener à bienle 
al
ul de la transformée de Fourier de 
ette fon
tion sgn(x).<6 pts>4. Trouver la TF de la fon
tion x exp(−x) (dé�nie pour x > 0).<6 pts>5. (a) Cal
uler par TFD les quatres 
oe�
ients spe
trals du ve
teur de 4 é
hantillons suivant :

[1 1 1 1]Indiquer aussi quel interval de fréquen
e sépare le premier du deuxième é
hantillon.<5 pts>(b) Cal
uler en utilisant le prin
ipe de la FFT les deux premiers é
hantillons spe
tral de 
e mêmeve
teur.<6 pts>Réponse1.La fon
tion f(x), dont on 
her
he à trouver son dévelopement en série de Fourier est en fait, à un fa
teurd'é
helle près, (et à la valeur moyenne du signal près), l'intégrale de la fon
tion f3, de période T = 2π dé�niepar f3(x) = x si x ∈] − π; +π], et donnée dans l'exer
i
e 3 de 
e même Travaux dirigé. On avait trouvé,pour 
ette fon
tion f3 (et par 
al
ul intégrale), la dé
omposition suivante :



f3(x) = x si x ∈] − π; +π]

f3(x) = 2

∞∑

n=1

(−1)n+1 sin(nx)

nIl nous reste don
 plus qu'à intégrer 
ette expression dans un premier, temps pour avoir la dé
ompositionen série de Fourier de la fon
tion f(x) = x2

2 si x ∈] − π; +π] à la valeur moyenne du signal près
S(x) = 2

∞∑

n=1

(−1)n

n2
cos(nx)Puis à multiplier par deux, 
ette série pour avoir la dé
omposition en série de Fourier de la fon
tion f(x) =

x2 si x ∈] − π; +π] et lui ajouter sa valeur moyenne sur ] − π; +π], égale à π3/3, pour obtenir
S(x) =

π3

3
+

∞∑

n=1

4(−1)n

n2
cos(nx)<8 pts>2.Dans un premier temps, on linéarise cos3(x)

cos3(x) = cos(x)
(1

2
(1 + cos 2x)

)

=
1

2
cos(x) +

1

4

(

cos(3x) + cos(x)
)

=
3

4
cos(x) +

1

4
cos(3x)Ave
 cos(x) = 1

2 (exp(jx) + exp(−jx)) et la 
onvention x
F

⇋ ν et exp(2πjxν0)
F

⇋ δ(ν − ν0),on obtient :
1

2
cos(x) +

1

4

(

cos(3x) + cos(x)
)

F

⇋

3

8

(

δ(ν −
1

2 π
) + δ(ν +

1

2 π
)
)

+
1

8

(

δ(ν −
3

2 π
) + δ(ν +

3

2 π
)
)La di�éren
e ave
 la série de Fourier est la présen
e i
i de raies spe
trales paires à des fréquen
es négatives.Ces fréquen
es négatives proviennent de l'exponentiel 
omplexe du modèle de Fourier.<7 pts>3.(a)En utilisant le fait que exp(−x) [pour (x>0)] F

⇋
1

1+2πjν déja vu en Travaux Dirigé et la propriété de
ontra
tion-dilatation ave
 respe
tivement a = 1/k et a = −1/k, on trouve
exp(−x/k) [pour (x>0)] F

⇋

k

1 + 2πjkν
et exp(x/k) [pour (x<0)] F

⇋

k

1 − 2πjkνsgn(x) exp(−|x|/k) = − exp(x/k) ·

pour (x<0)
︷ ︸︸ ︷

U(−x) + exp(−x/k) ·

pour (x>0)
︷ ︸︸ ︷

U(x)

F

⇋

−k

1 − 2πjkν
+

k

1 + 2πjkν
=

−4πjνk2

1 + 4π2ν2k2<7 pts>Nota : On pouvait 
al
uler dire
tement l'intégrale mais 
ela aurait demandé plus d'e�orts.3.(b)



On ne peut utiliser le 
al
ul intégral pour 
al
uler F[ sgn(x)
] 
ar le signal sgn(x) n'est pas à énergie �nie.Pour 
al
uler la fon
tion sgn(x), on doit l'exprimer 
omme étant la limite d'une fon
tion dont on 
onnait satransformée de Fourier.<2 pt>Lorsque le paramètre k va tendre vers∞, la fon
tion sgn(x) exp(−|x|/k) va tendre vers la fon
tion sgn(x)

limk→∞sgn(x) exp(−|x|/k) = sgn(x) F

⇋ limk→∞

(

−4πjνk2

1 + 4π2ν2k2

)

=
1

jπνsgn(x) F

⇋

1

jπν<4 pts>4.On 
onnait la TF de exp(−x), pour x > 0 (
f. question pré
édente) et on a de plus F [xf(x)] = − 1
2πj F ′(ν)(puisque F [f ′(x)] = 2πjνF (ν), et don
 par la propriété duale ; F−1[F ′(ν)] = −2πjxf(x))

x exp(−x) U(x)
︸ ︷︷ ︸pour (x>0) F

⇋ −
1

2πj

∂

∂ν

( 1

1 + 2πjν

)

=
−1

(1 + 2πjν)2<6 pts>5.(a)
F (0) = 1

F (1) =
1

4

3∑

x=0

exp(−πjx/2) =
(1

4
exp(0) + exp(−πj/2) + exp(−πj) + exp(−3πj/2)

)

=
1

4
(1 − j − 1 + j) = 0

F (2) =
1

4

3∑

x=0

exp(−πjx) =
(1

4
exp(0) + exp(−πj) + exp(−2πj) + exp(−3πj)

)

=
1

4
(1 − 1 + 1 − 1) = 0

F (3) =
1

4

3∑

x=0

exp(−3πjx/3) =
(1

4
exp(0) + exp(−3πj/2) + exp(−3πj) + exp(−9πj/2)

)

=
1

4
(1 − j − 1 + j) = 0<4 pts>



L'interval de fréquen
e séparant le premier du deuxième é
hantillon est la resolution fréquentielle ∆ν =
1/T ave
 T la plus grande période existant dans le signal (i.e., la longueur même du signal, don
 T =
4∆T ), ave
 ∆T , la résolution spatiale ; (∆T = 1 (1 pixel) dans notre 
as 
ar on ne 
onnait pas la périoded'é
hantillonnage) et de 
e fait ∆ν = 1/4 (fréquen
e numérique).<2 pts>5.(b)

f(0)=1     f(1)=1     f(2)=1     f(3)=1

f(0)=1     f(2)=1     f(1)=1     f(3)=1

f(0)=1     f(2)=1     f(1)=1     f(3)=1

paire impaire

paire impaire paire impaireOn doit don
 
al
uler F4(0) et F4(1)

F4(0) =
1

2

[

F paire
2 (0) + F impaire

2 (0)
]

=
1

2

[1

2

[
F paire

1 + F impaire
1 (0)

]
+

1

2

[[

F paire
1 (0) + F impaire

1 (0)
]]

=
1

4

[

1 + 1 + 1 + 1
]

= 1<3 pts>
F4(1) =

1

2

[

F paire
2 (1) − jF impaire

2 (1)
]

=
1

2

[1

2

[
F paire

1 (1) − F impaire
1 (1)

]
− (j/2)

[
F paire

1 (1) + F impaire
1 (1)

]]

=
1

2

[1

2

[
1 − 1

]
−(j/2)

[
1 − 1

]]

= 0<3 pts>II. É
hantillonnage-Re
onstru
tion (22 pts)1. (a) Soit la fon
tion porte (de largeur unité) f(x) = Π(x), vue en 
ours. Trouver le module de F (ν)(i.e., |F (ν)| et tra
er grossièrement l'allure de |F (ν)|.<6 pts>(b) Si on 
onsidère que le spe
tre d'amplitude est nulle lorsque son amplitude est inférieure à 1 % desa valeur max, ave
 quelle période d'é
hantillonnage Te maximale peut on é
hantillonner f(x) ?<9 pts>(
) Si on voulait é
hantillonner la fon
tion triangle Λ(x) vu en 
ours, ave
 le même 
ritère (
onsidè-rant que le spe
tre d'amplitude est nulle lorsque son amplitude est inférieure à 1% de sa valeurmax), s'attendrait-on à avoir une fréquen
e d'é
hantillonnage plus ou moins grande ? Justi�erqualitativement votre réponse.<7 pts>Réponse1.(a)



On sait que f(x) = Π(x)
F

⇋ F (ν) =
sin(πν)

(πν)
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<6 pts>1.(b)On a pour F (ν), le module suivant, |F (ν)| = | sin(πν)
πν | où les lobes du sinus 
ardinal atteignent un max tousles ν = (n + 0.5) ave
 n un entier naturel et pour lequel sin(πν) = 1. Pour avoir une amplitude inférieure à

1% du max il faut don
 atteindre une fréquen
e νmax pour laquelle πν > 100 ave
 ν = (n+0.5) et n ∈ IN soitpour une fréquen
e n = νmax = 32. Selon le théorème de Shannon, la fréquen
e d'é
hantillonnage doit êtrele double de la fréquen
e max νmax = 32 du signal, fréquen
e, au delà de laquelle, l'amplitude du module estinférieure à 1% du max de l'amplitude du module (et est 
onsidéré 
omme du bruit numérique). On obtientdon
 une fréquen
e d'é
hantillonnage spatiale de fe = 64 ou Te = 64 é
hantillons par unité de longueur
onsidéré.<9 pts>1.(
)Comparativement à la fon
tion porte, la fon
tion triangle Λ(x) présente moins de dis
ontinuité. De 
efait, 
ette 
omporte moins de hautes fréquen
es spatiales et il est don
 logique de penser que la fréquen
ed'é
hantillonnage, respe
tant le théorème de Shannon (et 
onsidèrant que le spe
tre d'amplitude est nullelorsque son amplitude est inférieure à 1% de sa valeur max), devra être moins importante.Quantitativement, on a
Λ(x)

F

⇋

(sin(πν)

(πν)

)2Il faut don
 atteindre une fréquen
e νmax pour laquelle (πν)2 > 100 ave
 ν = (n + 0.5) et n ∈ IN soit pourune fréquen
e n = νmax =. Selon le théorème de Shannon, la fréquen
e d'é
hantillonnage doit être le doublede la fréquen
e max νmax = 3, soit pour une fréquen
e d'é
hantillonnage spatiale de fe = 6.<7 pts>III. Filtrage (37 pts)1. Quand on dit que le �ltre passe-haut ampli�e le bruit éle
tronique (Gaussien blan
), il s'agit générale-ment d'un abus de language. Comment pourriez-vous re-formuler et re-exprimer 
ette idée ave
 toutela rigueur d'un traiteur de signal.<6 pts>



2. Quelles sont les avantages d'un �ltre passe-haut de butterworth par rapport à un �ltre passe hautideal ?<6 pts>3. Exprimer le 
al
ul de
Π(x −

1

2
) ∗

1

2
Π(x −

1

2
)dans lequel ∗ est le produit de 
onvolution et Π est la fon
tion porte, en fon
tion de la fon
tion triangle

∆ éventuellement dé
alée. Utilisé les di�érentes propriétées du produit de 
onvolution pour arriver à
e résultat.<6 pts>4. Montrer, en passant dans le domaine des fréquen
es, que le �ltrage d'un signal ou d'une image par la
ombinaison (en première étape), d'un �ltre passe-bas (de style Gaussien d'é
art type σs) et d'un �ltrepasse-haut de style Lapla
ien (en deuxième étape) permet de fabriquer un �ltre passe bande dont laposition de la bande de fréquen
e de 
e �ltre est fon
tion du σs de la Gaussienne.<9 pts>5. Montrer que le �ltrage fréquentiel ave
 une MTF asso
iée à un rehausseur de 
ontour dont le spe
treest
est équivalent dans le domaine spatial à une opération du style : [image + image �ltrée passe-haut℄<9 pts>Réponse1.Plus pré
isement, le �ltre passe-haut va atténuer beau
oup plus le signal (qui s'étend spe
tralementdans les très basses et basses fréquen
es) que le bruit qui lui, lorsqu'il est blan
 (i.e., non 
orrélé), s'étenduniformément sur toutes les fréquen
es du spe
tres. Il en résulte don
 un rapport signal sur bruit (RSB) del'image �ltrée passe-haut beau
oup plus faible que le RSB de l'image de départ (i.e., avant �ltrage). Après�ltrage passe-haut, la varian
e ou l'amplitude du bruit apparait don
 ampli�é par rapport à la varian
e oul'amplitude du signal (en fait, le �ltre passe-haut va aussi diminuer la varian
e ou l'énergie du bruit mais
onsidérablement plus diminuer la varian
e ou l'énergie du signal).<6 pts>2. En 
hoisissant une pente de la fréquen
e de la 
oupure moins abrupte, on aura moins de ringing (ouripples, ou distorsions)) et un �ltrage pase-haut moins sensible au bruit (plus pré
isement le rapport signalsur bruit de l'estimation du gradient ou des hautes fréquen
es spatiales de l'image est plus important).<6 pts>3.



Π(x −
1

2
) ∗

1

2
Π(x −

1

2
) =

1

2
Π(x) ∗ δ(x −

1

2
) ∗ Π(x) ∗ δ(x −

1

2
)

=
1

2
Π(x) ∗ Π(x) ∗ δ(x −

1

2
) ∗ δ(x −

1

2
) (
ommutativité de ∗)

=
1

2
∆(x) ∗ δ(x − 1)

=
1

2
∆(x − 1))Une autre possibilité est de passer dans le domaine Fourier pour 
al
uler 
ette expression dans le domainespatial

Π(x −
1

2
) ∗

1

2
Π(x −

1

2
)

F

⇋

1

2
exp(−jπν)

( sin(πν)

(πν)

)

exp(−jπν)
( sin(πν)

(πν)

)

=
1

2
Λ(ν) exp(−2jπν)

F

⇋

1

2
∆(x − 1)<6 pts>4.Soit i(x, y)

F

⇋ I(ν, v), l'image de départ et g(x, y)
F

⇋ G(ν, v), le �ltre (ou masque) Gaussien et sa MTFet l(x, y)
F

⇋ L(ν, v), le �ltre Lapla
ien et sa MTF. Ces 2 opérations 
onsistent à faire dans le domainefréquentielle :
I(ν, v).(G(ν, v).L(ν, v))soit un �ltrage fréquentiel dont la MTF globale résulte de la 
ombinaison de (G(ν, v).L(ν, v)). Un graphiquemontre que la 
ombinaison de 
es deux MTF produise une MTF asso
iée à un �ltre passe-bande dont labande de fréquen
e se dépla
e d'autant plus vers les basse fréquen
es que σs est grand (une gaussienne ave
un grand σ dans le domaine spatiale donnera une Gaussienne ave
 un petit σ dans le domaine fréquentiel etinversement à 
ause de la propriété de dilatation-
ontra
tion de la TF).

Passe−Bas

Passe−Haut

Passe−Bande

FréquencesUn autre raisonnement possible 
onsiste à dire que la 
ombinaison de 
es deux opérations dans le domainespatiale 
onduit à
(i(x, y) ∗ g(x, y)) ∗ l(x, y) = i(x, y) ∗

(

g(x, y) ∗ l(x, y)
)en raisonnant en une dimension (selon les x) et en prenant pour la gaussienne, g(x) = exp(−πx2/σ2

s)
F

⇋∝
exp(−πν2 σ2

s), on obtient ;
i(x) ∗

(

g(x) ∗ l(x)
)

= i(x) ∗
( ∂2

∂2x
g(x)

)
F

⇋ I(ν) · (2πjν)2 · exp(−πσ2
sν2) ∝ I(ν) · ν2 exp(−πσ2

sν2)
︸ ︷︷ ︸MTFOn obtient une MTF asso
iée à un �ltre passe-bande.
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<9 pts>5.Le �ltrage fréquentiel d'une image par 
ette MTF H ′(uν) 
onsisterait à faire dans le domaine fréquen-tielle :
I(u, v) · H ′(u, v) = I(u, v) + I(u, v) · H(u, v)Dans lequel H(u, v) est un �ltre passe-haut idéal dont la fréquen
e de 
oupure est D0. En é
rivant la relationspatiale équivalente, on obtient (ave
 la 
onvention h(x, y)

F

⇋ H(u, v) ou h(x, y) est la PSF d'un �ltre passehaut ideal de fréquen
e de 
oupure D0

i(x, y) ∗ δ(x, y) + i(x, y) ∗ h(x, y) = i(x, y) +
(
i(x, y) ∗ h(x, y)

)soit l'opération [image+image �ltrée passe-haut℄.<9 pts>IV. Cal
ul de Spe
tre (16 pts)La photo 
i-dessous nous montre une image et le module de sa TF après re
entrage (au 
entre de l'image)
(1) (2)Pour 
ha
un de 
es quatres signaux 2D :

(a) (b) (
) (d)



Indiquer sa transformée de Fourier (module) 
orrespondante après avoir fournit une brève et qualitativeexpli
ation de votre 
hoix.
(I) (II) (III) (IV) (V)Réponse1.On va utiliser dans la suite, la 
onvention x

F

⇋ ν et y
F

⇋ v ave
 y orientée dans le sens des 
olonnes(largeur de l'image) 
roissantes et x, orientée dans le sens des lignes (longueur de l'image) 
roissantes.
• Le plus simple 
onsiste à trouver, dans un premier temps, le module du spe
tre asso
ié à l'image (d).Sa
hant qu'une image rotationnée dans l'espa
e spatial va donné un spe
tre rotationné du même angle, onen déduit aisément que l'image (d) est aso
iée au spe
tre (I). Don
 (I)-(d)<4 pts>Le reste des asso
iations est basée sur la propriété que tout 
e qui est périodique dans un espa
e estdis
rétisé dans l'autre espa
e et inversement. Ce qui se traduit mathématiquement par la relation

· ∐∐T
F

⇋ ∗ ∐∐1/T

• Ainsi l'image (a) voit sont motif spatial de base (relativement à l'image (1)) périodisée en x ave
 unpeigne de dira
 ou les dira
 sont espa
és de N/2 (moitié de l'image), don
 son motif spe
tral (relativementà l'image (2)) sera dis
rétisé en ν (i.e., verti
alement) ave
 un peigne de dira
 dont les dents sont espa
ésde 2/N , 
'est à dire de deux pixels dans le domaine spe
tral (la résolution fréquentielle étant i
i ∆ν = 1/N ,pour les fréquen
es numériques de 
e spe
tre). La dis
rétisation verti
ale du motif spe
tral tous les deuxpixels (relativement à l'image (2)) 
onduira au spe
tre (IV). Don
 (IV)-(a)<4 pts>
• L'image (b) voit sont motif spatial de base (relativement à l'image (1)) périodisée en y ave
 un peignede dira
 ou les dira
 sont espa
és de N/2 (moitié de l'image), don
 son motif spe
tral (relativement à l'image

(2)) sera dis
rétisé en v (i.e., horizontalement) ave
 un peigne de dira
 dont les dents sont espa
és de deuxpixels (
f. raisonnement pré
édent). La dis
rétisation horozontale du motif spe
tral tous les deux pixels(relativement à l'image (2)) 
onduira au spe
tre (III). Don
 (III)-(b)<4 pts>
• L'image (c) voit sont motif spatial de base (relativement à l'image (1)) dis
rétisé dans la dire
tionverti
ale ave
 un peigne de dira
 dont les dents sont espa
és de deux pixels (mathématiquement, le motifspatial est multiplié par ∐∐T=2). Dans le domaine fréquentiel, le motif spe
tral (relativement à l'image (2))sera don
 périodique (mathématiquement, ∗ ∐∐1/2) de période 1/2. Dans le domaine fréquentiel, 
haqueé
hantillon spe
tral étant séparé de 1/N (N étant la taille de l'image), 1/2 
orrespondra à la moitié del'image spe
trale. Don
 (V) − (c)<4 pts>


