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I. Filtrage Numérique : Égalisation (73 pts)Considérons dans et exerie un modèle de anal de transmission (dégradant un signal d'entrée x(n)en un signal de sortie dégradé y(n)) dont la fontion de transfert est de la forme :
H(z) = (1 − 3 z−1) (1 − 0.5 z−1) (1)1. Trouver l'équation aux di�érenes (liant y(n) à x(n)) assoiée à e modèle de dégradation.<5 pts>2. Donner la réponse impulsionnelle de e système de dégradation à partir de l'équation auxdi�érenes (5 premiers éhantillons, i.e., y(n = 0), y(n = 1), y(n = 2), y(n = 3), y(n = 4)).<5 pts>3. Donner la réponse impulsionnelle de e système de dégradation (solution générale y(n), ∀n) àl'aide de sa fontion de transfert et de la transformée en Z (TZ) inverse.<5 pts>4. Donner les 5 premiers éhantillons de la réponse indiielle de e système à partir de l'équationaux di�érenes.<5 pts>5. Donner la solution générale de la réponse indiielle de e système à l'aide de sa fontion detransfert et de la TZ inverse.<5 pts>6. Trouver la solution générale de la réponse de e système à une rampe n U(n).<10 pts>7. Préiser, en le justi�ant, les propriétés de e �ltre de dégradation, i.e., sa stabilité, sa familleet son ordre.<5 pts>8. Donner les p�les et les zéros de la fontion de transfert et représenter les dans le plan omplexeave le erle de rayon unité. À partir de la position de es p�les et de es zéros et la onnaissanede la fontion de transfert, aluler le gain statique et le gain à la fréquene de Shannon ettraer l'allure du module de la réponse fréquentielle de e �ltre de dégradation.<8 pts>9. On désire maintenant orriger le mieux possible les dégradations apportées par e �ltre (quisimule un anal de transmission) par une tehnique d'égalisation utilisant la tehnique vue enTravaux Pratique dîte par �zero foring� basé sur la dé�nition d'un �ltre numérique orreteurqui tente d'inverser exatement la fontion de transfert du anal.Trouver don l'équation aux di�érenes assoiée au �ltre orreteur stable permettant d'in-verser exatement H(z). Expliquer les di�érentes étapes de votre raisonement.<15 pts>10. On désire maintenant quanti�er l'e�aité du �ltre orreteur inverse stable trouvé à la questionpréédente.Donner et expliquer les di�érentes mesures quantitatives vues en Travaux Pratiques et/ouen Cours permettant de quanti�er l'e�aité de notre méthode numérique d'égalisation (oude n'importe quelle autre méthode d'inversion de dégradation) en les lassant par ordre depertinene pour le type de dégradation et de problème onsidéré ii.<10 pts>



Réponse1. On a : H(z) =
Y (z)

X(z)
= (1 − 3 z−1) (1 − 0.5 z−1) = 1 − 3.5 z−1 + 1.5 z−2

Y (z) = X(z)
{

1 − 3.5 z−1 + 1.5 z−2
}

⇓ Z−1

y(n) = x(n) − 3.5 x(n − 1) + 1.5 x(n − 2)<5 pts>2.En utilisant l'équation aux di�érenes y(n) = x(n)− 3.5 x(n− 1) + 1.5 x(n− 2), et pour x(n) = δ(n),on obtient :
y(0) = x(0) − 3.5 x(−1) + 1.5 x(−2) = 1.0

y(1) = x(1) − 3.5 x(0) + 1.5 x(−1) = −3.5

y(2) = x(2) − 3.5 x(1) + 1.5 x(0) = 1.5

y(3) = x(3) − 3.5 x(2) + 1.5 x(1) = 0.0

y(4) = x(4) − 3.5 x(3) + 1.5 x(2) = 0.0<5 pts>3.À partir de la fontion de transfert H(z), pour x(n) = δ(n)
Z
⇋ X(z) = 1, on obtientPour : X(z) = 1 H(z) =

Y (z)

X(z)
= Y (z) = 1 − 3.5 z−1 + 1.5 z−2

⇓ Z−1

y(n) = δ(n) − 3.5 δ(n− 1) + 1.5 δ(n− 2)C'est à dire, y(n = 0) = 1.0, y(n = 1) = −3.5, y(n = 2) = 1.5 et y(n ≥ 3) = 0.<5 pts>4.En utilisant l'équation aux di�érenes y(n) = x(n)− 3.5 x(n− 1) + 1.5 x(n− 2), et pour x(n) = U(n),i.e., x(n) = 1, ∀ IN+ on obtient :
y(0) = x(0) − 3.5 x(−1) + 1.5 x(−2) = 1.0

y(1) = x(1) − 3.5 x(0) + 1.5 x(−1) = −2.5

y(2) = x(2) − 3.5 x(1) + 1.5 x(0) = −1.0

y(3) = x(3) − 3.5 x(2) + 1.5 x(1) = −1.0

y(4) = x(4) − 3.5 x(3) + 1.5 x(2) = −1.0<5 pts>5.À partir de la fontion de transfert H(z), et pour x(n) = U(n)
Z
⇋ X(z) = z/(z − 1) , on obtientPour : X(z) =

z

z − 1
Y (z) =

(

1 − 3.5 z−1 + 1.5 z−2
)

· z

(z − 1)
=

z2 − 3.5 z + 1.5

z(z − 1)
= 1 +

−2.5 z + 1.5

z(z − 1)

= 1 +
−1.5

z
+

−1

z − 1

⇓ Z−1

y(n) = δ(n) − 1.5 δ(n − 1) − U(n − 1)



On retrouve bien, omme plus haut, y(n = 0) = 1.0, y(n = 1) = −2.5, et y(n ≥ 2) = −1.<5 pts>NOTA-1- : On aurait put trouver le résultat sans déomposition en éléments simples de la façon suivante :
Y (z) =

1 − 3.5 z−1 + 1.5 z−2

1 − z−1
=

1

1 − z−1
− 3.5 z−1 · 1

1 − z−1
+ 1.5 z−2 · 1

1 − z−1

⇓ Z−1

y(n) = U(n) − 3.5 · U(n − 1) + 1.5 · U(n − 2)On retrouve bien, omme plus haut, y(n = 0) = 1.0, y(n = 1) = −2.5, et y(n ≥ 2) = −1.NOTA-2- : On aurait put aussi déomposer en éléments simples de la façon suivante :
. . . = 1 +

−2.5 z + 1.5

z(z − 1)
= 1 + z−1

{−2.5(z − 1) − 1

z − 1

}

= 1 − 2.5 z−1 − z−2 · z

z − 1

⇓ Z−1

y(n) = δ(n) − 2.5 δ(n− 1) − U(n − 2)On retrouve bien, omme plus haut, y(n = 0) = 1.0, y(n = 1) = −2.5, et y(n ≥ 2) = −1.NOTA-3- : Les trois solutions trouvées plus haut sont don équivalentes et orrespondent au même y(n)

y(n) = δ(n) − 1.5 δ(n− 1) − U(n − 1)

= U(n) − 3.5 · U(n − 1) + 1.5 · U(n − 2)

= δ(n) − 2.5 δ(n− 1) − U(n − 2)6.À partir de la fontion de transfert H(z), et pour x(n) = nU(n)
Z
⇋ X(z) = z/(z − 1)2, on obtientPour : X(z) =

z

(z − 1)2
Y (z) =

(

1 − 3.5 z−1 + 1.5 z−2
)

· z

(z − 1)2
=

z2 − 3.5 z + 1.5

z(z − 1)2

=
1.5

z
+

−0.5

z − 1
+

−1

(z − 1)2

⇓ Z−1

y(n) = 1.5 δ(n− 1) − 0.5 U(n − 1) − (n − 1)U(n − 1)C'est à dire, y(0) = 0, y(1) = 1.0, y(2) = −1.5, y(3) = −2.5, . . .<10 pts>NOTA-1- : Le �-0.5� assoié au paramètre α de la fration α/(z−1) peut se trouver failement en dernierdans la méthode de déomposition en somme de frations simples en posant simplement, par exemple, z = 2pour les deux menbres de l'égalité. Dans e as, on trouve −0.75 = 0.75+ α− 1 omme équation à résoudre,puis α = −0.5.NOTA-2- : On aurait put se passer de la déomposition en éléments simples de la façon suivante :
Y (z) =

(

1 − 3.5 z−1 + 1.5 z−2
)

· z

(z − 1)2
=

z − 3.5 + 1.5 z−1

(z − 1)2
=

z

(z − 1)2
− 3.5 z−1 · z

(z − 1)2
+ 1.5 z−2 · z

(z − 1)2

⇓ Z−1

y(n) = nU(n) − 3.5 (n− 1)U(n − 1) + 1.5 (n − 2)U(n − 2)



On retrouve bien, omme plus haut, y(0) = 0, y(1) = 1.0, y(2) = −1.5, y(3) = −2.5, y(4) = −3.5, . . .NOTA-3- : On aurait put déomposer en éléments simples de la façon suivante :
. . . =

z2 − 3.5 z + 1.5

z(z − 1)2
= z−1

{z2 − 2z + 1 − 1.5z + 0.5

(z − 1)2

}

= z−1 + z−1

{−1.5z + 0.5

(z − 1)2

}

= z−1 + z−1

{ −1.5

(z − 1)
+

−1

(z − 1)2

}

⇓ Z−1

y(n) = δ(n − 1) − 1.5U(n− 2) − (n − 2)U(n − 2)On retrouve bien, omme plus haut, y(0) = 0, y(1) = 1.0, y(2) = −1.5, y(3) = −2.5, y(4) = −3.5, . . .NOTA-4- : Les trois solutions trouvées plus haut sont don équivalentes et orrespondent au même y(n)

y(n) = 1.5 δ(n − 1) − 0.5 U(n − 1) − (n − 1)U(n − 1)

= nU(n) − 3.5 (n− 1)U(n − 1) + 1.5 (n− 2)U(n − 2)

= δ(n − 1) − 1.5U(n − 2) − (n − 2)U(n − 2)7.C'est un �ltre RIF (ou FIR en anglais), i.e., de réponse impulsionnelle �nie omme on a put le onstaterà la question 2. ou 3. et que l'on peut érire aussi sous la forme :
H(z) =

Y (z)

X(z)
= 1 − 3.5 z−1 + 1.5 z−2 =

z2 − 3.5 z + 1.5 z

z2
=

(z − 3) (z − 0.5)

z2Filtre du seond ordre (ave 2 p�les à l'origine, p1,2 = 0, aratéristique des �ltres RIF) ave deuz zéros réels
z1 = 3 et z2 = 0.5 onduisant à une équation aux di�érenes non reursive. Ce �ltre est forément stableomme tous les �ltres RIF qui ont leurs p�les à l'origine don à l'intérieur du erle unité.<5 pts>8.On a 2 p�les à l'origine, p1,2 = 0, (aratéristique des �ltres RIF) et deuz zéros réels z1 = 3 et z2 = 0.5.

On a, respetivement pour le gain statique H(z = 1) (i.e., pour la fréquene numérique ν = 0) et gain àla fréquene de Shannon (pour la fréquene numérique ν = 1/2) H(z = −1)



|H(z = 1)| = | (1 − 3) (1 − 0.5)

12
| = 1

|H(z = −1)| = | (−1 − 3) (−1 − 0.5)

12
| = 6Lorsque z va évoluer sur le erle unité C|z|=1 faisant ainsi évoluer la fréquene numérique entre ν = 0et ν = 0.5, les p�les à l'origine et l'absene de zéros pour H(z), autre que sur l'axe des réels, va faire que

|H(ν)| va roitre ontinuement du gain 1 au gain 6.
|H(z)|

0 1/2

6

1

1/4<8 pts>NOTA-1- : Si on veut plus de préision et, par exemple, dé�nir |H(ν = 0.25)|, on doit estimer |H(z =

j)| = |(j − 3)(j − 0.5)|/1 = |0.5 − 3.5 j| =
√

(0.52) + (3.52) =
√

12.5 ≈ 3.5. On pourrait retrouver e gain enutilisant le rapport du produit des distanes entre z = j et ses p�les sur le produit des distanes entre z = jet ses zéros. Le produit des distanes entre z = j et ses zéros est égale à 1, et le produit des distanes entre
z = j et ses deux zéros fait apparaître deux hypotenuses dans deux triangles retangles dont le premier àune longueur de √

12 + 32 et le deuxième à une longueur de √
12 + 0.52. Le produit de es deux longueursou distanes est approximativement égale à 3.5 et orrespond au gain de |H(ν = 0.25)| ≈ 3.5.NOTA-2- : On aurait put trouver e résultat en faisant le hang. de variable z = exp(2πjν) dans H(z)

H(z = exp(2πjν)) = 1.5 exp(−4 πj ν) − 3.5 exp(−2πjν) + 1

= 1.5 exp(−2 πj ν)
[

exp(−2 πj ν) + exp(2 πj ν) − exp(2 πj ν) + 0.6 exp(2 πj ν)
]

= 1.5 exp(−2 πj ν)
[

2 cos(2 πν) − 2.3
]

− 0.5don |H(ν)| =

√

2.25 [2 cos(2 πν) − 2.3]2 + 0.25 − 1.5 cos(2 πν) [2 cos(2 πν) − 2.3]Et on obtiendrait le même gain, i.e., |H(ν = 0)| = 1, et |H(ν = 0.5)| = 6 et |H(ν = 0.25)| =
√

12.5 ≈ 3.54.NOTA-3- : On se retrouve ave un anal qui aura pour e�et d'ampli�er prinipalement les hautesfréquenes du signal d'entrée x(n).9.Résumons la tehnique dite de �zero foring�. Pour inverser parfaitement la dégradation réée par notreanal de transmission de fontion de transfert H(z) = (z − 3)(z − 0.5)/z2, il faudrait un �ltre (orreteur)de fontion de transfert Hi(z) = z2/(z − 3)(z − 0.5).



En e�et, en supposant H(z)
Z−1

⇋ h(n) et Hi(z)
Z−1

⇋ hi(n), on a H(z) ·Hi(z) = 1
Z−1

⇋ h(n)∗hi(n) = δ(n).Le passage d'un signal d'entrée temporel x(n) dans le anal de transmission de réponse impulsionnelle h(n) etde fontion de transfert H(z), puis dans le �ltre orreteur de réponse impulsionnelle hi(n) et de fontion detransfert Hi(z) sera équivalent, temporellement, à l'opération de �ltrage x(n) ∗ δ(n) = x(n). On retrouveradon, par ette tehnique de �zero foring�, le signal avant que elui-i ne soit dégradé par le anal detransmission.Malheureusement, dans notre as, le �ltre (inverse) de réponse impulsionnelle hi(n) et de fontion detransfert Hi(z) n'est pas stable ar un de es deux p�les (p1 = 3) n'est pas à l'intérieur du erle unité. Onpeut néanmoins ontourner e problème de stabilité en introduisant un troisième �ltre de gain unité et defontion de transfert Hs(z) = (z − 3)/(1 − 3z).La ombinaison de es deux �ltres de fontion de transfert Hi(z) et Hc(z) permet de onsidérer le �ltreinverse orrigé et stable de fontion de transfert His(z) suivant :
His(z) = Hi(z) · Hs(z) =

z2

(z − 3) (z − 0.5)
· (z − 3)

(1 − 3z)
=

z2

(1 − 3z) (z − 0.5)
=

Y (z)

X(z)

⇓ Z−1

−3 y(n + 2) +
5

2
y(n + 1) +

1

2
y(n) = x(n + 2)

y(n) =
5

6
y(n − 1) − 1

6
y(n − 2) − 1

3
x(n)<15 pts>NOTA : On se retrouve ave une équation aux di�érenes réursive aratéristiques d'un �ltre à réponseimpulsionnelle in�nie (RII) d'ordre 2, stable (les deux p�les sont à l'intérieur du erle unité), de gain statique

|His(z = 0)| = 1 et de gain à la fréquene de Shannon |His(z = 0.5)| = 1/6 ave une réponse fréquentiellequi est exatement l'inverse de elle déssinée à la question 8. . Normalement, l'équation aux di�érenespréédente devrait inverser sans problème l'équation aux di�érenes simulant la dégradation de notre analde transmission donnée à la question 1. . Le problème d'un tel �ltre numérique inverse est qu'il est trèssensible au bruit et qu'il donnera le signal d'entrée restoré ave un retard d'un éhantillon, i.e., un retard de
t = Te où Te est la période d'éhantillonage de notre signal d'entrée.10.Rappelons le type de problème que l'on doit onsidérer dans et exerie. Noux avons un signal d'entrée
e(n) (de N éhantillons) qui rentre dans un anal de transmission, modélisé par sa fontion de transfert
C(z), et qui subit une dégradation partiulière. Soit x(n) le signal dégradé. On propose, à la question 9. ,un �ltre numérique stable permettant d'inverser les dégradation de C(z). Appelons y(n), le signal restoré et
H(z), la fontion de transfert de e �ltre orreteur.

C(z) H(z)
e(n) x(n) y(n)

[1] La première mesure possible, vue en ours et en Travaux Pratiques (TP), est le traditionnel rapportsignal sur bruit qui est simplement le rapport entre la puissane du signal sur la puissane du bruit etdont la dé�nition, pour notre �ltre orreteur est



SNR = 10 log10( ∑N

n=0
e2(n)

∑N

n=0

(

y(n) − e(n)
)2

) (en db)A�n d'utiliser pleinement ette mesure, il est souvent utile de préiser ette mesure après avoir quanti�él'importane de la dégradation (générée par le anal dans notre exemple) qui estSNR = 10 log10( ∑N

n=0
e2(n)

∑N

n=0

(

x(n) − e(n)
)2

)Plus la mesure du premier SNR est importante, en omparaison de la deuxième mesure, plus le �ltre orreteursera e�ae et éliminera des dégradations existantes dans le signal.
[2] Une mesure qui résume les deux mesures préédentes est l'amélioration du rapport signal surbruit ou ISNR (en anglais improvement signal to noise ratio), vue lors du TP �Filtre de Wienner�et dont la dé�nition, pour notre �ltre orreteur estISNR = 10 log10(∑N

n=0

(

e(n) − x(n)
)2

∑N

n=0

(

e(n) − y(n)
)2

) (en db)Une valeur positive et d'autant plus grande permettra de onlure que le �ltre orreteur est (d'autant plus)e�ae.
[3] Une troisième mesure est elle vue lors du TP débruitage et permet simplement de mesure la di�éreneau arré entre le signal restorée et le signal d'entrée. C'est le MSE ou minimal square error. Une valeurd'autant plus petite permettra de quanti�er un �ltre orreteur d'autant plus e�ae.MSE =

1

N

N
∑

n=0

(

y(n) − e(n)
)2

[4] Une alternative serait de aluler la réponse impulsionnelle de notre système ombinant C(z) et H(z)(i.e., dégradation et orretion) pour voir si le résultat, i.e., la sortie y(n) (orrigée) ressemble à un pi deDira et quanti�er ette ressemblane ar elle-i serait diretement liée à la qualité de notre modèle derestoration (ou de dégradation inverse).NOTA : En prenant omme signal d'entrée de notre �ltre orreteur H(z), la réponse impulsionnelle denotre dégradation estimée à la question 3. , 'est à dire, x(n = 0) = 1.0, x(n = 1) = −3.5, x(n = 2) = 1.5et x(n ≥ 3) = 0. on obtient, ave l'équation aux di�éerenes donnée en 9. , y(0) ≈ −0.3, y(1) ≈ 0.89,
y(3) ≈ 0.10, y(4) ≈ 0.05, y(5) ≈ 0.023, y(6) ≈ 0.008, . . . , soit presque un Dira ave un retard d'unéhantillon.

[5] On pourrait utiliser une mesure d'interorrélation entre le signal e(n) et y(n). Celle-i, en e�et,mesure la ressemblane d'un signal ave un autre et permettrait de quanti�er à quelle point notre modèlede dégradation inverse restitue bien le signal avant que elui-i ne soit dégradé par le anal de transmission.<10 pts>



II. Analyse Spetrale (40 pts)Soit un signal analogique x(t) de durée T = 210 ms (milliseonde) de la forme :
x(t) = α1 sin(2 π · 50 t) + α2 sin(2 π · 150 t) + α3 sin(2 π · 250 t) + Bruitdont on souhaite analyser numériquement le spetre et pour lequel les valeurs α1, α2, α3 sont omprisdans l'intervalle [0 : 1] et represente de l'information utile.

1. On disretise le signal de durée T = 210 ms ave N = 1050 éhantillons à l'aide d'une TFD(Transformée de Fourier Disrète) et on obtient le spetre de l'image i-dessus à droite.As-t-on respeté le théorème de Shannon ? Justi�er bien votre réponse (par un alul).<5 pts>2. Le spetre laisse voir des pis de di�érentes amplitudes aux fréquenes {50, 150, 250} Hz, maises pis sont dédoublés. Pourquoi ? Expliquer lairement e qui se passe onrètement.<5 pts>3. On aimerait garder les mêmes 1050 éhantillons du signal préédent, mais utiliser une teh-nique qui nous permette d'utiliser une (et non plusieurs) Fast Fourier Transform (FFT) plusrapide qu'une TFD (pour une implémentation temps réel par exemple). Comment pourrait-ons'y prendre ? Disuter du gain en temps de alul, de la résolution fréquentielle et disuté aussisi ette tehnique d'analyse spetrale permettrait d'atténuer ou non le problème disuté à laquestion préédente ? Justi�er bien votre réponse.<10 pts>4. Si on voulait privilégier la résolution fréquentielle pour empêher autant que possible le dédouble-ment de pis aux fréquenes informatives, et si on voulait garder le nombre N = 1050 éhantillonset la même période d'éhantillonnage ∆T de la question 1. et une seule TF. Expliquer et montrerlairement e que l'on devrait hanger dans ette analyse spetrale qui permettrait de minimiserle problème de dédoublement de pis aux fréquenes informatives et qui permettrait néanmoinsde respeter le théorème de Shannon.<5 pts>5. En utilisant toutes vos onnaissane en analyse spetrale, proposer maintenant une stratégie quipermettrait de minimiser le plus possible le problème lié au dédoublement de pis aux fréquenesinformatives. On désire onserver les N = 1050 éhantillons de départ (et don la périoded'éhantillonage ∆T qui a permis de les trouver). Donner toutes les informations permettant dereproduire ette analyse spetrale plus préise et justi�er les lairement.<15 pts>



Réponse1.On doit éhantillonner à une fréquene qui est égale à (au moins) deux fois la fréquene maximale ontenuedans le signal. Dans notre as, où l'information dans le signal x(t) est modélisée par la présene (plus ou moinsimportante) des fréquenes informatives {50, 150, 250} Hz, on devra éhantilloner à une fréquene minimalesupérieure à 500 Hz ; soit plus de 500 éhantillons par seonde. En prenant 1050 éhantillons du signal, pourun signal de duré T = 210 ms, on éhantillonne, dans et exemple, à Fe = 5000 Hz (ou 5000 éhantillons parseonde), e qui assure largement que la fréquene d'éhantillonnage de Shannon soit respeté.<5 pts>2.1-℄ La résolution fréquentielle ∆ν = 1/T = (1/N∆T ) = (1/N)Fe = 4.76 (ave ∆T = 0.21/1050 = 0.2 ms, lapériode d'éhantillonnage et Fe = 1/∆T = 5000 Hz) n'étant pas un sous multiple de 5 ou de 2.5 Hz (i.e., lemultiple ommun des trois fréquenes informatives {50, 150, 250} Hz), l'énergie fréquentielle de haune dessinusoides se répartirera don entre deux bins fréquentiels.Par exemple, l'énergie de la sinusoide de 50 Hz sera répartie entre les bins de fréquenes 47.6 Hz (10×∆ν =
10× 4.76) et 52.36 Hz (11×∆ν = 11× 4.76). Étant donné que 50 Hz est à mi hemin des bins de fréquene
47.6 Hz et 52.36 Hz, ette energie fréquentielle se répartiera identiquement entre es 2 bins onduisant àdeux pis de même amplitude (à un bruit près) omme nous le montre le graphique spetral de l'énoné pourle 10 et le 11 ième éhantillon.2-℄ De plus la fenêtre retangulaire d'aquisition, (qui va prendre en ompte des fausses disontinuités dusignal aux extremités pare que nous n'avons pas un nombre de périodes entières) va augmenter etteélargissement fréquentiel et réaliser, en fait, une onvolution du spetre idéale ave la TF d'une porte, i.e.,un sinus ardinal.3-℄ De plus, la présene du bruit blan dans e signal x(t) va réer des omposantes fréquentielles à toute lesfréquenes et elargir aussi es raies spetrales.<5 pts>3.La seule solution est don d'utiliser la tehnique dîte de �zero paddding� pour augmenter le nombred'éhantillons de 1050 à 2048 (orrespondant à la première puissane de 2 suivant le nombre 1050).1-℄ En faisant ela, on diminue bien sur la vitesse de traitement d'un fateur O(10502)/O(2048 log2(2048) ≈
49 !2-℄ On augmente aussi arti�iellement la durée du signal de T ′ = 2048×∆T = 2048× (0.21/1050) = 0.4096et on diminue ∆ν = 1/T = 2.44 Hz e qui est bien ar ela permettra d'augmenter la résolution fréquentiellede notre estimation spetrale.3-℄ Est-e que la résolution fréquentielle permettra d'obtenir des pis non dédoublé omme eux observésdans le spetre de l'énoné ? Non puisque ∆ν = 2.44 n'est toujours pas un multiple de 2.5 Hz (i.e., lemultiple ommun des trois fréquenes informatives {50, 150, 250} Hz). Par ontre, relativement au problèmede la question 2. , les pis paraîtront ertainement moins dédoublés ar 2.44 Hz étant très prohe de 2.5Hz, beauoup moins d'énergie fréquentielle de haune des sinusoides se répartirera don entre deux binsfréquentiels.<10 pts>4.

• Le seul paramêtre possible est d'utiliser une fenêtre d'apodisation omme elle de Hanning qui va



réduire les disontinuités du signal aux extrémités de la fenêtre d'aquisition et don enlever un biais dansle spetre et ainsi augmenter sa résolution spetrale.
• Si on onsidère dans ette question, que l'on peut hanger la période d'éhantillonage qu'en l'abaissant(et ainsi respeter le théorème de Shannon), alors on pourrait ombiner aussi l'approhe préédente avele seul paramètre qui nous reste qui est don la longueur du signal (et dans notre as, on ne peut que leraourir). En prenant une durée du signal T = 0.2 ms, on aurait ∆ν = 5, soit la résolution fréquentielleidéale pour éviter un dédoublement des pis (ar 'est un multiple ommun des trois fréquenes informatives

{50, 150, 250} Hz).Ave T = 0.2 ms et N = 1050 éhantillons, la période d'éhantillonnage devient ∆T ≈ 1.90 × 10−4 etétant plus petite que elle de la question 1., on respete don forément le théorème de Shannon.<5 pts>5.On va don utiliser dans ette question la stratégie dite de �periodogramme moyenné� qui onsiste àaluler la moyenne des spetres obtenus sur haque blo de longueur L du signal. Cette stratégie est trèsadaptée pour un signal bruité et permettra d'augmenter la préision du spetre. Chaque blo de L donnéessera aussi pondéré ave une fenêtre de pondération d'aquisition qui va gommer les fausses disontinuitésdu signal aux extremités et ainsi augmenter enore la préision spetrale. On pourra utiliser par exempleune fenêtre de Hanning. Dans ette stratégie, enonée plus haut, nous avons quelques degrés de liberté etquelques ontraintes.1-℄ En premier lieu le hevauhement de haque blo de L données pourra être entre 0% et 50% omme ilest onseillé en ours. De plus haque blo de L données devra être d'une durée permettant d'assurer unerésolution fréquentielle ∆ν = 1/T = 1/(L ∆T ) qui soit un multiple ommun des trois fréquenes informatives
{50, 150, 250} Hz a�n que l'énergie fréquentielle de haune des sinusoides ne se répartisse pas entre deuxbins fréquentiels.2-℄ En tant que ontrainte, on devra onserver les 1050 éhantillons de départ et onserver ∆T = 0.2 ms.Don, on a , ∆ν = 50 ou 25 ou 12.25 ou 6.25 Hz si on onsidère des blos plus petits que 1050éhantillons. Or ∆ν = 1/T don T = 0.02 ou 0.04 ou 0.08 ou 0.16 seonde. Le signal durant 0.21seonde, la valeur de T = 0.16 est à éarter ar il ne permetrait pas de déouper le signal de durée 0.21 se.en deux blos se hevauhant entre 0% et 50%. Il reste T = 0.02 ou 0.04 ou 0.08. Ave es trois valeursde T possibles et ∆T = 0.2 ms imposé, on aura don des blos de longueur L = 100 ou 200 ou 400éhantillons.Prenons pour limiter le nombre de as le hevauhement de blos le plus grand entre 0% et 50%. Fina-lement, on pourra prendre soit des blos de longueur L = 100, ou 200, ou 400 éhantillons, les pondérer parune fenêtre de Hanning. Pour es trois possibilités, on aura P = 20, ou 6, ou 3, blos pour un hevauhementrespetivement de 50%, 15%, ou 18.75% (dans tous es as, on respete toujours la fréquene de Shannon,ar Te n'a pas hangé).<15 pts>NOTA-1- : La plus intéressante des trois possibilités me semble être des blos de longueur L = 200pondérés par une fenêtre (e.g., de Hanning) pour obtenir P = 6 blos se hevauhant de 15%. Cette stratégiepermet de faire un bon moyennage et d'assurer une résolution fréquentielle ∆ν = 25 Hz qui est un sousmultiple des fréquenes informatives reherhées.NOTA-2- : Une autre stratégie plus simple et qui n'utiliserait pas le périodogramme moyenné (et moinse�ae) onsisterait à faire du �zéro padding� entre le 1050 ième et 2000 ième éhantillons. Ce qui permettraitd'assurer une résolution fréquentielle de ∆ν = 1/T = 1/(2000× 2× 10−4) = 2.5 Hz qui est un sous multipledes fréquenes informatives reherhées.


